1.4. Eliminacién Gaussiana y el método de Gauss-Jordan

1.4.2. Resumen

Después de aplicar sucesivamente las tres operaciones elementales (pagina 19) al sistema:

a11271 + a12x2 + ... + ainTy = b1

a2171 + ax2 + ... + aTy = by X = (0

Am1T1 + AmaZo + ... + GmnZn = b

se obtiene un sistema S’ que esta en forma escalonada (FE) con 7 < min {m,n} unos principales.
Para simplificar la discusion de los hechos relevantes supongamos que los unos principales se ubican

en las primeras r columnas de S’ :

( / / / / /
a1+ aj9re + ...+ a,rr + ..+ ay,n = by

!/ / / /
a22$2+...+a27.xr+-..+a2nxn:b2

(S aL, Ty + ...+ a.,z, =,
0= b;~+1
0=10,

donde a}j; =ahy =...=a., =1 (por estar en FE).

Todas las (posibles) formas escalonadas de una matriz comparten las siguientes caracteristicas:
1. Cada FE es el resultado de aplicar eliminacién Gaussiana (las tres operaciones elementales,

pag. 19) y tiene el mismo conjunto solucién que el sistema original (por teorema 1.1).

2. El nimero r < min{m,n} de unos principales es igual al de la FER del sistema, ya que la
FER se obtiene eliminando coeficientes arriba de los unos principales por medio de la tercera

operaciones elemental (pag. 19), es decir, haciendo el dltimo paso del método de Gauss-Jordan

(pag. 29).

Conceptos prevalentes:
Definicion. Para una matriz A € R™*™ es decir, con m renglones y n columnas, el nimero r de

unos principales en una FE(R) de A se llama rango de A y siempre satisface r < min{m,n}.

En este curso: Las incégnitas que se multiplican con (las columnas que contienen) los unos principales
de la FER seran variables basicas (variables dependientes) y las (n — ) variables restantes seran

variables libres.
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

\\ | Caracterizacién de sistemas y sus conjuntos de solucién:

r=m r<m r<m
b1 =...=b,=0 ), #0pa.i>r
r=n ‘ solucién unica ‘ solucién unica ‘ Ls=10
r<mn varias soluciones y varias soluciones y Ls=10
(n — r) variables libres (n — r) variables libres

Ejemplos vistos: Con solucién tnica (en paginas 1-6), sin solucién (en paginas 7-10 y 24) y con

muchas soluciones (r < n en paginas 11, 20-23, 26-27).

Ejemplos vistos con algunos detalles:

Pagina m n r variables libres Ls

20-21 3 3 X3 7Ccla (uo uac(o)

2 33 % 17

25 (la FER) 4 8 \(\ )(3 . )(5,)(5 (mo es ;(sfmqq)
[

)/g @CC%
X1\ Xy V/QU\O

V7 punt o ﬁ

\\ | Consecuencias de operaciones elementales para sistemas homogéneos:

26-27 < 3
28 9 g
30 3 7

(B IVAN NI S (NI N

= Si un sistema es homogéneo, entonces cualquier sistema equivalente sera homogéneo.

= Un sistema homogéneo siempre tiene por lo menos una solucion, la solucién trivial que es el

vector de ceros O.

= Si el sistema homogéneo satisface r < n, es decir, si en la FER hay menos ecuaciones que

incégnitas, entonces el sistema también tiene soluciones no-triviales.

Ejercicio: Resolviendo el siguiente sistema te daras cuenta que los tres puntos son ciertos:

wHz+y+z=0 -1
1

w+x=0 La solucién es: Ly =<t cteRy cR?
r+2y+2=0 1
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1.4. Eliminacién Gaussiana y el método de Gauss-Jordan

Ejemplo: Encontrar los valores de b que hacen que el siguiente sistema (dado en forma de su

matriz aumentada) tenga solucién, infinitas soluciones & ninguna solucién:
1 b -2 2
-1 (b-2) 2 -2
3

fZ;:lZfﬂ?] / /[ L 9 a2
QZ:QB—ZTQ &, / (=010,

0 L O |oO > | O -1 O O
\O0 22U b |- 0 O b | -1
(0\50 { b:O A | 0 ‘1 Z o (M(vad]ll?\alf i g(( 71“( O‘f ~/
o L ©]0
O o O |-l ’r*Z(bﬂﬁoléf'ﬁ

(5&,(°S: -1 ( {7:0 v b:|j (b) b:‘:( V[”*D
((2b-240 v b#0)

/1 b vyt
Lo @) 0|0
\Q o b|-
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1.5. Combinaciones lineales y sistemas homogéneos

1.5. Combinaciones lineales y sistemas homogéneos

Los sistemas homogéneos y sus soluciones apareceran con frecuencia en futuras materias y en
esta materia para definir nuevos conceptos (més tarde). Para verificar conceptos tendrés que saber
resolverlos. La siguiente propiedad es linda, permitird demostrar resultados y puede simplificar la

definicién de conjuntos solucién de sistemas homogéneos.

N\ | Lema 1.2. Sea Sy wun sistema homogéneo con n incégnitas. El conjunto de soluciones de Sg
satisface la propiedad de cerradura “bajo combinaciones lineales”. Es decir, si conocemos dos
vectores (n -tuplas) 4 € R™ y ¥ € R™ que son soluciones del mismo sistema homogéneo Sy,

entonces las combinaciones lineales ot + 89 para «, € R también serdn soluciones de Sp.

ul v1
u v2
Demostracion. Sean w= | .- | y 9= . | dos vectores (con n entradas) que son soluciones

'u;n 'U'n Aa :6 \/ /43:5

del sistema Sp. Entonces se satisface que:

Ay U tapq Uy +.o F 4, uq =0 GV F AVt e Ay =0

A Uy * A+ LG U =0 A Vo 1 g Yt Fag, Ve =0

o Uy F Qg g+ A Uy = O

Por demostrar: w = ot + U pertenece al conjunto de soluciones de Sy para «a, 5 € R.

Recordamos que:

U, /Vi U €[y
-) V
_ ) U _
W:o@{wzu:o( ¥ +ﬂ S X Wy + BV,
J .

4 W b iy % By

Sustituyamos cada una de las entradas del vector anterior en el lado izquierdo del sistema Sp. Para

cada ¢ € {1,2,...,m} queremos que la i-ésima fila de lado izquierdo se hace cero:

a1 Wy + a2 we + ...+ Gin Wy

n
— a;\(w,ﬂzv,) faq(owﬁ/ivt)« + d;, (Kuwﬂ%\)

,@Q c(fvav. .
372 a;, *W a{(/B\/, tag, Xy tag /ZVZ t. £ 4, Xu fag, /3(/‘

—_—

e g

Suw 4 (’»\m . X v

(()b\ (2SS )lli‘/h
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£ asoCativa Alx CI) ABv)

eulll = (q{' u +.  _  t Giq Koy ] € (Q{\ [ZU) t - '{dt"’l/"z(/(,‘
(i o(( W) g[/l 3)

;(jljll | °<<C(°u"(\ t . 4y (/((1> 4—/3 (Q(,Vl et Ay (/.15

i -

=« 0 + [fO = 0
/
A v sol SO/W.'M

Para cada fila i € {1,...,m} hemos demostrado: a;; wi + ajewa+ ...+ @i w, = 0, lo cual equivale

a A = 0. Por lo tanto, la combinacién lineal ati+ 5 es solucién de Sy paratodo o, 8 € R. O

\\ | Nota: Los argumentos de esta demostracién también sirven para demostrar A(at) = a(Ad),

“podemos sacar factores escalares o € R” y A(au + V) = aAud + SAD, “una ley distributiva”.

Definicion. Dados n escalares z1,...,x, € R y los siguientes n -vectores de m -entradas cada uno
V11 V12 Vin
. V21 . V22 . U2n
v = y V2= . ) y Unp =
Um1 Um2 Umn

definimos la combinacién lineal de ellos como 191 + 2202 + ...+ x,U,, es decir

V11 V12 Vln T1v11 + T2V12 + ... + TpVip

V21 V22 Van T1v21 + T2 + ... + TpUop
€1 . + T2 . +...+xy . =

Umi1 Um2 Umn T1Um1 + X2Um2 + ... + TnUmn

I} . _
Uua cCOw™ k1\- .//(bl?’(/( V11 V12 ... Ulp T
(¥ (v e (v xr
'eg L(Vl (74@(((4(7/0 _ 21 22 2n 2
Mma& ‘(\'( E % U\GC%W , 1Um1l Um2 ... Umn In

En términos generales una combinacién lineal de vectores es la suma de los vectores una vez

multiplicados por los escalares.
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1.5. Combinaciones lineales y sistemas homogéneos

Ejemplo: Escribe el lado izquierdo del siguiente sistema homogéneo (a) como combinacion lineal de
vectores, (b) como producto matrix-vector. Después, resuelva el sistema:

1+ 220 +3x3 —24 =0 | Z> Z> <-|> — O)
Y =
—r1 — @2 — 23— x4 =0 6*) )(1(—[) 1“)(Z(-—I N )(3(..] * Y\~ (0

)(‘\ /
b2 3 < \[X | O
[0> (—/ =t ~l) ’@2/'( O)
)(Ll

/U(ﬂl‘(% . Aun QM'/'a cla

0\
0 /

Qéﬁﬂzfﬁ,é (1T 3 =1 |0y

v L [ O - 2 0 ) }’('Xz”ﬂw
D,:R!—UZZ 0 | 1 .1 O)

f}/“a,\jo T:Z/ (0/(&‘\45 ‘/):L/, V)—’V'Zl(—z //Léﬁ’f

=( (Ohdlluk/o So{/u('z'o\: o1 Ao X :‘{, ’(LI,TS'>

/ [/% /'( -35\ 7 7|
éf 24428 ‘ {lf el N _ )¢ U«

i\x‘( \; / N ('J j

i

Ese conjunto solucién ejemplifica lema 1.2.
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.6.

Aplicaciones de sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccidn presentaremos problemas que pueden ser modelados mediante sistemas de ecuacio-

nes lineales. A continuacién presento un ejercicio de las tareas.

Ejercicio: La Combustién del amoniaco ( N Hs ) en oxigeno ( Oz ) produce nitrégeno ( Ny ) y agua

( H20 ). Encuentre una ecuacién quimica balanceada de esta reaccién. Es decir, encuentre cuantas

moléculas de amoniaco y oxigeno son necesarias para producir nitrégeno y agua recordando que los

atomos no se pierden al balancear la ecuacion.

W (M) « x (@) — YN+ < (Ho)

SQC«V\ N,

R

ed — 1/
A -

X

Se PR gue MO se piesdas

N 2 H

W= Zj , N =

RQQSW{/)EM //JL( 3 ec. Comy O

w

- i |

w =2y =0 [ 1
BUJ » Z¥ - 0 aun~

Ix =+ =
QZM:OZ_]/?' |
/\_/ O
N
Qg/ﬂi/z
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Y <
2
[l 0 0 -7]>
O ( O -l )
(
/
Z =D 6 0 { -3 LAo0
W = 3 2 ‘
~ L oz ‘
*—= 1% /owqwog 2 Com Ve . /téyp/jq
(j = "gl‘ < Cqu (\/LO ‘él'oﬁe un Uand //,\'.,\(("}ﬂq/ .

. Eq (ou/)bvv“lo 5‘0/\ &g
(/eI / % ”2
L :% &):é_ e | t &
RN 2 6\ s

|

X = 23 cozell
‘j) & z) CZ

AN}

W\ | En la realidad quimica queremos moléculas enteras y su nimero debe ser no-negativo. Por eso, el

conjunto solucién practico serfa el siguiente subconjunto de L :

{[Z]:k[g] :kGN}ccs

[0\ 'a qff’ach,l (Wlx(kjf2>:<cl13(llé>39
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ejercicio: Un espia sabe que en cierto aeropuerto secreto hay estacionados 60 aviones, entre
cazas y bombarderos. El espia desea determinar cudntos de los 60 aviones son cazas y cuantos
son bombarderos. Hay un tipo de cohete que es transportado por ambas clases de aviones; el caza
porta seis de estos cohetes y el bombardero sélo dos. El agente sabe que con 240 cohetes quedan
pertrechados por completo todos los aviones que se encuentran en el aeropuerto. Ademads, se entera
de que en esa base el nimero de aviones caza es el doble del nimero de bombarderos. Calcule el
numero de aviones caza y bombarderos que hay en el aeropuerto o bien muestre que la informacién

del agente debe ser incorrecta, ya que es inconsistente.

Solucion: Lo primero es introducir las variables.

Sea X <= H auomgs cava y = # Lo« brey daos.

2 )<J¢(j;éo X-&j‘:g()
X = 2y & X -ty =0
bx +2Y =240 bx 1y = b

V_@&O: A

ot el Yk e 60
2 |o |7 ~— O -3 |[-60

"
G T | Lo ‘23 _23_6121 o Y |-

by s e 60
Yl O ( 7 O
|/22/%( O | 20

Y= <0 v g:ZOZ
K:T/Z}~I?,_ | 60
a4 0 | fe)
G o (O

.. La informacién del espia es incorrecta, puesto que el sistema es inconsistente.
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