2.1. Operaciones con matrices

Hecho I: La matriz identidad es el elemento neutral del producto.

Vimos que la multiplicacién de matrices no es conmutativa.

Por eso, la identidad del lado izquierdo puede ser (por su dimensién) distinta del lado derecho.

Lema 2.1. Sea A € R"™*"™ wuna matriz (de tamano m x n ). Entonces, la matriz identidad (por
la izquierda) es I, € R™*™ y la matriz identidad (por la derecha) es I, € R™™ puesto que se
cumplen las siguientes identidades:

InA=A=AI,. o\

[ o
. - . 619y
Demostracion. Usar la definicién 2.1 (del er o
Haremos uso de la propiedad [2 = Z. | ?
] _ pa—
Lot A = [ToA | ToA, | T

va v

/47-2 A.\q7 ~ A

B
BN
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2. Algebra matricial

Hecho Il: Leyes distributivas
N\ | Teorema 2.2. Sea A una matriz de tamasio m xn, y sean B,C matrices con tamarios adecuados
para que las sumas y productos (que aparecen abajo) estin definidos. Entonces, se cumplen las
stguientes propiedades:
i) A(B+C)=AB+ AC (Ley distributiva por la derecha)

i) (B+C)A=BA+CA (Ley distributiva por la izquierda)

Motivacion: El lado izquierdo de esas igualdades requiere un producto matricial menos.

Para convencerte, calcula los dos lados para las siguientes matrices:

1 2 3 1 -1 3 1 2 3
A=10 1 1|, B=|0 -2 1 y C=13 1 =2
2 41 2 4 -3 -2 4 1

y cuenta los productos puntos que hiciste de ambos lados:

AB+C) = AB + AC =

2 3\[2 T ¢ 2 3 -6\ (6
o \ | O B T/ 7 L) T | S
z 4 /o § -U G =6 7 17

_[& 3 L — [ & 23
27"3 < 7z 1

6+ & ¢ b 6 6

FEjercicio: para i) demuestre el caso especial:  A(ud + 0) = Au + Av.

Ayuda: ver paginas 35-36.

Ejemplo: para ii) demuestre el caso especial: (B + C)d = Bu + C.

Usamos la definicién de combinaciones lineales y propiedades de sumas de vectores:
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\ Vg/ Cohbt’h. '/W“’(
N 2.1. Operaciones con matrices
@ )] =, (., C-‘;> t Uy (BptCq) ot Uy By Cu)

hacer /\:

{w/v‘ pov M,B.

) T4 (;( + Bzz t Uz C-’L +- 1 Uy By q‘*C"H

e tadA \
(b{ By tuo T"'{MVBM/*GA'CW £ CMACM)
S tiea 0{47
veck. ¢s IS
oty = 13 4 Ca
-t A
asoch Kua \

dof combi. &ienl

Demostracion del teorema 2.2. En general, para tener la suma B + C' definida B & C deben
tener el mismo numero de columnas y renglones.

Primero, mostramos i). La “regla de oro” del producto A(B + C) pide que B,C tienen n
renglones, ya que A tiene m columnas. En conclusion, B & C son de tamano n X p donde p es
su numero de columnas. Para deducir la igualdad re-usamos la propiedad A(u + ¥) = Atu+ AV y
la definicion 2.1:

AB+AC = |AByy | ABpy | ... | AByy)| + |ACk [ AC| ... [AC)]

/\:_AB, AC.‘AB. ACy | ... |ABy, + AC,
Coms ol ) + ACj) | ABpg) + ACg | | 4By, + AC,)|

wa hieet - = A(B[ 1]t C[ }) A(B[:Q] + C[Q]) R A(B[p} + C[p])] A(B+C).

/((awv) - Au e A, Mz“l

Ahorra, para mostrar ii), debes completar los argumentos usando la “regla de oro” para el producto
(B+C)A, laigualdad (B + C)u = Bi+ C4 y la definicién 2.1:

o

Eso concluye la demostracién. [0
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2. Algebra matricial

Hecho Ill: Leyes asociativas
\ | Teorema 2.3. Sea v un escalar y sean A, B,C matrices de tamanos adecuados para definir los
stguientes productos. Entonces, se cumplen las propiedades:
i) v(AB)=(yA)B = A(yB) (multiplicacion por escalar flexible)

ii) (AB)C = A(BC) (Ley asociativa del producto)

Motivacion: Usar uno de los dos lados de ii) requiere menos productos puntos y causa matrices

temporales mas pequenas, por ejemplo calcula ambos lados de ii) para A, B,C dados por:

10

4]

Demostracion de i). Se deja como ejercicio.
Ayuda: Empiece con el caso especial a(Aud) = (aA)d = A(aid) con las técnicas de paginas 35-36. [

Demostracion de ii). Paso 1. P.d.: Si A € R™*" B e R™P y & € RP*!  entonces

(AB)Z = A(B%).

AR gy An | 148,13
X‘(/43:‘) T </4@31> X (/( @:‘4>

A~

/mmﬂﬂ ,) ‘g_g:z N
C
T (’(|@> +A(>Q&‘bf —T/[()(HB:V\>

Teo 110 ) A[\’|6| B A x«,&wx

A
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[Og/ (0‘4«17‘ . 2.1. Operaciones con matrices

X\\/ea)( = A (@’

Por la regla de oro para productos de matrices, si A € R™*", entonces B € R™*P y C € RP*4,

Con esas dimensiones los productos de i) son definidos. Usamos el paso 1 y la definicién 2.1 para

concluir: BC = [BC[:” BC[:Z] BC[:q]] y

/) /TC)ZA[BC[.H BCly ... BCl|
21 //_441\ . . .

:[A(BC’[.”) A(BCpy) - A(Bc[rq])}
(o l
— (AB) [C[rll Cla - C[;q]}z(AB)C‘

Con eso hemos demostrado ii).

Ejemplo: Simplifica la expresion: A(B — C)D + ABD — A(2B + C)D +2ACD.

ea’ll
| </\a~/4<)D  ABD — (240 +A)D « 2ACD

\/1@9
= ABD ~AD « ABD ~ 2ALD - ACD + 2 ACD

I

= U

Ejercicio: Usando lema 2.1, teoremas 2.2 y 2.3 demuestre que v(B + C) = ~vB + ~C.

Ejercicio: Simplifica la expresién: A(2B + C) + (2A — B)C + 2A(B — 2C).

Definicion. Dados una matriz cuadrada A y un nimero natural positivo k& definimos

0o«
AP = Ax AxAx.. . xA. €><,_Z _X_
k\:te,ces 0 Q(

Definicion. Se dice que dos matrices A & B conmutan cuando AB = BA.
Debido al producto conmutativo ba = ab para a,b € R, se tiene (a + b)(a — b) = a® — b°.

Ejemplo: Demuestra que A & B conmutan siy solo si (A + B)(A — B) = A% — B2
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2. Algebra matricial

Demostracion.

=S Su\l’)o\jq gL /4@ = RA rfk%uq;
(en)p-D = (AcR) A —(A<B)B

(221

o AA :@A - AR -gR = A-EY

[l 14

(=" syporn T (A18)(4-1) < A DY e
A5 = (Avp) @4 -5)

I AU B A - KB R
E/l wr Aot AR

A%
=D &

\l

2.2. Propiedades de matrices transpuestas

Recordamos las siguientes definiciones:
En pégina 54 vimos la definicién de la transpuesta AT € R"™™ de una matriz A € R™*™,

En pédgina 55 vimos la definicién de vectores candénicos é;.

Para mostrar las propiedades serdn ttiles los siguientes productos entre vectores canénicos y una

matriz. Si A es una matriz de tamafio m X n y el vector candnico es

a) €; € R™! entonces Aé; € R™*! esla j-ésima columna de A.

b) &l =[0,...,0,1,0,...,0] € RI™ entonces & A€ R esel i-6simo renglén de A.
Ejemplos:
?
N /\ | 2 | | |
€ (0 1) o & - (O 5 “]>

A EL) )

- |

A
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2.2. Propiedades de matrices transpuestas

Propiedades de matrices transpuestas frecuentemente usadas:

\ | Teorema 2.4. Sean A y B matrices cuyos tamarios son tales que las operaciones indicadas estdn
definidas y sea v € R un escalar. Entonces
a) (AT =4
b) (A+B)T =AT +BT
c) (yA)T =yAT
AB)T =BTAT

ART = (AT* para naturales k > 2.

&

(
(
(
e) (
Demostracion.

Las propiedades a), b) y ¢) son buenos ejercicios para practicar.

Ahora d). Primero demostramos el caso especial A € R™*" y 4 € R™¥!:
(Au)" =a'AT (%)
Usamos la definiciéon de combinaciones lineales, b) y c) y teoremas 2.3 y 2.2 para llegar a:

AB) " = (w1 Apy + ugArg + ...+ unAr ) 1
(Adi) (w1 Apy) + ugApg) UnAp ) /4:‘ _ /(fn

b

=u (‘4[:1])—r + UQ(A[:Q])T T+ u'ﬂ(A[:,n])T R OQQ AT\
cols { do A = W%N \
—uy (8] AT) +un(ég AT) +...+un(§;AT)2 /4
Teo 1%
= (18] AT + (w8 )AT + ... + (u,8])AT

Teo 1L

:(ulélT+ugézT+...+unéI)AT:[ul us ... un} AT =GTAT,

Para d) en general fijamos A € R™*" & B € R"*P, ya que asi los productos estdn definidos.
Luego, sabemos que el i -ésimo renglén del producto AB es €] (AB) = (é] A)B por teorema 2.3,
es decir, (AB)j;) = Ay B y el producto AB puede ser escrito de las dos formas siguientes

A[l:]B

ApyB
(4B ABpy .. AB[;p}]/TAB: _

Def 1. A B

Esas igualdades y la definicién de la transpuesta dan:

(BT [BlyAT
ABio) | (o | BlgAT T —
(AB)" = [AByy AByy ... AB[ZP}]T: ABk) | @ | Bt | gy /\’,
' ‘ 7 X1
(AB,)"|  |BLAT wxn-
et T T
(A B )= (AY:C - 54
mra ax@  WmxP pr 63
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2. Algebra matricial

Para demostrar e) usamos algo que se conoce como induccién sobre k empezando con k = 2.

Paso Base:
Sea k=2, entonces (A%)T = (AxA)T" D AT AT = (AT)2, lo cual confirma la igualdad.

Notar que el producto A x A requiere (por la regla de oro) que A es cuadrada.

Hipdtesis inductiva:

Supongamos que el resultado se cumple para un k > 2, es decir, (A*)T = (AT)E,

Paso induccion:
Tomando la hipétesis de induccién aumentamos k a k+1:

Empecemos con el lado izquierdo:

(AT = (e )T 2 AT AT AT — (4T
A\ BT

Con esto se termina la demostracion. a

2.3. Matrices especiales

Definicion. Una matriz cuadrada es diagonal si entradas distinto de cero se encuentran iinicamente

en su diagonal principal.

7 O o 2 o0 o
C =560 (D:ll':olo
o 9 3

Definicion. Una matriz A es triangular inferior si (i < j = a;; =0).

C
\nJ

En palabras: Entradas arriba de la diagonal principal son cero.

Una matriz A es triangular superior si (i > j = a;; =0).

En palabras: Entradas abajo de la diagonal principal son cero.

j:'l : (:|
o
(0(: -,e,,‘/(\;\

W\ | Notar que A es triangular inferior si y solo si AT es triangular superior.
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2.3. Matrices especiales

Definicion. Se dice que una matriz A es simétricasi A= AT (alternativa: A+ AT =2A).

Ejemplos:

w ] I

~1

- q 2006 9 /-3
) 3 £ 3 / od(oo /‘Zu
/ 60 % 5 VoS o '\:? i g
i !Z( O oo b ‘
>: 25 4 Zidy  Son

S L(O\f AP (-""‘6;41‘/05

Definicion. Se dice que una matriz A es antisimétricasi A = —A' (alternativa: A+ AT = O).

Ejemplos:

A (W) A ()

40 | > L O

W\ | Cualquier matriz cuadrada se puede escribir como su parte simétrica y antisimétrica:

A:%@+Aﬂ+%p—A1. (2.1)
Ejercicio: Demuestre que A+ AT es una matriz simétrica y que A — AT es antisimétrica.
— T - T -
(AeH) = N <(A) = ATeA - AA
,/f\ N B
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2. Algebra matricial

2.4. Motivacién del siguiente tema
Atn no lo hemos definido, pero hemos visto ejemplos de un concepto comun.

Ejemplo 1: El lema 1.2 demuestra que si At =0 y A% = 0 entonces A(au + Bv) = 0 para
o, B eR.

Ejemplo 2: Si A, B son matrices simétricas, entonces YA es simétricay A+ B es simétrica.

(/Z)*B)T ;\ /4—'- + TiT 7 /(] ‘FB i <Af@> es S\'\-\_e:?t\\.((.
’quz“lb /4‘—/3\7‘ B:B—r

A =y A : r A A e sehien

fo0. 14C NOAT

Ejemplo 3: Si A, B son matrices triangulares inferiores, entonces vA es triangular inferior y
A+ B es triangular inferior.

"\ O

Qa

y A syfn ((g0-0)

El concepto se conoce como:
cerradura bajo sumas y multiplicaciones por escalar

y es fundamental para definir un espacio vectorial.

En “geometria vectorial” el concepto de vector se asocia con ubicaciéon y desplazamiento.

El préximo tema cambiard nuestra idea de vectores al caso més general: Una vez definido, un
espacio vectorial serd un conjunto de objetos junto con una suma entre ellos y una multiplicacién
de un objeto por un escalar. Los objetos seran denominados vectores, pero podrian ser vectores,

matrices, polinomios o funciones continuas.
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