3. Espacios vectoriales

Algunas propiedades matemaéticos que vimos son validos para objetos de distintas categorias.

Por eso, la definicién de un espacio vectorial es un poquito abstracta.

Definicion 3.1. Sean V # () un conjunto de objetos,
+:V xV — V una suma de dos objetos de V que da un objeto en V y sea
-+ R x ¥V — V un producto de escalar por un objeto de V que da un objeto en V.
Entonces, (V,+,-) se denomina espacio vectorial y sus objetos serdn llamados vectores, cuando

el conjunto y las operaciones cumplen lo siguiente:

EeV/

1. Para cualesquiera dos elementos &,B €V, setiene a + beV y

l.a) Existe un elemento especial 0 que se llama elemento neutro (a veces nulo) y

cumple @ + 0 = @ para todo @ € V.

1.b) Para cada elemento @ € V existe un elemento negativo —a € V el aditivo inverso tal
que @ + (—a) = 0.

1.c) La suma es asociativa, es decir para cada a, B, ¢ €V se cumple

- -
— —

a+ (b+¢é)=(a-+b)+¢é.
1.d) La suma es conmutativa, es decir para cada a,B €V se cumple a + b=b+ad.

2. Para cada @ €V y un numero real r se tiene que ra € V, siempre ra =r - a. Ademéds

2.a) Paratodo @ €V se cumple que 1-d =d, es decir 1 es el neutro de multiplicacién por

escalar.

2.b) Para todo r € R y elementos (‘1’,5 €V se cumple la propriedad distributiva:

-

r(@+b=ra+rb

2.c) Paratodo r,s € R y elemento @ €V se cumple la propriedad distributiva:

(r+s)a=ra+ sa

2.d) Paratodo r,s € R y cada elemento @ € V' se cumple la propiedad asociativa. Esto es

r(sd) = (rs)a.
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3. Espacios vectoriales

3.1. Ejemplos

Existen varios ejemplos de espacios vectoriales. A continuacién veremos los 3 mas comunes. Para
ver si un conjunto y las operaciones +,- forman un espacio vectorial debemos verificar las 10

condiciones dadas en la definicién 3.1.

3.1.1. El espacio vectorial R"”

A continuacién probaremos que el conjunto de todos los vectores en R™ junto con la suma (de
vectores) y multiplicacién por escalar forma un espacio vectorial.

Solucion: Tomamos las operaciones +,- que conocemos y el conjunto
U1
Y =R"= | rvve,c 0 €R

Un

Demostracion. Verificamos las condiciones de la definicién 3.1:
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Dado que se cumplen todas las propiedades de la definicién 3.1, es decir, 1), 1.{a,b,c,d}, 2)y

2.{a,b,c,d}, concluimos que (R™,+,-) es un espacio vectorial. il

3.1.2. El espacio vectorial de matrices reales
El conjunto de las matrices con coeficientes reales (junto con la suma + y el producto con escalar)

es un espacio vectorial. Tomamos las operaciones —+,- que conocemos y el conjunto

ail ... Qin
Y = R™" = tai; €R
Aml .- Amn

Demostracion. Verificamos las condiciones de la definicién 3.1:

1) Para cada 2 matrices A, B € R™*™ se tiene que la suma es:
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@nm g lz € WWV‘ SALL(gﬁCL
A € me ° (a%v@O)wxM //? <Q(3)D\4x><\ i A

A5 T0 =aijeq]
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2.c) ejercicio.
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Dado que se cumplen todas las propiedades de la definicién 3.1, concluimos que (R™*",4,-) es un

espacio vectorial. ]
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