4. Combinaciones lineales

En esta seccion profundizamos nuestro conocimiento de combinaciones lineales e introducimos los

conceptos: “independencia lineal”, “espacios generados”, “bases” y “dimensién”.

Introduccién en el plano.

Empezaremos nuestro estudio en R?, es decir en

w10 meny

Supongamos que tenemos dos vectores 4, w € R? y escalares a, 3 € R.

Podemos visualizar “cuatro casos” de las combinaciones lineales a® + Sw.

Ejemplo (visualizamos): Sean @ =[4] & w =[]

Caso 1) Si a=0 & p =0, entonces obtenemos

x U +FIX3 :OG/) ¢ O(QI)

2) +(2) <0,

Caso 2) Si a € R & B =0, entonces obtenemos a
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“el vector cero”
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“a -veces la direccién de @ ”
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Caso 3) a=1 & =3 “suma de vectores con «,3 > 07"
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Caso 4) Si a=1 & [ = —1, entonces obtenemos “resta de vectores” (dibujo importante)
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\N\ | Observacidn: Si quiero mds que una recta, entonces necesito dos vectores. Més atn, la combinacién
lineal o+ fw permite llegar a cada punto en el plano solo cuando @ # ot para « € R y 4 # 0,

es decir, cuando a4 genera una recta 'y w no es parte de esa recta.
Un concepto expuesto aqui es: “4 y @ contribuyen direcciones diferentes”.

Se dice que un vector 4 es independiente si 4 # 0.
Se dice que dos vectores w,w son independientes si 4 # 0 y W # ot para o € R.

Introduccién en el espacio.

Sea aii + 3% + y@w una combinacién lineal de vectores 4, s, w € R? escalados con a, 3,7 € R.

Esta combinacion lineal puede tomar tres formas:
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CasoL: Si 4 #£0 y ¥, w € {ati: a € R}, entonces tenemos una recta.
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Caso II: Si 4,9 son independientes pero w € {at + fU: «, B € R}, entonces tenemos un plano.
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Caso III: Si 4,9 son independientes y @ ¢ {a + 3%: o, 8 € R}, entonces se llena R3.
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Se dice que tres vectores i, ¥, w son independientes si W # au+PV para «a, € R y adicionalmente

,? son independientes.
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4. Combinaciones lineales

En general
Definicion 4.1. Sea (V,+,- ™ut-) un espacio vectorial. Se dice que un vector @ €V es combi-
nacién lineal de los vectores ¥1,vs,...,0, € V si existen escalares x1,x2,...,7, € R tales que

W se puede expresar como

—

w=a:1171+:1:262+...+xp6p

donde los escalares x,x2,...,x, reciben el nombre de coeficientes de una combinacién

lineal.
Ejemplos: Considere los vectores 91 = [—21} & vy = [1é2} € R3.
JPara cudles valores v € R el vector w = [ % } es una combinacién lineal de 91 & ¥2 7
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FEjercicio: Considere los vectores v7 = [—21} & Uy = [(1)] € R3. Compruebe si log’ vectores

U= [—42] & W= [—11} son combinacién lineal de los vectores ¥1 & vs.
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I) Tenemos que ver si existen escalares x1,z2 € R tales que 4 = x19; + w202, es decir
([ | 2 X, = ?_
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IT) Tenemos que ver si existen escalares x1,x2 € R tales que W = x19; + 2202, es decir

Resultado y conclusion: El sistema es inconsistente. Por eso, concluimos que el vector w NO se
puede escribir como combinacién lineal de ¥; & vUs. Otra formulacién: No se pueden encontrar

escalares x1,r2 € R que satisfagan @ = 2191 + x29s.
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4. Combinaciones lineales

Ejemplo: Expresar el polinomio w = t? + 4t — 3 del espacio vectorial (Pa,

+,-) como combinacién
lineal de los polinomios Py =2 —2t+5, Po=2t> -3t y p3 =1+ 3.

Sol: Supongamos que podemos escribir @ = x1P1 + xoPo + x3P3, donde z1,x9,23 € R :

W = 1P + 222 + 23P3
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Prueba: Del sistema anterior obtenemos la combi. lineal x1P1 + xoP2 + x3P3. JEs igual a w ?

(£ bas) o0 (TF-34) + 4(E43)
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