4.1. Conjuntos generados

4.1. Conjuntos generados

Definicion 4.2. Sea (V,+,- ™ut) un espacio vectorial. Sean ¥1,¥s,...,0, € V. Entonces, el
conjunto generado por ¥,¥s,..., U, denotado por span{¥i,vs,...,¥,} es el conjunto de todas
las combinaciones lineales de los vectores, i.e.

fel
span {¥1, 02, ...,0,} = {xlvl + X902 + ... + Tp0p | T1,%2,...,%p € ]R} .

Las siguientes notaciones representan al mismo conjunto:

gen{iﬁl,'f)g, ce ,ﬁp} = <’l71,172, “o ,1_5p> = Span{ﬁl,'l_jg, e ,1_517}.

Ejemplo: Sea ¥ € R™, entonces span {9} = {a:lﬁ ‘ T € ]R} .

Si ¥ = 0, entonces

spszé’ﬁ = 5/4%{&755 gX,O (X,C—llzg @(M%
o L.1.94

Si ¥ # 0, entonces el span {B} = {z,9 | 21 € R} es una recta infinita en V.

Esa recta pasa por le origen (ya que 00 = 6) & va en direcciéon de ¥ 6 —3.

(/‘cha 3~?~|

f/?aa jé/ = {xl % }X,é//z
7 Z

y\ X] :Z / {LJLOACQ( 6 G

X £_| / 4940\6(’(

(

z o)
{(‘\‘O (0V17[l9\e5 O 2 <[ o

9 )

\\ | Por definicién tenemos ¥ € span {w} siy solo si existe z1 € R tal que % = z1w.

N\ | Si V=R" entonces por definicién ¥i,...,8, € R" y span{¥i,...,0,} C R™
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4. Combinaciones lineales

Ejemplo: Sean v; = [,gl} & Ty = [1(/)2

0
Sol:
N

Sabtmos G v, Gy € IC  gpen $0 9 < 8
7LO£(AS //KS Cotm k(‘ua,_:OL\ﬁ. f %‘Vﬂ (07

] € R3. Describe span {@1, s} .

Se ']ﬂci( {n(omhcw

R

o v, \2 i
L, 4 wl
S! W = <b> e S/DOM g Y, ‘U7§ , 4 fow o

C

ex{hew cscallarey X, , k¢ €I tales  quc

-\ - =7 © ’/z\ xz/'z
W=y T Y X/('(;)fxzﬁo:"m

| o O
o c( [ X, - — \
- (\b) :—i./I SRR YRR [4156//5
¢ o .
A/({' O '/Z' a mez O | A ﬁrelzt | @) ,b
—| O N ) 5 8 s 0O | 79
o olc/) &t\o ol c o ol c
& w e span Uy, U K =5 6/( sitbtng e Cusiiafe
(c=0)

Ejemplo: Sean v1 = [é] & vy = {g} € R3. Describa al conjunto span {%1,¥s} .

I 2 3
Sol: Buscamos todos los puntos dentro de span {v1,02} = {xl [g} + x9 [(1)] | T1,T9 € R}, es

decir, buscamos cuales condiciones deben cumplir. Sabemos

a a 2 3
b | € span{¥;,¥2} <— bl=x1|0]| +22]1
c c 5 0

28 “::RI - 38 2 0 a-2p
L’ /\_/

0
S5 aq Ic .
133& o 0 e
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“ IMPORTANTE : Si Z, es solucién de un sistema AZ = b, entonces

[

B € span {A[:J], A[:’Q], ce. 7A[:,n]} = Img(A)

Demostracion.
a, A1 | “n
T = v
[7 /4 T L o L R Al
- } i ; ,
q“"( w. L : a"”l"l

=y Ay et A A et
S A e

. g)ﬂ Ayt % Ay 4 3% Ay "‘""“eﬂ)z D

= 5/70“: g Am /I(‘:Z) A L')g "
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4. Combinaciones lineales

Los siguientes ejemplos motivan el uso de “elementos de V” para definir un conjunto generado.

Ejemplo: En pédgina 88 vimos que un polinomio @ de grado 2 era combinacién lineal de p1, P2, P3-

—

El resultado era: w = 2 + 4t — 3 = —3p1 + 2P2 + 4P3, por lo cual @ € span {P1, P2, B3}, es decir
“w pertenece al conjunto generado por P1, P2, P3.”

—

Ejercicio: Considere los vectores w = 1 + t + 4t?

=1+5t+t> en (P2, +,-) y determine si
w & ¥ llacen en span{1+2t—t2,3+5t+2t2}. D))

Inicio de solucion:

D = o (12U Y B (3 estepd?)
[ f e ldt = e3P 1 Qe ST 4 (= )T

l = o«ﬂ}l I 7 |

| = i t5f & L g l
—|

[ 2]
e -]~
(NN IR VRN s| S
Jo Wespand. G el ok=~2

Ejemplo: Demuestre que el conjunto R?*? de matrices 2 x 2 es generado por el conjunto

o o)+ of o)l )

Lo anterior se debe a que cualquier matriz de (2 x 2) de la forma [‘; Z] se puede escribir como

4 = K <8

combinacién lineal de las matrices arriba, puesto que

a b | O (0| o D cQOO
- 4 C’O\oo*bQDo TCl o) T*lo

FEjemplo: Demuestre que P, es conjunto de polinomios de grado (a los mas) n es generado por el
conjunto {1,1‘71'27 . ,x"} .

Solucion: Todo polinomio p € P,, de grado < n se puede escribir como

P=ap+ a1z + asx® + azxz® + ... + apz™ = ao - 1 + a1z + asx® + azx® + ... + apa”

con escalares ag,ai,...,a, € R, lo cual es una combinacién lineal de elementos de {1, z, 2. ,3:”} .
Con eso hemos confirmado la igualdad span {1, x,x%, ... ,x”} =P,.
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Andreas Wachtel

sol. w: si se puede, coeff (-2,1)

Andreas Wachtel

sol. v: no se puede


4.1. Conjuntos generados

Lema 4.1. Sea (V,+,- ™) un espacio vectorial. Sean ¥1,D2,...,0p,Vpr1 € V “vectores”.
Entonces:
i) span {51,1_52, .. ,6;,,} - span {61,52, c. ,61,, ﬁp_,_l}
i) Si ¥py1 € span{¥1,02,...,0,}, entonces span{¥i, Vs, ...,0,} = span{v1, V2, ..., 0p, Upt1}
iii) Sea S :=span{¥i,02,...,Up}, entonces 0esS y (S, -+, mult) es un espacio vectorial.
Demostracion.

i) Sea w € span{¥1,...,7Up}, entonces 3 Xy ~ - Xp c "? %QCP" 7‘/‘(

v, +0O

h

-9 =1 J
(0 SRR VAR &
_') \7
)(| \/[ -f)(z l/Z * o ‘FXPUP 'FO 74I
T rhecho 3.7

tl

p. 7Y

t

-y ) _ -
v W € Sy ;V, /V?,-« V;/ \/,?Elf,

’a Spav Z(V? :/()i S Spay %Vu--/() ‘/F+'§

ii) Por i) ya sabemos span {¥1,...,0,} C span{v1,...,0p, Upt1}-
Resta demostrar que span{¥1,...,9,} 2 span{di,...,0p, Upt1} -
Sea w € span {¥1,...,Vp, Vp41}, entonces existen escalares xy,..., acp"e( R tales que

W= T101 + ...+ TpUp + Tpr1Up41

Por otro lado, por la hipétesis ©,11 € span{¥1,...,U,} existen escalares ai,...,a, € R tales
que

6p+1 =a1¥1+...+ apiip
Sustituyendo esa identidad en la anterior de @ y usando definicién 3.1 obtenemos
W= 21V +...+ l‘pﬁp + xpt1 (al'ﬁl + ...+ apﬁp>
2b) - - -
== 211+ ...+ TpUp + $p+1(a1’01) + .o+ Ty (ap'vp)

= 2101 + ...+ 2p0p + (Tpp101)01 + ... + (Tp11ap)Tp

(a;1 + a:p+1a1)171 + ...+ (xp + a:p+1ap)1_5p

= 7101 + U2 + ... + YU con ¥ = (zi + vpr10i) € R.

Concluimos que @ € span {¥1,...,¥p} ya que es combinacién lineal de estos vectores.

93

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx



4. Combinaciones lineales

iii) Dado que (V,+,-) es espacio vectorial, aprovechamos el teorema 3.1.

/707 V,.,.Jpe\/ Sa o 95 X, V) ‘f"-.f’(,,

span ¢ Voo bp b 1Y

”ILPL\Q mos S

H

‘/L}CJ']‘D $-.Zo
9 -1 -2
IR STVIRE S [ ,w, €S Sqbewos
~O =) -9
ISHEE T AV BN Y Up
= _ ~) ~2
We = @I Vi ¥ ot ’IZ Vr

W)+ Ay le7)
(Z:c'(m) Vi ot X)) Y
£C Loywe S"“\Evfﬂoﬂpf\m
.“0 TQO\ le (O(A_/;//M 71,1,(
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