A-1 = A< ¥ 6 =A
ARSI (V‘xg/l =) X< B)

Ejemplo: El conjunto generado permite cambiar elementos.

Sean ¥ & ¥ dos vectores en el espacio vectorial (V,+,-). Demuestre que

4.1. Conjuntos generados

span {4, v} = span {u + 20,4 — ¥} .
Demostracion. “C”: Por demostrar span{d + 2¥,4 — 9} C span{u, v} .
- . . -2 ~ iy -3 =~
od (b(+Zv’) * /Z (u’-u) € S/Da-a§ Uelv , U ~V
Dof 2.1 (2b)

~1

e Lo

¥

= - =N -
XU t2xv + 3w —fv

=-@§Q§)& + (20 B)T Do 2l (e, 14, 26)

\_,—\/__\__
c il cii
EEN ~) —'7;
.fio 7o) 6 glpa‘,, (A} J
~? 1G] -0 >
Y §/7a'4{q7+25, m-u_{ = %Em»u

“D7: Por demostrar span {4 + 29,4 — ¥} D span{u4,¥}. Esa parte se simplifica si justificamos que

u,¥ son elementos de span{u + 29,4 — ¥}. Por eso determinamos sus combinaciones lineales:

. ) o o . L e tX
Ov *+  ii=21(i+20) + 29(@ — B) = (1 + 22)1 + (221 — 72)D 0 = 2x, =%
1
& ¥ =3t + 20) + 24t — ¥) = (w3 + 22) 8 + (223 — 74)7 . 0= Xz t%qy

La primera igualdad se cumple para x; = 1/3,29 = 2/3 y la segunda para z3 =1/3,24 = —1/3. 'ZZXZ"’X\’

Ahora, sea W = ot + S € span{u, v}, entonces
- 5\ N - = - i I
3=« [Bz9) g2 + @ 1@ad) -3 @-0)
@/-1’/\? ,
bt fo otk BT D g 2« B (,*)
244, 3 - D)(a) +C?‘E U~

2

—
<Y c M
1Y <N _n -~
o e Sf)a'(l { (/\‘I‘ZV | L{*\/g , .";-0 .
% Spaw { (IlV) 5 S Span {M qul M‘-Ui

W\ | Debido al ejemplo anterior podemos escribir cada punto en R? en distintas coordenadas. Por ejemplo,

en span{({),(9)} oen span{(3),(2)}.
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4. Combinaciones lineales

4.2. Dependencia e independencia lineal

4

Esta seccion generaliza la “independencia de vectores” que vimos en las clases 10 y 11.

Figura A:
. Se puede escribir el vector é en términos del vector @ ?

C S¢, Ya gw c=2a .
L) - ¢
"2 es  Combi fuedd Ao o

a ’ (El vector d es combinacién lineal de @ & b ?
=) - =2
- 3
St B
S P
Definicion 4.3. Los vectores v1,...,%, seran linealmente dependientes (1.d.) cuando al menos

uno de estos vectores se puede escribir como combinacién lineal de los otros. En el caso opuesto, los

vectores seran linealmente independientes (l.i.).

Ejemplos:

(D 13.2f {2BA] £ Ay, fa.d8 A
[T 130 42 AT fa,8f & fed]

Observaciones:
» Cuando varios vectores son l.d., pueden ocurrir dos casos: i) Cada vector (del espacio) es

combinacién lineal de ellos, ii) existen vectores que no son combinacién lineal de ellos.
» Para los vectores en el plano (véase Fig. A) se cumple:
a) A lo més dos vectores en un plano son linealmente independientes.

b) Un vector siempre se puede poner en combinacién lineal de dos vectores linealmente

independientes.
= Para los vectores en el espacio (véase Fig. B) se cumple:

a) A lo més tres vectores en el espacio son linealmente independientes.

b) Un vector siempre se puede poner en combinacién lineal de tres vectores linealmente
independientes: d = ad + 8b + 2.

96 >

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx



”/4 :)Bl/ (,4/\’?5

4.2. Dependencia e independencia lineal

La formulacién de la definicién 4.3 sugiere que verificar dependencia lineal es una tarea de

combinatoria. El siguiente teorema propone “la forma” mas usada de verificar la propiedad de ser

linealmente (in)dependiente.

si y solamente si la ecuacion x101 + x2U2 + ...

Teorema 4.2 (Independencia Lineal). Los vectores v, ...,

¥, son linealmente independientes (1.1.)

+ 2,9, = 0 tiene una unica solucion, la trivial

(x1=20=...=2,=0).
Demostracion. “=" Sean ¥1,9¥2,...,0, vectores Li.
S&A/’)Dl/\janos (o7 com hacliced’ gue ex bk ohq soluc/o
5 - ()(1/X-L’ + (o,o,_'o) {aﬁ 72
=) 9 - = (
LU ot Gy e e = O %)
9u+0hc€; qf U@ ol Uuo g /DS X ©&¢ C(l.-CTZl"'t7/O
de /0, S plelids do gen, (S7-3) X %0
Vo dWds enre st PR Sl
A - - -
X4 \/( LR S VA R Y~ b =0
:k' —_
) X, —/- - =
&) Y X Lt Py, = O
o ! e x

Ve:[mjfwos VAR

~)
Vl

—

v

t x:

o Vi os co~bi. Lionl Lo gV)

“ <7 Por hipdtesis tenemos que 1 = x3 = ..

—_—

2101 + T2T2 + . ..

+ zpv, = 0.

-7

VA RV AV
- X \ L€ v .
) X =N

t-—| '-¢-1 ‘/17§ (%754(("66 7%

$vvpd es LT

.= xp = 0 es la tinica solucién de la combinacién lineal

Supongamos que ¥, ...,

¥, no son linealmente independientes, entonces uno de ellos se puede

poner en combinacién lineal de los otros. Sin pérdida de generalidad (w.l.o.g.) podemos considerar a

U1 y ponerlo en combinacion lineal de los otros, es decir, existen escalares ao,as, ...,

—

01:a2ﬁ2+a3’63+...+ap’6p < 0:—61+a2172+a363+...

ap tales que

+ apvp .
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La segunda igualdad da una segunda solucién a la ecuacién x191 + 22U2 + ... + 2,0, = 0 con
x1 = —1 # 0, por lo cual, contradice que la tnica solucién es 1 = z3 = ... =, = 0. Se concluye

que los vectores son linealmente independientes. (]

Ejemplo 1: Decida si los vectores (%) & (1) son linealmente independientes.

Solucidn: Por el teorema 4.2 es suficiente ver si la solucién del sistema 1971 + 2902 = 0 es tnica.
| 0 ( o Q,C""Z [ g |0
- i 1
)([ e + )(l ( 2 ) - &) Z A
r ? 0
9 2 |

(3
RE-R -1,
2/\{ | < |0 ] ~SX, c0 (= X, =0

O _5 0 o )('(—_3)%:.0

o T, - ~) —
- la Wiien 99(\ Ce X, = X% <0 ., L/”Uzi es (T

. . . 1 4 2 . . .
FEjemplo 2: Decida si los vectores < 23) , ((1)) & <f74> son linealmente independientes.

Solucion: Se ocupa el teorema 4.2 (Independencia Lineal) para mostrar si los vectores son

linealmente independiente 6 dependiente. Sean x1,x2,x3 € R tales que:

1 4 2 0
1| 2 | +22 |0 +23] 4] =10
-3 1 7 0

‘ Z QZ'J = Ez FZRI | L{ Z_
AWMERE TR 0 -8 -8
? 0 Rf( :f?;‘ngE/ O

!
(V]

3 o \ | 3

o, Z'.;, aT <V] =7 / X; es Ké"f ?
L dna | ol erdewadl | e kU, a el X =2

bhy /O/ \jeCﬂLM Coq L p (&to LI)
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4.2. Dependencia e independencia lineal

“ IMPORTANTE : El teorema 4.2 interpretado para vectores {?1,...,9,} C R™ : Los vectores

{?1,...,U,} son linealmente independientes si y solo si el sistema AZ = 0 con la matriz cuyas
columnas son los vectores @1, ...,0, tiene una tnica solucién (la trivial), es decir el siguiente sistema

debe tener tinicamente la solucién cero:

T

Z2 -
V1 V2 Vp =0

Tp

Es decir, el rango de A debe ser r = p, lo cual solo puede suceder cuando p < m.

Ejemplo 3: Determine si el conjunto de polinomios {1 —z,2+x+ 2221+ 1‘2} es linealmente

independiente.

Solucion: Por el teorema 4.2 es suficiente ver si « = =y =0 es la uncia solucién de

a(l —z)+ B2 +x+222) +y1 +2%) =0

(o(*?lﬂfX) +(-c& ‘f'B))( —F(Z/Z z&b/)xlf-Ofox—fOx7~

'

N <+ Lp +y =0 210
X! ~x tg =0 & |-L L ©o|©
x 2R vy = O 0 2 |

7350/\/’\/ Ag

= =0 ,|Z=Or 5/:0

O~ o

< C(Qﬁ)(-C(O & D(cfz—-’a/ =0, (y( TQO((Z
Fe{wﬁ‘lﬁ CD"WZ/QV ?b{ A/OS /.O’/«IHDM.['DS

Sos . /L,
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4. Combinaciones lineales

Ejemplo 4: Determine si las siguientes matrices son linealmente independientes:

() ) )

Solucion: Por el teorema 4.2 de la independencia lineal, tenemos que mostrar que aA+pBB+~vyC =0

implica a==v=0.

<A B8 + yC =0
<« (1) #6?) ~ v(es) e

= X tPty °<“° Y o 0
X of + B

!

q
S
)

<0
x+ B0 = p=0 (
X =0

0(1-5/: = Y =0 L

(
()(c('j l 0
0
\

P Ca ) mati (o5 Lo é UI.

FEjemplo 5: Determine si el conjunto de funciones {senz,cosz} es linealmente independiente (en
el espacio vectorial de las funciones reales continuas en [0, 27) ).
Sol.: Sean 4 = senz & ¥ = cosz. Entonces, por el teorema 4.2 de la independencia lineal,

tenemos que aii + 38 = 0 debe implicar o = 8 =0. Dado que ai + 38 =0 = 0(x) equivale a
a(senx) + 5( oS a:) =0 para todo x € [0,2m),

podemos tomar puntos particulares en el intervalo [0,27).
Tomando x = 0, obtenemos 0 = a(sen0) + f(cos0) = a -0+ 5-1 = y tomando =z = 7/2,
obtenemos 0 = a(sen7/2) + B(cosmw/2) = a-14 -0 = a. Concluimos que o« = 3 =0 y por el

teorema 4.2 sigue que las funciones son linealmente independientes.
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4.3. Bases y dimension
4.3. Bases y dimensién
Comenzaremos esta seccién con el siguiente ejemplo:

Un cabezal de un plotter S se mueve a través de una barra hacia arriba y hacia abajo,

también hacia un lado y hacia otro, como se visualiza en la figura. Conteste las siguientes

preguntas:
Figura: a) (Con estos movimientos se llegan a todos los
puntos del plano,i.e. se cubre todo el plano?
. Si 5o e ol pled
/
e [s}— , | |
| b) ;Habrd una ventaja cuando se permiten mo-
v vimientos adicionales en otro dngulo (distinto a
90°) ?

No | pan A resultnds foual

c¢) (Cuantas direcciones de movimientos son necesarias en un “aparato” con el fin de que se

cubran todos los puntos del espacio? =, 1/72

(éu\ DU v 0 fiy e S oﬂ"’fmbaﬁ;.

Las preguntas y respuestas anteriores motivan la siguiente definicion de bases.

Definicion 4.4. Sea (V,+,-) un espacio vectorial. Un conjunto de vectores {51, 52, e ,Bn} CV es
una Base de V cuando se cumplen las dos condiciones:
= los vectores {51,52, - ,Bn} son linealmente independientes
= y )V = span {51,52, e ,Bn}, es decir, cada vector W € V es combinacién lineal de estos
vectores.

Ejemplo 1: Compruebe que los vectores b = (1) & by = (9) € R? forman una base de R?.
D L 7[ [/ :
9ca W <€l Cutons . | » Wanos sc
(
W eg Cow bc / he ﬂ// D{e /DI Y b

<1 (\)| ' O | 0)(<\('
W = - k( ( -FKZ 1 - L XZ

(=) L Q| vy 22N =, [ O &

N
| | Wa o | Wy =

[
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X o) 4’\‘192 = wl(” ! <‘02“"/)(? :(‘/)’) ”é'gb/'élgjm’“‘
‘(eolrz le'
ST :((g) outoay X =X =0 o {b[(zg Soq (T
O ]VM%\S, las ZCow(L'oﬁcouf prugbay ?v( {b;,écj es base 4o ({21,

FEjercicio: “Las bases no son tinicas.” Pruebe que los siguientes conjuntos son bases de R? :

SR A

Ejemplo 2: jLos vectores {él, és, ﬁ} con 4 = (_21) € R? forman una base de R? ?

<"

/{/o, Lja 4 A €5 Comabr. /z-”lﬁw( U(Q e—: r é;
) -1 | 0 - -s
U :<z> o) 1 2() - -E e
v 8,6 A 6 fveda deped . (L)

NO' Pﬁo\ 7M UI’) = (Z>€|R3 (ouw C:(EO wno
Sn%({ﬁd c

- a I\ 0 X, (A
w b .:X,O/‘sz‘ = | % :ot(f)
= 0 G 0 0 0 %3
@) a , . - -3
C::) (|D ( 'ﬂ coo (L‘((’L\S(gleké ': gé, I€Z§ ‘/‘O ?[h.ﬁ/&“] /Q}

o O C (C'(’O\

\\ | Interpretacién: Una base de V es un sub-conjunto finito de tamano minimo que a la vez permite
generar todos los vectores en V.

\\ | Corolario 4.3. Los siguientes vectores (vectores candnicos) forman una base de R™ :

1 0
0 1 0
. 0 . - .
€] = . , €2 = ) y Ep = :
: : 0
0 0 1
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