7.3. Semejanza y Diagonalizacion

La longitud euclidiana de vectores (14, 114 éotc//\/o[(dvm)
La longitud euclidiana de un vector en R”™ generaliza el teorema de Pythagoras, por ejemplo:
Pare un vector () € R? mide la hipotenusa del tridngulo

(8
) € R? mide la hipotenusa del tridngulo <§>

x
Y
xT

Para un vector ( v
4

Definicion 7.3. Longitud del vector 4 € R™ es su norma euclidiana definida por

lall, = \fu +ud + ... +ud > 0.

Interpretacion: La longitud del vector 4 es |||, .

Una propiedad importante:

Si 4 # 0, entonces se puede normalizar es decir, ¥ = ol 4 tiene longitud 1, es decir, ||9||, =
e

Justificamos.

Seq. X =(|—]” >0 C(é%'l«(;{o y poshve  pay d+0
4

e

A W[OHCej Y. o v wma

[ (om) +@MQ ot @uU)” m

S R PP TR L S Y M U S

(utly
El siguiente teorema es importantisimo en aplicaciones, probabilidad, optimizacién, ...

\ | Teorema 7.16. Si A € R"*" es una matriz real simétrica, entonces sus eigenvalores son reales
(posiblemente iguales) y R™ tiene una base de eigenvectores de A. Es decir, AV = VA donde
A =diag(A1,..., ) vy las columnas de V' son eigenvectores de A.

Ademds, VTV es una matriz diagonal y V se puede normalizar tal que V'V = I.

Demostracion. Esta prueba queda afuera de nuestro alcance. Ver Algebra lineal 2. O
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7. Valores y vectores propios y Diagonalizacién de Matrices

Ejemplo: Diagonaliza la matriz:

) o wili-

0

S5-\
(

dzg/(,4~,\1) (2-2) - Acd <§A | ML

= (2-A [(s ) —(]
- (Z~/\) -(XL - 10) Zw}

/\\,\::z /\ c ﬁ t gi_'Z(( =5

{4

S-A

I 1% - Z

[:l?ﬁhu‘(.(“w% 1 0 o o
Fa < Udl(A-1D) - WX(O 3 ,>
(5
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8. Transformaciones Lineales

Este material fue tomado del libro de los profesores Mota & Rumbo y de las notas del Prof. John

Truss.
Cuando se define una funcién entre espacios vectoriales, no solo interesa enviar vectores de un
espacio a otro, sino también nos interesa preservar estructura.

v T

Las transformaciones lineales entre espacios vectoriales se definen como sigue:

Definicion 8.1. Sean (V,+,%c5.) de dim. n & (W, 4+, *csc) de dim. m dos espacios vectoriales

sobre el campo R. Una funciéon T: V — W es una Transformacion lineal si cumple:

1. T(U+3)=T(a)+T(),

2. T(ad)=oT(@). —

Nota: de la definicién anterior se sigue que:

r') ’_ my > Z,.,[/ ,—\ k -
/(m?’ +sCZ) = T@d) +IGER) = rhd) +s ),

e e

Ejemplo 1: Sea T: R — R definida por T'(x) = 8x. Demuestre que es una transformacién lineal.

/> Seany )((Ef C-ﬂ » fw#oqc,g&

/_c><f7) = 3 (x+y) TY g x 45((7 = | 1(x) “)_(7)
el

2) St y M v xel ,@qloaow

TG4 = %% (yx) =y (8x) - @llied

2 /1
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8. Transformaciones Lineales

Ejemplo 2: Demuestre que T': R®* — R? dada por T << ;)) =

lineal.

Sea A X)El{?z oo
Xeff( y & <UZ 9ot )

14322
xro—2x3

) es una transformacién

| ou i(
T&/Jﬁ) T ;; T X +3(X7) ¥ (x+39)
. ‘ i
¥ ¥y —2y?) y(g~22)
wud £ |
ese. wed. )(+3y | o
- b/( —Z%> " /(8> ;
\ ‘j ‘ v §o &)
- a
$¢ 4 V*(b) (cacn[oao@a
s enll
‘ |
SN - X €& xeq  + 3( +E) / ><+37 + a¢3b
T(U\' fU) 7“7- Y4y = \‘b Zj_‘& u: -7 -F@“ZC;
P Ngee ~ @ c) Y -z
Z
2u ¢ S
Ng’}.

X + 2y q + 2b
+
j~2?> (b-?a

T3

Ejemplo 3: La diferenciacién nos da una transformacién lineal entre el espacio de polinomios de

grado n y n—1, con la suma y la multiplicacién por escalar (P, +,*esc) ¥ (Pa—1,+, *esc)-

NQC@(LJAM 0s 7% @( 0/7«5/45{91/ U(Q(vz-vﬁ:(ﬁ i :PU‘ -3 FM~|
oK
(‘AMV/ﬁ [Vl( (‘OHC{I/(\('OLgf A J,’% gﬂ,
c) Sean  px) 90) ¢ Pm X Cetonces
9 -
+ (P(x) t %(x)) ? ;)X/%x) € C%/( 2(x)
Cale
f /
( (9 C — ¢ . J
@A< ?w> SHE e dul
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Ejemplo 4: Compruebe que T: R? — R? dada por T((7)) = (

lineal.

Sedy

)

M:

TR +7)

=

Sea el Uell

eqtomcey

T( &)

W\ | Lema 8.1. Sea A una matriz de m x n, entonces la funcién T: R™ — R™ dada por T(

|

q] *GV1

Ml*ul

T
2rx—y
3z+4y

| D v, [§ ;
Cj) ¥ U = <u1> < H? / fM)Z'DHCﬂT

)

U

(Y,

—_—

T\/,

V) -

Uy VZ)

(ev) YU, + )

“

ZW—‘M’Z

-+

.(

Vi

) es una transformacién

ZUI I Ul

>
= T®w ot 17)
J U Y Y
Zyd, — fdoy =y 2y ~4)
Sydr + Uy e g(fqﬁ((uz)
¥, .
raf s T00)

para todo & € R™ es una transformacion lineal.

Demostracion.

Sear %9 e " | ondouces

(R 4f) = AlReq) @ AR Ay = T
’QO‘Z\Z
Sea d/em \/v ;é[(?k' , O tbuce,
Tx) = AlyZ) & y(Ax) ~ ¢ TR®)
leo.
2.3
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8. Transformaciones Lineales

Interpretacion: El lema anterior nos dice que cada matriz determina una transformacién lineal.
A continuacién veremos que la conversa a este lema también es valido. Para desarrollar la

demostracién ocuparemos la siguiente identidad:

X) I o 0
_')_ X 0 | .
)< = | = X' (4] '{‘Xj o {_ . f‘ )("\ 0
Xy o) 0 |

= P Tt & 4.7 x e,

|

N\ | Lema 8.2. i T: R® — R™ es una transformacion lineal, entonces existe una matriz A € R™*"
tal que T'(&) = AZ, donde A esta dada por

A=T@) T@) ... T@).
y se conoce como la matriz estandar debido a que {€i,...,€,} esla base estdndar de R™.
Demostracion.
] la X] . —_— \7 _7 . '__l)
| (xy = | i' = }(;(,e, + X, € +..A‘F>C1€,,,)
X,
Do/, MN*‘ I 5°|> +T( o€t .t x,,€ﬁ>
—_— _ — ' )
= T @)+ Tle) o T8
Def. .10
= T/ T —
X T(E) 46 Te) + % Teey)
SCH
o -
= X
Couo e %7““ <
W]
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