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Tarea 5 (Curvas regulares: Longitud de arco)

1. Sea I un intervalo abierto de R, 7 : I — R, t + r(¢) una funcién de clase C!, y
Z: 1 —R? t— &(t) = (r(t) cost,r(t) sent).

(a) Demuestra que si r(t) # 0 para todo t € I, entonces Z es una curva regular.

(b) ¢ La siguiente afirmacién es verdadera o falsa? “Si Z es una curva regular, entonces r(t) # 0
para todo t € I”. En caso de que sea verdadera, demuéstralo; y en caso de que sea falsa,
da un contraejemplo.

2. Calcula la longitud del segmento de curva 2| 5, donde Z(t) = (2 cosh 3¢, —2senh 3¢, 6¢).

3. Sea @ : [a,b] — R? un segmento de curva tal que @(a) # @(b). Demuestra que para todo
veS8?={aeR>: |i =1} se verifica
b b
(@(b) — &(a), ) = / (& (1), Bt < / @ ()| dt.

Verifica que, substituyendo ¢ por

Da una interpretacién geométrica de esta ultima desigualdad.

4. Sea Z(t) = (3t — t3,3t%, 3t + t*). Demuestra que & es una curva regular y calcula la longitud del
segmento de curva |y ;.
5. Sea Z(t) = (3t,3t2, 2t%).
(a) Demuestra que Z es una curva regular y calcula la longitud del segmento de curva & ’[0,1}'

(b) Demuestra que el dngulo 0 entre (1,0,1) y &'(t) es constante y determina 6.
6. Sea 7 : R — R3, ¢t~ #(t) = (3t — 3,32, 3t + 13).

(a) Demuestra que Z es una curva parametrizada, diferenciable y regular.
(b) Calcula la longitud del segmento de curva Z(t), 0 <t < 1.
(c) Demuestra que existe un vector @y € R? tal que el dngulo @ entre @y y &'(t) es constante,

y determina 6.

7. Reparametriza las siguientes curvas por la longitud de arco.
(t)
(t) = (e’ cost,e' sent,et).

(¢) Z(t) = (cosht,senht,t).
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8. Sea Z(t) = (sentcost,sen’t, cosht).

(a) Demuestra que Z es una curva regular.
(b) Calcula la longitud del segmento de curva [ ;-

(c) Da una reparametrizacién g de & tal que #, sea una curva parametrizada por la longitud
del arco.

9. Sea Z(t) = (? cos(Int), \égsen(lnt),ln \/i), donde ¢t > 0.

(a) Demuestra que T es una curva regular.
(b) Sea a > 0. Calcula la longitud del segmento de curva [ .o
(c) Da una reparametrizacién g de & tal que Z, sea una curva parametrizada por la longitud

del arco.

10. Sea # : I — R3, t ~ (t) una curva regular de clase C*, con k > 3, definida en el intervalo
abierto I CR y tg € 1.

t
(a) Demuestra que h(t) = [ |7 (u)|du, con t € I, es invertible y que
to

(@, ")
||

h/l —

(b) Sea g la funcién inversa de h. Demuestra que g es una reparametrizacién de la curva & y
que ¥ = £ o g es una curva parametrizada por la longitud del arco. Justifica la siguiente
afirmacién: “j es una curva de clase C*”.

(c) Sea s =h(t) (&t =g(s)). Demuestra que

dg (@'(t), 7" (t))

@(3) = _W Yy que
2 1, @,
) = 0= S 70

€ las ecuaciones ae rrenet-oserret, demuesira que la curvatura de y esta dada por K(S) =
d) Del i de Frenet-Serret, d t 1 tura de ¥ estd dad
|Z'() A T ()]
= 3 I t = g(s)'
|7 (1))

e) Demuestra que existen funciones A, u tales que
q 1% q

3y

ds3

(s) = AT (t) + pt)Z"(t) + =
y que

N 2 — 3 -
det(L09) ) TAO) = g T (O 70 7))

t = g(s). De las ecuaciones de Frenet-Serret, demuestra que la torsién de la curva i en los
puntos s tales que k(s) # 0 estd dada por

o) = @O ) T0)
|2 () A2 ()2




