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Tarea 7 (Curvas en el plano y en el espacio)

Curvas en el plano

1. Demuestra que si Z : I — R?, s+ #(s) es una curva parametrizada por la longitud del arco y
0(s) es el dngulo entre la tangente a la curva & en el punto s y el eje Oz, entonces la curvatura
k de la curva ¥ satisface k = 6.

2. Sea Z(t) = (r(t) cost,r(t)sent), donde r es una funcién de clase C? de un intervalo abierto I a
R. Demuestra que, si & es una curva regular, entonces la curvatura de & es

2(r")2 — rr' 4 12

R

3. Sea Z(t) = (t —sent,1 —cost), t € R.

Demuestra que # no es una curva regular.
Calcula la longitud del segmento de curva Z(t), ¢t € [0, 27].

)

)
(c) Calcula la curvatura (plana) de la curva Z.
(a)

Sea I C R un intervalo abierto, a € I y k: I — R una funcién continua. Demuestra que

Z: TRt Z(t) = (/t cosf(s)ds,/tsenf(s)d5> ,
donde
Wsel f(s)= /S/-c(t)dt

es una curva parametrizada por la longitud del arco con curvatura k.

(b) Encuentra una curva en R?, parametrizada por la longitud del arco, con curvatura

1

k:(—=1,1) > R, t— k(t) = Niperrh

Curvas en el espacio

5. Sea & : I — R3 una curva de clase C® parametrizada por la longitud del arco definida en el
intervalo abierto I C R y tal que k(s) # 0, 7(s) = 0 para todo s € I. Para todo a € R, sea Z,
la curva definida por Z,(s) = Z(s) + aea(s), s € I, donde ex(s) es el vector normal de la curva &
en el punto s.

(a) Determina para qué valores del pardmetro a la curva Z, es una curva regular.

(b) Determina, si posible, el vector tangente, el vector normal y la curvatura de la curva #, en
el punto s € I.



10.

11.

12.

(a) Demuestra que Vi, 7 € R3,
@A o) = |a|e)? - (@, 7).

(b) Sea #: I — R3 una curva regular de clase C? y v(t) = |#’(t)|. Demuestra que la curvatura
k de la curva & satisface

<a_:'”, f//> _ (V/)Z

2

(Sugerencia: Usa el resultado del inciso (a).)

. Sean I un intervalo abierto y €: I — R3 una funcién de clase C! tal que V¢ € I, |e(t)| = |€'(t)] =1

y tg € I. Demuestra que la curva & definida por

Z(t) = /tt é(u)du, tel

0

tiene curvatura constante igual a 1.

. Sea Z : I — R3 una curva 2-regular parametrizada por la longitud del arco y (e1, ez, e3) el triedro

de Frenet de . Demuestra que existe una funcién @ : I — R3 tal que €] = @ A e, € = 0 A ez,
eh =W A es. (W se llama campo vectorial de Darbouz).

Sea Z : I — R3, s + Z(s) una curva 2-regular de clase C* parametrizada por la longitud del
) g P b g
arco. Demuestra que
(a) Si #” + k%%’ = 0, entonces la traza de Z es una circunferencia.
(b) Si #"" =0, entonces la curvatura y la torsién de & son constantes.

(c) Sila traza de Z pertenence a un plano, entonces

3 "
. R™ — R, . =
"4+ ' 4+ 3k’ = 0.
K

Sean 1, =2 funciones reales de clase C® de un intervalo abierto I de R y
Tl =Rt &(t) = (21(t), 22(1),0), F:1 =Rt §(t) = (z1(2), 22(t)).

Demuestra que, si £ es una curva 2-regular, entonces la curvatura de Z es igual al valor absoluto
de la curvatura de ¢/, es decir, a pesar del signo, las dos curvas tienen la misma curvatura.

Sea i : I — R3 una curva 2-regular parametrizada por la longitud del arco y con torsién positiva
y sean sg € I y i/ la curva definida por

donde (e1, e2,e3) es el triedro de Frenet de la curva #. Demuestra que el triedro de Frenet de
la curva ¢ es (es, —e2, e1), y que la curvatura y la torsién de la curva i son, respectivamente, la
torsion y la curvatura de la curva Z.

Sean k, T la curvatura y la torsién de la curva 2-regular T y sea (ey, ez, e3) el triedro de Frenet
de la curva Z. Demuestra que

_{er,e3)
|22

KT =



13. Sea # : R — R3 una curva 2-regular tal que:
1

e 7 es parametrizada por la longitud del arco y #(0) = —3(1, 1,0).

e El campo vectorial binormal de ¥ esta dado por

1
B(t) = —= (sent — cost,sent + cost, 2).

V6
e La torsién 7 de Z es siempre negativa, es decir, 7(¢) < 0 para todo ¢t € R.

Determina:

14. Sea Z: R — R? una curva 2-regular tal que:

V2
2

e la torsién 7 de & es una funcién positiva, es decir, 7(t) > 0 para todo t € R,

e ¥ es parametrizada por la longitud del arco y #(0) = (1,0,0),

e el campo vectorial binormal de & (en todo el punto ¢ € R) estd dado por
2
B(t) = \2[ (sent,—cost,1).

Determina:

(a) La torsién y el vector normal de Z.
(b) La curvatura de & y el vector tangente de Z.

(c) La expresién analitica de Z y su traza.

3 3
15. Sea Z(t) = <\2[ coslnt, \2[ senlnt,In ﬁ), donde t > 0.

(a) Demuestra que Z es una curva regular.
(b) Sea a > 0. Calcula la longitud del segmento de la curva t — #(t), donde ¢ € [1,e?].

(¢) Determina una reparametrizaciéon g de & tal que ¥ o g es una curva parametrizada por la
longitud del arco.

(d) Determina la curvatura y la torsién de & en el punto ¢t = 1.

16. Sea ¥ : I — R3, s — &(s) una funcién de clase C! definida en el intervalo abierto I C R y tal
que |Z(s)| = |#'(s)| = 1 para todo s € I. Sean sy € I y ¢ la curva definida por

y(s) = / S Z(u)du, s€ I

0
(a) Demuestra que {Z, 7,7 A @'} es el triedro de Frenet de la curva ¢ y que la curvatura de g
es igual a 1.

(b) Demuestra que la curvatura de la curva @ es igual a /1 + 72, donde 7 es la torsién de la
curva 4.



17. Sea #: I C R — R3 una curva regular de clase C° parametrizada por la longitud del arco y tal
que Vt € I, k(t)7(t) # 0, donde k y 7 son, respectivamente, la curvatura y la torsién de Z. Sea
(e1,e2,e3) el triedro de Frenet de #. Demuestra las siguientes igualdades:

(a) det(e} e ef') = w3 (k' — K'T).
(b) det(eh ef ef') = 3(x'T — kT').

18. Sea 7 : I C R — R3 una curva 2-regular de clase C* parametrizada por la longitud del arco y
tal que Vt € I, k(t)7(t) # 0, donde k y T son, respectivamente, la curvatura y la torsién de Z.
Sea (e1, ea,e3) el triedro de Frenet de #. Demuestra las siguientes igualdades:

a) det(es e €)= kr'.
1 €2

b) det(e; €, e%) =77'.
2 €3

19. Sea Z una curva de clase C* en R? parametrizada por la longitud del arco y de curvatura s # 0
y torsién 7. Sean R, T la curvatura y torsién de la curva ¢ = #. Demuestra que

Y A R .

" s (1))

20. Sea 7 : (—g, g) R3, ¢t — #(t) una curva de clase C'' parametrizada por la longitud del arco
tal que |Z(t)| = 1 y de curvatura (t) > 1, para todo ¢ € (—g, g) Sean ty € <_%’ g) y ¥ la

curva definida por
y(t) = asec(t + t9)Z(t),

donde a > 0 es una constante. Demuestra que

1
R = —cos>(t +tg)VrZ — 1,
a

donde % es la curvatura de la curva ¥/.



