TAREA 2

Prepara 5 de los siguientes ejercicios para entregar.

1. (a) Considera movimientos planares bajo la ley de Hooke: § = —¢, con ¢ € C y pon v := ¢ € C.

Deja que uy := q + iv,us := g + 0. Mostrar que la proporcién u;/us € C (cuando uy # 0) queda
costante sobre orbitas.

(b) Una linea compleja en C? es un subespacio de la forma: {A(u1,uz2) : A € C} con (u1,usz) € C?\(0,0).
Decimos que la linea compleja es generada por (ui,us2). La linea proyectiva compleja, CP", es el
conjunto de lineas complejas en C2. Para (u;,uz) € C?\(0,0) escribimos (u; : uz) € CP? para la linea
compleja generada por (ug, usz).

Dado ! € CP', mostrar que el conjunto de (uy,us) € C? con |ug [>4|uz|? = 1y (u; : ug) = I es un circulo.

(c) El mapa h : C%\(0,0) — CP!, (u1,u2) = (uy : us) es llamado el mapa de Hopf.!

Definimos dos mapas, a : CP*\1pt. — C, (uy : ug) + ui/us y s : C — S*\1pt., z (‘Z‘%\ﬁ, Izlz%) la

proyeccion estereografica.
Verificar que la composicién de estos mapas, s o a, se extiende a un mapa f : CP' — S2.

Da una férmula explicita para el mapa H = f o h: C2 — S2.

2. Considera movimientos planares bajo una fuerza central: § = —m‘%ﬁ, g € C donde o« > 0. ;Para
cudles valores de la energia seria posible tener movimientos acotados?

3. Considera el cono C := {z? = 22 + y?} C R3. Dado un plano 7 = {az + by + cz = d}, la curva de
interseccién w N C es llamada una cénica en 7. Llamamos a una cénica cerrada una elipse.

(a) Mostrar que existen dos puntos f1, fa € =, llamados los focos de la elipse, t.q. la elipse sea el
conjunto de puntos p € m que satisfacen dist(p, f1) + dist(p, f2) = cst. (sugerencia: usa o busca el
método de esferas de Dandelin).

(b) Deja que f1 sea un origen para un sistema de coordenadas Cartesianas (X,Y’) para el plano 7.
Mostrar que la ecuacién de la elipse en estas coordenadas tiene la forma: R = aX + bY + ¢, donde
R=vVX?2+Y2

(¢) También llamamos al conjunto de puntos definidos por un ecuacién de la forma R = aX + bY + ¢
una cénica (con foco en el origen). Deja que f sea un punto fijado y £ una linea fijada en el plano.
Mostrar que el conjunto de puntos en el plano con dist(p, f)/dist(p,£) = cst. es una cénica con foco
en f.

(d) Mostrar que la proyeccién ortogonal a el plano zy de una elipse C N7 es una elipse en el plano zy
con foco en el origen.

4. Considera un 6rbita, ¢(t), del problema de Kepler, § = —¢q/|q|?, contenido en el plano zy, el cual es
{z =0} C R? y deja que C := {2? = 2% + y?} C R>.
Deja que Q(t) sea el levantamiento ortogonal (ver figuras) de ¢(t) a C. Mostrar que existe una constante
kt.q. X(t) == Q(t) — (0,0, k) satisface: )
X =-X/lqf.

Deducir que X (t) queda en algin plano fijo, y que por lo tanto Q(t) se mueve a lo largo de la intersecién
de C con algin plano. (con problema 3(d), has demostrado la primera ley de Kepler).

LComentario: si restriges h a S2 = {|u1|% + |uz2|? = 1} C C2, y haces una proyeccién estereogrifica: S3\1pt. a R3, es posible
hacer dibujos de varios niveles de h en R3. Por ejemplo, las pre-imagenes por H de latitudes de S? son tori en R3, mientras que
las pre-imagenes de puntos en esta latitud son circulos contenidos en este toro, todos los cuales estan vinculados. Si uno tiene
talento con graficos de computadora, es posible hacer unos dibujos bonitos (o simplamente busqua en internet la ’fibracién de
Hopt).



5. ! (a) Considera una curva c(s) contenida en la esfera unitaria, S?, es decir que |c¢(s)| = 1 para todo s.
Suponer que la curva sea parametrizada por longitud, es decir que se mueva con velocidad unitaria:
|/ (s)] = 1. Pon n(s) := ¢(s) x ¢(s). Mostrar que

c(s) = —c(s) + k(s)n(s),
donde k(s) € R. Llamamos a k la curvatura geodesica con signo de la curva (porque |k| = Kesf), ver

las figuras para una interpretacién geometrica de k.

(b) Cuando observamos un objeto astronémico de la tierra —por ejemplo un cometa— podemos medir la
linea de visién de nosotros hacia el objeto. En las notaciones de la figura, podemos medir ¢ := g € 52
donde C := |C].

_ ds

Considera la parametrizacién por longitud, c(s), de la curva ¢, y pon v := |é(t)| = §7 = 8. Mostrar que

5~n= Chkv?,

dc

donde n =cx ¢ =cx .

(c) Deja que 7 = ES sea el vector de posicién de la tierra desde el sol y R el vector de posicién del
objeto desde el sol, para que: 7"+ C' = R. Assumiendo que 7, I son soluciones a la ecuacién de Kepler:

> [ > R .
7= —.3, R = — 45 mostrar que: X ,

6. (a) Considera una distribucién continua de masa sobre la superficie de una esfera con densidad con-
stante. Mostrar que un punto adentro de la esfera no tiene ninguna fuerza debido a la esfera actuando
sobre el.

(b) Considera una distribucién continua de masa sobre una bola sélida con densidad constante. Mostrar
que un punto adentro de la bola esta sometido a una fuerza proporcional a su distancia del centro de
la bola y dirigida hacia el centro de la bola. 2

7. Considera el movimiento libre de una particula restringida a una superficie de revolucién (ver figuras).
Mostrar que el componente del momento angular a lo largo del eje de revolucién es constante sobre el
movimiento. ;Todavia es una costante de movimiento cuando hay una fuerza gravitacional paralela al
eje?

8. 3 Considera el ’péndulo de Hyugens’: pegamos una cuerda a la ’cusp’ de una curva cicloide tal que un
peso en el otro extremo de la cuerda se mueva a lo largo de la evolvente de la cicloide. Deja que s sea
la longitud sobre este evolvente con s = 0 en el punto mas bajo. Mostrar que § = —ks para algtina
constante k.

9. Considera el sistema: & = U’(x) con = € R. Supén que este sistema admite érbitas periddicas (es decir
soluciones que trazan curvas cerradas en el plano (z,)) para algin intervalo de valores de la energfa.

Deja que A(FE) sea el area en el plano (z, &) encerrada por tal érbita periddica de energia E y deja que
T(E) sea el periodo de esta érbita. Mostrar que 94 =T

Lcomentario: si pones igual las resultas de partes (b) y (c) de este problema y interpretalos geometricamente, uno obtiene

la 'teorema de Lambert sobre senderos aparentes’ (ver figuras). La egalidad de partes (b) y (c) también da un método para
determinar drbitas de objetos: asumiendo que sabemos 7(t), (b) y (c¢) combinen a dar una relacién f(R,C) = 0. Usando la
relacién adicional g(R, C) = 0 desde R2 = r2 + 27 C + C2, uno puede determinar C(t) que junto con ¢(t) determina la 6rbita,
ﬁ(t) del objeto (sin embargo, hay otros metodos mas eficientes para determinar érbitas debido a Laplace y Gauss).

2En particular, si hubiera un ttnel a través la bola, un objeto soltado en este tinel oscilarfa de un lado a otra como el
movimiento de los resortes.

3Este problema muestra que el péndulo de Hyugens tiene un periodo de oscilacién independiente de las condiciones inciales
—es un buen péndulo para relojes. También, esta curva evolvente —que es otra cicloide de la tarea 1— es una curva ’tautochrone’:
si sueltas el peso desde cualquier posicion en la curva este llegara al fondo en el mismo intervalo de tiempo.



10. Considera dos masas puntuales, m, M, situadas en una linea con distancias x, y a una pared de reflecién
(ver figura). Pon u = &,v = . Suponemos que las colisiones entre las masas son prefectamente
elasticas:
cuando hay colisién con la pared, z = 0, reemplazamos v — —u,
cuando hay colisién entre las masas, © = y, reemplazamos v — @, v — v t.q. preservemos el momento
lineal mu + Mv = m@ + M7 y la energfa cinética: mu? + Mv? = ma? + M2,

(a) Pon X := y/mz,Y :=vVMyy U := X,V :=Y. Mostrar que, para preservar su orden en la linea,
las posiciones X, Y deben estar en el sector: Y > 4/ %X > 0 del plano (X,Y). Aqui X = 0 representa
una colisién con la pared y Y = 4/ %X representa una colisién de las masas.

(b) Pon ¥ := (U,V). Mostrar que cuando chocamos con la pared, reemplazamos ¢’ con su reflexién

sobre la linea X = 0. Mostrar que cuando las masas chocan la una con la otra, reemplazamos ¥ son su
reflexién sobre la linea Y = 4/ %X.

(c) ! Entre colisiones, el movimiento de las masas es lineal: (X,Y) + t7. En lugar de reflegar la
velocidad sobre la frontera del sector, puedes reflegar el sector sobre la frontera (ver figura) y dejar que
el movimiento continde linealmente. Si la velocidad inicial es ¥ = (0, V'), contar el ndmero de colisiones
en términos de o = arctan /7.

1En el caso especial: M = 102N m, una tendrd tana = 10~V que es pequefio cuando N > 0. Reemplazar tana = a,
causard que el nimero de choques en este caso sea: LlON m | =los primeros N digitos de 7. El reemplazamiento de tan o con o
se puede justificar (ver el articulo de Galperin).
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en observando un ojeto astronomica,
N
podemos medir el vector unitario a lo largo de C

cuando k(s) >0 (rojo) la curva se dobla curve hacia n(s)
cuando k(s) <0 (azul) la curva se dobla fuera de n(s)

r>R r<R

Teorema de Lambert sobre el sendero apparente de un ojeto. En la 'esfera de lineas de vision desde la tierra’
# cuando el sendero del ojeto se dobla hacia el sol, el ojeto es mas cerca al sol que la tierra ,

# cuando el sendero del ojeto se dobla fuera del sol, el ojeto es mas lejos al sol que la tierra.
X M
- #10 % P
rodeando una curva en espacio Fx—
pared y—

alrededor un eje genera un
superficie de revolucion.
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X X

lado izquierda, reflejamos la velocidad sobre la fr'omem|
Created witl

lado derecha, reflejamos el sector sobre la fronter.

eje de rotacion



