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Introduccidn

Estas notas fueron escritas para servir de base al curso de To

pologia Diferencial en el Primer Cologuio de Matemdticas del

CINVESTAV del 5 al 25 de agosto de 1979,

gicos llamados Variedades que introducimos en 1a seccidén 2. Lo
mas sobresaliente de estas Variedades es que se puede dar sentido
a la nocidn de diferenciabilidag de funciones entre ellas, como se
hace en el cdlculo de varias variables.

En el origen de lag variedades estd el Teorema de la Funcidn
Inversa o sy equivalente, el Teoréma del Rango que presentamos en
la secéién : 1

En las secciones 3 Y 4 preparamos el terreno para desarrollar
la Teoria de Intersecciones. Primero, en 1la seccidn 3 definimos
1la Transversalidag entre dos subvariedades de una variedad y estu
diamos el Teorema de Transversalidad de Thom. Luego, en la seccidn

4 clasificamos las variedades de dimensidn uno, 1lo Que plantea la

¢onstruccicnes muy patticulares y muy al estilo de 1la topologia

1lgebraica, para resolver problemas de diversa indole como los qua



B R

B

presentamos en las secciones 5 y 7.

En la seccién 6 resolvemos un problema técnico de gran impor-
tancia, para distinguir una clase de Variedades llamadas Orienta-
bles. Restringirnos a esta clase de variedades nos permite.en la
seccidn 7 refinar las ideas sobre Intersecciones de la seccién 5
y obtener nuevos resultados.

Aprovechamos las dltimas lineas de la introduccidn para agradg

cer a Laura Torres Barrera su trabajo matematicotaquimecanografico.

Samuel Gitler

Enrique Antoniano

México, D.F., 15 de julio de 19



1. Transformaciones diferenciables de Rn —_— Rm.

il A i A s B st gt ekl

La diferencial de una funcidn.

3 Empecemos por el caso mis sencillo, el de la diferencial de

' una funcidén de una variable, con valores reales

f: R—> R
Que la funcidén f sea derivable e€n cero significa que existe

el limite

£(0) = 1in £(x) -£(0)
x—>0 X

El nimero f£'(0) es la pendiente de la recta tangente a 1la

grafica de f en el punto (0,£(0)).

4 afia de F

rYy
<eda *Mﬁe,ude em (o,
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La recta tangente es la grdfica de una funcidn lineal afin

L NS S,

L: R—> R

dada por la férmula L(x) =£'(0).x + £(0).

- A T

Esta funcién lineal se 1llama la diferencial de f en cero y es

-

la transformacidn lineal afin que mejor aproxima a la funcidn £
cerca del cero.

Mas precisamente:

lim f(x) -L(x) = lim f£(x) - £'(0). x = 0
X —>0 x X —»> 0 X






La diferencia entre la funcidn f£(x) y su diferencial L(x)
es "mucho mas pequefia"” que el valor de la variable X en una ve-
cindad del cero. De hecho para cualquier constante positiva €,
por pequefila que esta sea, se satisface la desigualdad

[£(x) - L(x)]|< e |x|
para toda x en alguna vecindad del cero.

Veamos ahora que sucede con una funcidén de dos variables:

f:Rz———->R.

- - - - 3
Su grafica es una superficie en R7:

Xy

Diremos que f es diferenciable en el origen (0,0), si existe

una transformacidén lineal afin

2
L:R -—>R

X

= + = ’
L(xl,xz) a1x14-a2x2 £(0,0) (a1 az)(xl)+ £(0,0) , tal que
2

Jid f(xl.le-L(xl.xz)

(xl,xz) —> (0,0)

|(xl.x2)[



En este caso, L se llama la diferencial de f en (0,0). La

grifica de L es el plano Tangente a la superficie z==f(xl,x2),

que es la grafica de f£.

e Plﬂ.uo \’msm'!rf-

E " ‘\aﬂ'&m de ¥

Xy

X,

Tomando el limite anterior por el eje x;, esto es, haciendo

tender (x 'XZ) a (0,0) por puntos de la forma (xl,O), tene

1
mos
£l ,0) ~Tu{s, 40 £(x. ;0) = £(0,0
0= lim (xl ) (xl ) - lim (xl : ( . - a. = é£—(O 0) -a
xl——-> 0 xl xl—-—> 0 Xy i Bxl .
B 3 . of
asi, a,= — (0,0); analogamente a =—(0,0) y por lo tanto
1 axl 2 E)xz

[, tiene la siguiente expresion:

L(xl,xz) = (if— (0,0) , 8t (o,os(xl) + £(0,0)

ax ax
1
2 x2

= EE-{O,O) + X

of
x -— (0,0) + £(0,0).
L Dxl

2 x
2

- of ;
El nimero — (0,0) es la pendiente de la recta tangente a la

O)Cl

la curva que se obtilene al intersectar la superficie z==f{xl,x2)




con el plano *y - %2+, como se ve en la figura:

Andlogamente,

El significado geométrico de diferenciabilidad de una funcidn

s que su grafica, que es una superficie, tenga un plano tan-
gente en cada punto. Ahora veamos como continuar en dimensiones
mayores.,

m

Sea f: Rn-——> B f==(fl,...,fm). Decimos que f es diferen

ciable en el origen (0,...0), si 2 una transformacidén lineal af;



L: R —>R" tal que:
€ f(xl,.-.,xn) —L(Xi.-.-,xn) -
(x 2 eeepX "—'->(0 O) - 0
1 > n A I(xlvo--'xn)l

Como en el caso de dos variables, haciendo tender x==(x1...,x )
, n
a 0=(0,...,0) por puntos de la forma (01,...,xi,...,0) obte

nemos la siguiente expresidn para L:

of of

"‘—"_1'- (0) - ® @ '_1" x
- B (0) 1
1 n ¥
L(xl,...xn)= = ° + £(0,+4:0)
afm afm .
'é;; (0) ... 3 (0) n
n

La grafica de L en R"xR" es el espacio tangente a la grd

fica de £ sobre el origen.

hoo R n m ; " A :
Definicién: Sea f:R —>R , diremos que es diferenciable si

(1) es diferenciable en cada punto de su dominio

Jf.

(2) la matriz Df = S-i (x) varia continuamente con X.
X A
J

El Teorema de la funcidn inversa.

. - . n n - . . -
Una transformacién lineal de R —> R es invertible si y sO

lo sf su determinante es #0. Esto nos da un criterio muy senci
1lo de invertibilidad. Invertir una matriz es una operacidn con
la cual es posible resolver un sistema de ecuaciones lineales con

igual numero de incognitas que de ecuaciones. Si queremos resol-

ver sistemas con ecuaciones no lineales ¢podremos dar un criterio



como el de arriba?.

El teorema de la funcidn inversa nos da ese criterio:

Teoregg: Sea f:R —> R diferenciable v xo ERn tal que

de Xq ésta tambidn sera invertible.
Como hicimos antes, analicemos primero el caso de una funcidn

de una sola variable, con valores reales

ke vecta ¢ ente
pv«&b:xﬁ-iy@)#o

K Sﬂi?\'ccg df_ c

En este caso el determinante de la diferencial es simplemente
el valor de la derivada £'(0), que es 1a pendiente de la recta
tangente.

Si la derivada es distinta de Ceéro, entonces la recta tangente

no _es horizontal Y por lo tanto, cada Tecta horizontal la corta

€n un solo punto. Esta Propiedad, que es 1la condicidn para que
una funcidn se pueda invertir, se hereda a la curva y=f(x) por

estar tan cercana a 1la Tecta tangente cerca de (xo,f(xo)).



v

Los vectan bovizesshalen co\"mu

a la curva Y a sv vecta *m%tw:’tv.

e sol\o ?mﬁo.

Como f'(xo) # 0, entonces f£'(x) # 0 en una vecindad de Xy e
Ahi ]f'(x)l alcanza un minimo m y por el teorema del valor me
dio tenemos:

[£(x) -£(y) | = [£(O(x-y)|> m |x-y) #0
asi, f£(x) =£(y)==>0=|f(x) - f(y)l2 m|x-y]=x=y y por lo
tanto £ es inyectiva en esa vecindad de Xq°

Analizar geométricamente este resultado en dimensiones mayores
es un ejercicio para el desarrollo de la intuicidn que puede ini-
ciarse con el analisis de ejemplos concretos de funciones como:

f(x,y) = (e* cosy, e.)c seny)

£f(x,y) = (x + :lr2 .x2 - yz)

Antes de pasar a la demostracidn del teorema de la funcién in-
versa, conviene recordar el significado de la norma de una trans-
formacidén lineal L :R —>R

L] = sup Lx)] = sup |n(x)]
x €RN |x] |x] =1

Es muy ficil verificar que |L(x)|< [n] |x]|




Demostracidn del Teorema de 1la funcidén inversa.

Daremos la demostracidn para el caso en que Xy = f(xo):= 0

Dfx L O la matriz identidad con unos en la diagonal y ceros
0
fuera de ella. E1 resultado general del enunciado del teorema s

obtiene componiendo con dos translaciones Yy con la transformacid:

. -1 . ,
lineal [D:Ex ] que es invertible y para las cuales el teore-
0
ma es evidentemente cierto.

Sea g(x) = f£(x) - x, entonces g(0) = 0 vy Dg0 = 0, es

la matriz cero.

Como ngOI = 0, por continuidad sabemos que hay una bola de
radio R y centro en Xge BR(xO), tal que:

p G
ngx' = Yxe¢ BR(xO)

.&f Bg (J(q

Ahora bien, para cada par X,Y EBR(xO) podemos escribir:

g(x) - g(y) = Dgx (x = y) + hix,y)

Y tenemos que:

h(x,y) S : -
Y POr consigulente si R es suficien-

a) lim
y-*>xlx-Y|

te pequeiio
' 1
Ihix,y) < = |x-vy]

b) |g(x) - g(y)| < [pg(x) | |x-y| + |n(x,y) |

1 1 _Lm
CTIX—YI + Tlx'Yl" 2 lx Yl



0

pero entonces:
|£(x) - £(y) | = |g(x) - a(y) - (x -y) |
1 $ 1
> Ix-y] - lotx) —at |2 Ix-yl- 5 Ix-yl= 5 Ix-vl
y por lo tanto f es inyectiva en BR(xO).
Ahora veremos que f(BR{xO)) cubre a la vecindad de radio R/2

Para cada y € B {f(xo)) consideremos la siguiente sucesion:

R/2
){0=0
Xy = ¥

Esta sucesidn esta en BR(xD) y converge a una preimagen de Y-
tsto se sigue facilmente de que:
X, = K = < R72
o, — Bl fyl =

,~
| == 1< labe, ) - glx )1 < R/2
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Asi pues f tiene una inversa
£ BR/z(f(xo) -————-—BR(xO)
Esta construccidn de 1a sucesidn X,* Se puede llevar a nivel

de funciones simplemente definiendo

9, : BR/z(f(xo))-——-BR(xOJ como:
9o(¥) =0
g9, (¥) =y - a(g, _,(¥))

de esta manera resulta inmediato que

a) 9, €S diferenciable en BR/Z(f(xO))

-1 .
b) 9, converge a f uniformemente en BR/2(f(x0))
\ .
c) 9, converge uniformemente en BR/z(f(xo))
y de esto dltimo Y el siguiente ejercicio, resulta que f--1 es

diferenciable.

Ejercicio: Sea 9, U4na sucesidn de funciones diferenciables que
converge uniformemente a Jd. Supdngase también que la sucesidn
de derivadas gé converge uniformemente a G. Entonces g es
diferenciable y su derivada g' eg igual a G,

Mds aun, utilizando 1a regla de la cadena es ficil ver que sien

do f diferenciable, Necesariamente se tiene:

w] -1
Df = [Df, -1 ]
Yo (£ (yo))

lo que en pocas palabras puede quedar como “la diferencial de 1la

inversa es 1la inversa de 1la diferencial".
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c) E1 Teorema del Rango.

El Teorema de la funcién inversa es un resultado que habla del

comportamiento local de una funcidn. Nos dice lo que pasa en una

vecindad de un punto. Mds tarde estaremos interesados en estudiar

algunos aspectos del ccmrortamiento aglobal de las fuuziones dife-

renciables y es con esa finalidad que estudiaremos una generaliza-
cidn de este teorema conocida como el Teorema del Rango.

En lo sucesivo, BR(O) denotard la bola de radio R y centro
en el origen de R", cualquiera que sea la n vy V(xo) denotara
alguna vecindad abierta de x..

0

Por un difecomorfismo, se entender3a una funcidn diferenciable,

invertible y con inversa diferenciable.

Antes de enunciar el Teorema del Rango, recordemos que el ran-
go de una transformacion lineal es la dimensidn de su imagen (que
ec menor que la dimensidn del dominio v que la del contradominio

de 1la misma) .

Teorema del Rango: Sea f :Rn--> R"l.una funcidn diferencia-

ble vy supdngase que la transformacion lineal Df tiene rango
X

p para toda x en alguna vecindad de xo.

Entonces existen difeomorfismos:

u :V(xo) BR(OJ

v :V(f(xo))—ﬂ—BR(O)

. s e -1 . 2 .
tales que la composicion vofou es la proyeccion en las prime-

ras p-coordenadas, como se ilustra en el siguiente diagrama:
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g F
1 V(%)

'}

)%

v

e

\l(c(m
\

T DU — = R X

Como veremos mas adelante cuando estudiemos los espacios llama
dos variedades diferenciables, este teorema dice que la imagen de
una funcidén diferenciable cuya diferencial tiene rango p es una
variedad de dimensidn p.

De este teorema se derivan directamente el teorema de la fun-
cidn inversa que estudiamos antes y el teorema de la funcidn impl
cita que puede consultarse en cualquier texto de cdalculo. Este
enunciado del teorema del rango es el mds conveniente para nues-

tros poropdsitos y haremos bastante uso de €l en lo siguiente.

Demostracion del teorema del rango.

Supongamos que X, = 0 € rR?, f(xo) =0 €ER" y que Dfx tiene

rango p ¥ x € V(0). Ahora bien, matricialmente



ne

idrada de tamano
ialquier submatriz cuadrada de tamano mayor que
nante cero.
‘nio como en el contradominio,
siumnas de la matriz, se puede llevar el bloque

.inte no nulo a la esquina superior izquierda. De

tenga range p,

PXP

)5 suponer que

yea

adetg

afl

3
Ty

of
sipd
X
1
.rminante no nul
. n
u:VvV(0) €R —=R

wlx . gaser®
1

e T

con cdeterminante

of
P

-

ax

& = 1-\

distinto de

PpaEp

P XPp

este

significa simplemente que hay una submatriz

cero y
tiene

Haciendo una permutacidn de indices tanto en el do-

es decir permutando renglones y

de determi-

modo pode-
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Entonces

afl df
axl axp 7

- . L]
of of
—P ]
axl * T T 3dx

Du =
X
O |°
-

tiene determinante no nulo Y x € V(0) vy por el teorema de la fun-
eidn inversa u es invertible en una vecindad de cero.

Sea

-1 )
u :BR(O) < Rn-—v-Rn la inversa de u.

Si consideramos que

(yl. ...'yn) = u(xl, ...,Xn) = (fl(}{) . ...,fp(x) ,Xp+l, ...,xn) »

-~ ""1 . . »
es facil ver que fqu : BR(O) Cc Rn-—q-Rm tiene la siguiente
expresidn:

-1
£ou  (yyseemay) =y oeenny o9y (W) e e (y)) Vi) ey ) €8

pt+l

; : -1
Asi, la diferencial de f,u se ve como:

1 O
"1
D(Eoul) = AP 39
2 p+l p+l
? aYP*]- 3y
. aq& ain
aY‘p-l*l. ayn



1S

v puesto que el rango de esta matriz debe ser p se sigue que:

L) F1 o b1

Lo} T . o @ 0
YP+1 ayn 0 s
a¢m . . . a:pm 0 = = - 0
oyp+l oy,

Asi, todas esas derivadas parciales son cero, lo que significa que

las funciones ¢%+l....,q; no dependen de las variables Yp+l';"'yn'

Entonces podemos definir

v:V(0) < Rm-——--Rm dada por:

..o,Km)=(X ;-..,X

( ,...,}Cp,x l P,Xp_‘_l"Qp_*_l(xl,-..,xp),-..,)Cm—ﬁm(}(l,-..xp).)}-.:

1 p+l

La diferencial de v es

que tiene determinante no nulo y nuevamente por el teorema de la fun

cidn inversa v es un difeomorfismo. No es dificil ahora verifi-
car la afirmacidn del teorema.

Para terminar con este capituloc, solamente enunciaremos el Teo-
rema de Sard que nos provee de la herramienta técnica necesaria para

demostrar el Teorema de transversalidad de Thom mas adelante.
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Teorema de Sard: Sea f :&n-———Rm

una funcion diferenciable

(infinitamente diferenciable) sea

n . .
C={x €R | Dfx no es de rango mdximo)

m ” : A .
Entonces f£(C) € R tiene interior vacio y por lo tanto su com-

E}emento denso.

C se llama al conjunto de puntos criticos de .

Una bonita demostracidn de este teorema puede encontrarse en
(0. Milnor, Topology from the differentiable view point, The Univ.

press of Virginia, 1965].
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2. Variedaces.

Sistemas de Coocrdenadas.

Pienso que todos cenocemos de alguna manera el concepto de su
perficie. Por ejemplo, reconocemos la esfera y la dona o toro

de la figura de abajo:

Estas superficies estan aqui pintadas en el plano, pero mejor
aun, podemos imaginarlas en nuestras manos. De esta manera dire
mos que las superficies estan encajadas en R .

Lo que haremos ahora, cer3 formalizar el concepto de superfi-

o . 3 3 g .
cie encajada en R 3% generalizarlo hasta el de variedad encaja

N ; .
da en R . En lo suceslvo conviene pensar en que N

es un nume

ro grande.

Definicidén: Un subespacio V &R es una gatixdgﬁ_ﬁifipgncig—

k}gwﬂg_ﬁigggiiég__g, o simplemente una variedad, sl para cada

. _ N s 5 ;
ounto xOCV hay una vecindad V(xO)L-R y un Gifeomorfismo

Q: v(xo)._._*.Bl{o) = {x QRN][x| < 1}

tal que:
1) C?{xo) =0

-1
2) =9 [(u.o..-..o) € B, (0)] :
Lnétese que son o las
coordenadas que guedan
libres
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Al difeomorfismo ¢ le llamamos un sistema de coordenadas en

€
Xq A

La condicidn ¢(x0) = 0 es superflua porque si ¢(KOJ‘# 0,
siempre por una translacidn Y una aplificacidn, que son difeomor

fismos, se puede llevar una bola con centro en m(xo) sobre

81(0) enviando @(xo) en cero.

El espacio Tancente a una variedad.

En el caso de una superficie podemos asignarle a cada punto un

plano tangente



El objeto de pedir en la definicidn de variedad que ¢ sea un
difeomorfismo es para poder asignarle a cada punto de la variedad
un espacio tangente, aprovechando directamente el hecho de que

D es una transformacidn lineal afin invertible.

El espacio tangente a la variedad V en el punto xo, deno-

tado por TVx » <queda definido por:
0

= N
Tvx D cpo [(xl:---sxnrol---to) €'R ]

El sistema de coordenadas @ endereza localmente a la varie-

/
dad y. La endereza puesto que su imagen bajo. ¢ consiste pre-
cisamente de los puntos que tienen las ultimas N -n coordenadas

igual a cero. Ahi en la imagen de ¢, donde Vy esta plano, es

muy natural hablar del espacio tangente como del mismo plano de
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la variedad, para después empujar este plano con la transforma-

; 3 =i : :
cidén lineal D ® 0 como se ilustra en la figura anterior.
Obsérvese que el espacio tangente TV es un subespacio afin

X
N 0
de R de dimension n, anclado en X

Ejercicio: En la definicidén de TV interviene una carta coor-
x
0

denada. ¢Por qué esta definicidn no depende de la carta coordena

da que se tome?

Ejemplos de Variedades:

1. Curvas en el plano o en el espacio

D

v

2. Superficies en el espacio

7




n+l .
es una variedad de

3. La esfera M o {x ERMII lxl =1} SR
dimensidn n.

El siguiente es un sistema de coordenadas en el polo norte

P.N. = (0,...,0,1)

/r e V(TN

> /f//rfa???z »

‘g(x"r"lx“\ = (‘K"l ooy Komey, 1= (2 e )!-:‘))
.n

4. E1 espacio Proyectivo P .

Considérese la funcidén f descrita en el diagrama:

f
! }
n+
gL A _ gl pntl m g2n+ 1
en donde A es la diagonal A(x) = (x!x) y m es la multiplica

cidén polinomial dada por:
m(xo...-.xn.yo

" i b . g
con z igual al coeficiente de t en el polinomio

i

r--'nyn) ™ (ZO"“'z2n)

n ' n
e W W sk S
(x0+x1t+ x t ) lyg#y,t Y. )

R !

La funcidén £ es diferenciable y tiene las siguientes propie

dades:

o Bl s RN el ¥

Kbt
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2) Df tiene rango n+1l, si x#0
X
Todo esto se verifica rapidamente para n=1 puesto que en ese
caso:

2 2
f(xo,xl) = (x0,2xoxl.xl) Y

2xo 0
Dfx e 2x1 2x0
0 2xl

e igualmente facil es verificarlo para otros valores de n.
; 7 1 5 i n .
Como espacio Topoldgico, el espaclo proyectivo P se obtie-
; — n .
ne al identificar cada punto de la esfera § con su antipoda

(x ~ -x). Ya que £(x) = £(y) x =+ Yy, el espacio proyecti-

vo resulta ser homeomorfo a la imagen bajo f de la esfera Sn.

Asi tenemos:

n 2n+ 1

P = £(s™ cRr

§ n . 3 . "
El espacio P €s una variedad de dimension n encajada en

2n+ 1 o :
R - Para convencernos de ello indicaremos como conseguir un

sistema de coordenadas en (0,...,0,1) = £10;:.:.0,1) E P

Sea @ el sistema de coordenadas en el polo norte de s" des

crito anteriormente y g 1la composicidn indicada en el diagrama:

g
i }

n i Rn+l P " Rn-l-l £ - R2n+l

londe i es la inclusidn en las primeras coordenadas.
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@%ML@‘;R

Por el teorema del rango, sabemos que existe un difeomorfismo

. -
¥, de una vecindad de (0,...,0,1) € Rzn s sobre una vecindad

2 ; - )
de cero en R B4 1 tal que $¥o0g es la inclusion en las primeras

n coordenadas. Entonces § es el sistema de coordenadas busca

do.

Ejercicio: Dar explicitamente un sistema de coordenadas en

(0,0,0,0,1) € Pz.

5. E1 grupo O(n).

El conjunto de matrices cuadradas nx n, que denotaremos por
: —_— n2 ’ . é
M(n) puede identificarse con R, simplemente considerando los
vectores hilera uno a continuacidn del otro
a b
———— (aobrcpd)
c d
La transpuesta de una matriz se obtiene al intercambiar renglo

nes por columnas. Se obtiene también al hacer una reflexidn so-

bre la diagonal principal como se ilustra en el siguiente ejem-

plo:

o]}

d : transposicion

n o w
L
B 2 0

diagonal principal
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Las matrices simétricas nxn son aquellas que coinciden con
su transpuesta. En estas matrices, los coeficientes en uno de
los lados de la diagonal principal determinan a los del otro lado

Y de esta forma, el conjunto de matrices simétricas puede identi-
n(n+l) /2

°)

f - ——e e (a'd'e'b'flc)

c!

Denotemos por A~ a la transpuesta de la matriz A y consi-

ficarse con R \ : . o o
como 1ndicamos a continuacion:

D o/
o g o T

deremos la funcidn:
®: M(n) ——— = s(n) dada por

p(a) = aa®

No es dificil darse cuenta que cada funcidn coordenada de ¢

‘es un polinomio y que por lo tanto ® es diferenciable.

El grupo ortogonal 0O(n) consiste de aquellas matrices que tie

nen como inversa a su transpuesta

O(n) = [A €M(n) | KT 1}

en donde I =identidad. La estructura de grupo estd dada por la
multiplicacién usual de matrices.
h2
Veremos que 0O(n) <R s una variedad de dimensidn n(n-1) /2.
Para esto utilizaremos nuevamente el teorema del rango. Obsérve
se que:

O(n) = qa'lm
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Aseguramos que I es un valor reqular de @, i.e. que si

o(A) = I, entonces th es de rango maximo, en este caso igual
a la dimensidén del contradominio n(n+l1)/2.

Calculemos entonces el valor de D@, en el punto B, como si

gue:
_ 1im _®(a+rB) - 2(a)
th(B) r—0 r
) 2.k t
< lim rBA 4+ r BB + rAB = BAt4—ABt
r —0 T
Ahora bien, dado C €S(n) tomemos 13=—%—CA. Entonces, como
t g
AR =1 se tiene:
t £ 3 t 1 = N i =
Dq!A(B)—-BA +P-B=—-2—CAA +A(-2—CA) —-1,—(c+c)—c

" quedanéo con esto probado que th es sobre y por lo tanto de
rango igual a n(n+l)/2.

Finalmente indicaremos como utilizar el teorema del rango pa-
ra conseguir un sistema de coordenadas en A €0(n) .

Como @ tiene rango maximo eh los puntos de o(n), entonces
tiene rango miximo en una vecindad de cada uno de elles y por lo
tanto se puede aplicar el teorema del rango que asegura que exis
ten difeomorfismos ¥ :V(A)--Bl(0) y P :V(I)~4-Bl(0) tales

que el siguiente diagrama es conmutativo:

M(n) > V(a) g « W) = s(n)
L p
'nz n(n+l) /2

rR"? o B.(0) proyeccidn en las primeras p_(0) SR
1 1
' n(n+l) /2 coordenadas
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Asi, ¢ es el sistema de coordenadas buscado.

Funciones diferenciables entre variedades.

N M . . : : ;
Sean VCR , WCR dos variedades diferenciables de dimensio

n@s n y m respectivamente y

f sV > W

wna funcidn entre ellas ¢Cémo darle sentido a la oracidn "f es di
ferenciable"?.

Bueno, recordemos que siempre hemos dicho que una funcidn es
diferenciable, si lo es en cada punto de su dominio; la diferencia
bilidad de una funcidn es una cuestidn local. Aunque esto no con
testa nuestra pregunta, si dirige nuestra atencidn hacia lo que
pasa en una vecindad de un punto de la variedad.

Sea x_, €V y sean @y § sistemas coordenados en

0 EV vy

)

f(xo) €W, respectivamente.

f




e

El sistema de coordenadas % manda la variedad Vv en los pun

H . - [
tos de R que tienen las ultimas N-n coordenadas ceros y

» M J : ’
hace lo correspondiente con W y R . Esto permite inducir una

funcidn 2 como sigue:

Y %
. N N
N -
2 ¢RN RH ¥ - RM

e

en donde i es la inclusidn en las primeras n coordenadas y T

es la proyeccidn en las primeras coordenadas.

S T T T D (L s

Diremos cue f es diferenciable si ? lo es.

- . A G
NStese que la funcién £ puede extenderse trivialmente a una fun

cidn de RN en R”:

S P
ln
Rn

Esta funcidén F es diferenciable si y s6lo si £ lo es Y

2

?’-‘-‘E————.-Wz
(T8

_—

por

lo tanto si f es diferenciable, P también lo sera. Ahora bien,

siendo este el caso, la funcidn

A o
F=¢-Fer.pl

es una extensidn continua de f a una vecindad de x en R

0
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Hemos visto entonces que f :Y—eW es diferenciable en XOE v

si y sdlo si £ se extiende a una funcidn difereaciable F en

una vecindad de xo en R .,

s |
AN 7 r
AN 7/ ;
- & et o i i
/
Ve

/J__m_#_ﬂ_,_.__4 ¥

Esta extensidn de f no es dnica (cpor que?), sin embargo en
lo anterior vimos como dado un sistema de coordenadas en Xq PO-
demos construir explicitamente una extensidn. En todo lo que si-

gue nos referiremos siempre a una extensidn como esta.

Sub variedades

Sea WCIRﬁ una variedad diferenciable ¥ YCZW::RM un subes-
pacio que a su vez sea variedad. Diremos entonces que Y es una
subvariedad de Ww.

Ahora veremos como aplicando el teorema del rangc, podemos con
seguir para cada punto y €Y, un sistema de cocrdenadas para W

7

[
i

que a s Z sea un sistema de coordenadas para Y ccmo se ilus-

tra en seguida

.



ET,
/____,#4.

Locol mente L f‘-‘(?lo,oy

L1

I
3 -
IJTWQ Je %rd

w= 7" (2,1 ,o\

Sean m=dimensidén de W, X = dimensidn de

Y.
Sabemos que tanto Y como W

son variedades y por lo tanto po
demos tomar sistemas de coordenadas para ellas en un punt
quiera Yo €Y.

o cual-
Sean ¥y ¢

estos sistemas de coordenadas respec
tivamente.

acdosidn ena Yoo

q‘ ?m‘b@éu et e ruutﬂ
v
?1".-\0*

(9.9
umfdo¢ndnh

e B

(oo*dmd“ﬁ ’
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NGtese que en el dibujo anterior, la funcidon h es diferencia
ble y la diferencial es inyectiva puesto que la imagen de &(Y)
bajo g cae dentro de $(¥) que estd aplanada y la restriccidn
de 1T a ese plano es un difeomorfismo; luego, podemos aplicar el
teorema del rango para obtener un difeomorfismo [ como se ilus-

tra en la figura:

LY

R

a2

Este difeomorfismo tiene el efecto de aplanar a §(¥). Ahora
- ¢ g N
extendemos el difeomorfismo [ a un difeomorfismo de R como:

n N- n N-
':R xR nﬂ**-*R x R n

I‘(xl' .‘-I'xn'xn-lrl' --'l)(b]-) g (r(xl'---'xn)'xn‘*l'-."ﬁq)

Es muy fdcil verificar ahora que la composicidén [o§ es un

sistema de coordenadas en YO para ambas variedades Y y W.

La diferencial de una funcion entre variedades.

N M . : ;
Como antes, sean V ©€R , W € R dos variedades diferenciables

de dimensiones n y m respectivamente y
£:V—>W

una funcidn diferenciable. Sea xOE‘J y F una extensidn de f

ind. N
a una vecindad de Xy en R, como antes.
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Abora utilizaremos la diferencial de F, para definir la di-

ferencial de £. ObsServese que DFx manda el espacio tangen

0

te a en el espacio tangente a W como se ilustra en la si-

guiente figura:

Hecha esta observacidn, definimos la diferencial de

la transformacidén lineal afin

£, : TV ey TW
X f(xo)

que es la restriccidén de la diferencial de F en Xqe

tangente de V.

f, como

al espacio
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TRANSVERSALIDAD.

Sean V y W wvariedades, Y €W subvariedades y f: V—W una

funcidén diferenciable. Decimos que f es_transversal a Y si para

todo punto v Ef_I(Y) se tiene:

f*('rvv)+ T > 4

£v)Y T TEw "

Es decir, que todo vector tangente a W se expresa como suma
de un vector tangente a Y mds un vector en la imdgen de la dife
rencial f..

*

Los dibujos siguientes intentan ilustrar la nocidn de transver-—

salidad. En todos ellos W es R2 o R3 Yy en lugar de la fun-

cién £ sdélo se describe su imdgen f£(V).

f F(v)
£LV)

b /%Y

= » 4

TRANSVERSALES ND TRANSUERSALES

fev)

SV

/ TraNSUERSALED NO T"ERMS\IEQ_SMES
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fv)
)

/1T I~

No TRARNSVERSALES

TRAWSVERSALES
En el caso en que la subvariedad Y ©W consiste de un solo
punto, Y= [y], transversalidad significa simplemente que para to

do punto v €f-1(y), la diferencial

£

: T —=TW
* v y

es sobre. También decimos entonces que y €W es un valor reqular

de f.

Sean n=dimV, m=dimW y k=dimY. Diremos que Y tiene co

dimensiones m-k en W,

El concepto de codimensién es interesante en vista del siguien-

te resultado que nos sera muy util en lo sucesivo.

Teorema: Si £: v—W__es transversal a ¥ < W, entonces

”l - - - . -
X=f (Y) €V es-una subvariedad de V cde la misma codimension

que la de Y en W.

Demostracidon: Sea x €X. Si tomamos un sistema de coordenadas pa

ra x €V y un sistema de coordenacas para f(x) €EW que enderece

también la subvariedad Y, podemos describir el comportamiento de
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f localmente. cerca de x, como se ilustra ensegquida:

-

4

En este sistema de coordenadas la subvariedad Y consiste pre
cisamente de los puntos que tienen las ultimas m -k coordenadas
igual a cero, siendo m-k la codimensidén de Y en W. Ahora
proyectamos sobre éstas uUltimas m -k coordenadas y componemos

f con la proyeccion:

N -
/\dﬁ

g™
V

Tl

La composicién Mo f resulta ser una funcidn diferenciable que
latisface las dos siguientes propiedades:

a) }{--*—-(ﬂ'c:)f)“l (T(¥)) . NOtese que M(Y) es un punto.

b) D(ﬁc:f)x es sobre.

Esta segunda propiedad requiere de una breve explicaciodn:
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Siendo la proyeccidn T una transformacidn lineal, su diferencial
es ella misma. Asi, queda claro que an(x] es sobre y tiene co-

mo nucleo precisamente a T Y. Aplicando ahora DT a la
f(x) f(x)

condicidn de transversalidad, tenemos:

(an(xo) (o] f*) (TxV) = D"f(XOJ[f* T*V + Tf(x) Y] = Dﬁf(xo)Tf(x)w

y por lo tanto DT es sobre, que es lo que queriamos mos

of
f(x) *
trar.

Para terminar la demostracidn, sdélo falta aplicar el teorema
del rango a Tof para obtener un difeomorfismo @ :V—R" tal

. .,. -'1 . - - .
que la composicién Tofo® es la proyeccion en las ultimas

m -k coordenadas.

LAy BT

1

P;o.jerc;o:q QAA \cu:s u.g"ll.mm

Coovd emadas .

AR 4
VAR TN bty

El difeomorfismo @ es un sistema de coordenadas para X en

el punto x.

Ahora dirigiremos nuestra atencidn hacia el Teorema de transver
salidad de Thom, bdsico en el desarrollo de la teoria de intersec-

cidn de variedades. Empecemos con el siguiente resultado:
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n k n-k

) ) 4 ;
Consideremos a R como subvariedad de R =R x R

m k n"‘k _— . .
Teorema: Sea f:R —R x R una funclon diferenciable. En=

n-k
tonces se puede encontrar v €R s+ COn lv[ tan pequefia como

ge quiera de suerte que la funcidn

hv: Rm-«~Rk x Rn‘k dada por

h (x) = £(x) + (0,v)
v

k
sea transversal a R .

Demostracidn: Considérese la siquiente funcidn:

- k -k
H:R x R" k——*-R x R" dada por

H (x,v) = £(x) + (0,v)

Rﬂ

R
WO
TRABVERSAL L

=,
-

-

[TrRansvEDIAL)

k l'l—k ﬂ.'—k . - -
Sea M:R x R it B la proyeccion en las dltimas coorde

nadas. Nitese que la condicidn de que f sea transversal a Rk

es equivalente a que la composicidn 1o £ tenga a cero como va-

lor regular.

La diferencial de H, expresada en bloques queda:
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1 le 0
1 -

|

n1 D2 5 I

y la diferencial de ToH es:

(p, £ | 1)

gque es de rango maximo, puesto que en el bloque derecho aparece

siempre la matriz identidad. Asi, ToH tiene a cero como valor
) -1 ; - .

regular ¥y (MToH) “(0) es una subvariedad de Rm x R de codi

_— P -1 -1 k
mensién n -%X. Notese que (7T oH) (0) =H (R).

n-R

'R ‘(g

e p (RN (o) (0

rhora sea p:R" x g BT 3 proyeccidn en las dltimas

- - 2 -1 Xk
coordenadas y consideremos p, la restriccidén de esta a H (R).

p: 1~ pK) —er?¥

I
l
g
i

:[
K
| LAk
g
£

e
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T

n-k =
Sea v €R un valor regular de p. Veremos que entonces

la funcidn

hv(x) = £(x) + (0,v)
k

es transversal a R .

'
1

. . “ g n
Primero veamos el significado de que v € R sea un valor

regular de p, lo cual puede ser por dos razones:

a) Porques v uo 2std en la imdgen de p, en cuyo caso la imd

" . : : : k
gen de la funcion hv no intersecta a la subvariedad R Y por
lo tanto es transversal a ésta.
- - -1

b) Si v estd en la imdgen de p. En este caso, p (v) es
. . . - . m
precisamente la interseccion de las subvariedades R x vl v
""’1 k “ a e - =
H (R) y la condicidén de que v sea valor regulir de p se
traduce el hecho de que estas dos subvariedades de dimensiones

complementarias m y n -k se intersecten transversalmente. Con

vencerse de este hecho es un ejercicio para el lector.

T

H'@RY . — 2

Ahora regresemos al argumento original para ver que s1 v es

an valor regular de p entonces la funcidn h  es

K
a R .
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Para eso recusrdese que H tiene las siguientes propiedades.

k
1) H es transversal a R .

-~ y "'1 k
2) DH envia cualquier vector tangente a H (R") dentro de R

- . m n"'k .
Asi, como el espacio tangente a R Xx R es la suma directa de

4 - k
los espacios tangentes a R™ x {vl] y H 1(R ), tenemos gque la

\

e ; m
restriccién de H a la subvariedad R x {vl] es transversal a

k - §oa gl s ;
R . Esta restriccién es h, como se indica en el siguiente dia

gramas

R - Rk X Rn_'k

en donde iv(x) = (x,v).
La demostracién del teorema termina con una aplicacidn del Teo
rema de Sard, que nos asegura que el conjunto de valores regula-

- . -k
res de p es un subconjunto denso de R" y por lo tanto basta

tomar uno de ellos con norma tan peguefla como se quiera.
Ahora, haremos una observacion sobre el teorema anterior: Sea

n: R —eR dada por

i <3

' EKP(—i——'——z—) si |x] <R
n(x) = 4‘ R~ x|

L . si |x! >R

Si en la demostracidn del. teorema ponemos

H(x,v) = £(x) + nh(x) (0,v)

L

T v

St PR PO

= -
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al final obtenemos que la funcidn hv' queda dada por:
hv(x) = £(x) + n(x)(0,v)

Y puesto que N(x) = 0 cuando x estd fuera de BR(O); ahi
las funciones £ vy h, coinciden.
Ahora supongase que fuera de BR(O) < R", la funcién f ya

k
es transversal a R, esto es que

£ B° - BR(O)—«-Rk % R

es transversal a Rk. Entonces hv es transversal a Rk Y coin
cide con £ fuera de BR(O)' La moraleja de esta observacidn es
que no hace falta modificar £ mds que en una vecindad del con-
junto donde no es transversal.

Antes de enunciar el teorema de transversalidad de Thom en la
forma mas adecuada para el desarrollo de la teoria de intersec-
cidén, introduciremos dos nuevos conceptos; el de variedad con
frontera y el de homotopia entre funciones.

.. 5 N i
Definicion: Un subespacio V < R es una variledad con frontera

de dimensidén n, si para cada punto X9 € V.  hay una vecindad
V(xo) < RN Yy un difeomorfismo
N
P: V(xo}-—ﬂhal(O) = {x €R ]|x| < 1}
tal que:
1) @(xol =0

2) Una de las siguientes condiciones

]

-1
a) ® {(x seeeeX 00,...,0) € 91(0)1

1

5§ b) = m“luxl,....xn.oa---»o) <B;(0) ] %, x0]
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En el caso a) decimos que X, es un punto interior de V. En

Denote-

el caso b) decimos que x, es un punto frontera de V.

BERERT

mos por 2V al conjunto de puntos de frontera de V

Comparese esta definicidn con la de variedad dada anteriormen

te. Los siguientes dibujos ilustran el concepto de variedad con

s g e

es un punto frontera.

frontera. En ellos xo
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Ejercicio: 1) Sea Vv wuna variedad con frontera, de dimensidn
n. Demuestre que Vv es una variedad (sin frontera) de dimensidn
n-1 y que V - 3V es una variedad (sin frontera) de dimensidn
ns

En vista de este ejercicio, pasamos el concepto de transversa
lidad a variedades con frontera como sigue:
Sea VvV una variedad con frontera f£: V-—«W una funcidn y

Y €W subvariedad. Decimos que F es transversal a Y si:

a) f]v - 3V —=W es transversal a Y vy

b) f|3V —= W es transversal a Y.
Ejercicio: Con la misma idea de la demostracidn del teorema en
la pagina33 pruebe el siguiente resultado:

Teorema: Sea V una variedad con fronteri y f£:V—W trans-

-1 X
versal a Y ©W, entonces - X=f (Y) ©V es una subvariedad de

V con frontera y X = f_l(Y) n av .

Ahora pasemos a definir la homotopia entre funciones.
Definicidén: Sean f,g: V-+W dos funciones diferenciables, deci

mos que f_ es homotdoica a g si podemos encontrar una funcidn

diferenciable

H: vx [0,1] —=W tal que
Ho(v) = H(v,0) = £(v)
Hl(v) = H(v,1) = g(v)

Consideremos la siguiente funcidn:

h: [0,1] — = {funciones de V —=W}
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donde h(t) es la funcidn de V-—W dada por
h(t) (v) = H(t,v)
Ya que h(0) = £ y h(l) =g, la funcién h representa un ca-
mino dentro del espacio de funciones que empieza en £ vy termi-
na en dg.
Aqui es conveniente hacer una observacién scbre el teorema de
transversalidad en la pdgina 36 y esta es que las funciones f£
y h, son homotSpicas, la homotopia dada por
H: R" x [0,1]~———~-Rk x'Rn‘k -
H(x,t) = £(x) + t (0,v)
Ejercicio: Demuestre que 1la homotopia es una relacién de equiva-
lencia.
Finalmente podemos enunciar el teorema de transversalidad.
Para esto, sea V una variedad con o sin frontera, W una varie
dad (sin frontera) y Y ©W una subvariedad (sin frontera), te-

nemos:

Teorema de Transversalidad de Thom.
Dada f: V—=W una funcidén diferenciable, entonces I g: V—=W
tal que:

1) g es transversal a Y CW

2) g es homotdpica a f.

Ademds en el caso que V sea con frontera, si flaV es transver-

gal a Y,

3) glav = £]2 .

.-

A

PR et s s

=i s




V es una variedad compacta y sin fronter:

Y es cerrado,

Primero darerns la demos

(
r..n,
On

n para el caso en

. Sea X = f'l(y) .

f continua y V compacto, X sera compacto.

E %

Construccidén princival: Tomemos X, €K

coordenadas de

f[xl) en W que enderece

Y v 9 un sistema de coord-nadas de 5

f: V—=—W se ve localments como ? en el

sea § un sistema d

que

Como

e

tambien a la subvariedad

sigulente diagrama:

€ V. Entonces la funcidn

—_—
) Y
i Qﬁ'h
fr™)
& _.__..._._._?—\-j ,___._E—-—-._-) A T R | S v ¢ \ o
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m . -~ - -
Sea Nh: R —R como en la observacicn de la pagina 39 (con

R=1). BApliquemos ahora el Teorema de la pigina 36 y esta obser

vacién a la funcidn Q. De esta manera conseguimos una funcidn

?, homotépica a ?, que coincide con ? fuera de Bl(O) & pl
y tal que su restriccidn a Bl{O) es transversal a Rk.

n-k

Mis aun, existe Yo € R tal que la homotopia £ entre

% ¥ 3 tiene 1la -féma:
k -

A (x,t) = £(x) + £ N(x) (0,y)

Nitese que: 1. ﬁ(,t) = f(x) si |x|>1

2. §(x) = A(x,1) = £(x) + n(x) (O,y)
Sea V(xl) = wrl(Bl(O)) y H:V x [0,1] —= W dada por:

A |
¥ H(p((v),t) si v € V(x)

H(v,t) = E

£(v) si v £ V(x)

.

y sea g: V—W dada por g(v) = H(v,l);
Entonces tenemos:
1. H es una homotopia entre f y g.
2. La restriccién de g a V(xl) es transversal a Y.

3. g coincide con f fuera de V(xl]

Ahora terminaremos la demostracidn aplicando la construccidn

principal repetidas veces como sigue:

e

T

i o]

=

S sty L e e M §
S e

TN T T e S T BRI
Rasespe e
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para cada x € X tom=mos un sistema: de coordenadas & Yy pon-
-1 i =g
gamos V(x) = ¥ (Bl(O)). La coleccicn {V(x)]x ¢y ©S una cubier

ta abierta del cecmpactce X. Sea [V(xl),.-.,v(xk)} una subcuvier

ta finita.

M

Aplicamos la construccidn principal a £ alrededor de x, X
y obtenemos gl: Vv — W tal que:

1) g, es homotdipica a f.

2) 9, coincide con £ fuera de V(xl)

3) La restriccidn de g, a V(xl) es transversal a Y.
En seguida aplicamos la misma construccidn pero ahora a 9, alre
dedor de X, € X y obtenemos g,: V—=W tal que:

1) g, es homotopica a 9,
2) g2 coincide con gl fuera de V(xz)
3) La restriccidn de g, 2 V(xz) es transversal a Y.
Luego aplicamos la construccidn a 9, alrededor de X, € X para
obtener J,: Vv —=W y asi sucesivamente hasta terminar con
.« Y—=W. Asi conseguimos una sucesion de funciones gl,gz,..-,qk.
con las siguientes propiedades:
1) g, ©s hcmotépica a G4 ¥ ésta a 9y _greece Y ésta a

9, ¥ Esta a f. Asi por transitividad sabemos que

g, -es hcmotcpica a 9.
2) Iy coincide con g, fuera de V(xl}.

91 coincide con g, , fuera de v(xz)

gi coincide con £ fuera de V(xl)
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asi, 81 coincide con £ fuera de V(-l} U s Vi ).,
; .
3) La restriccion de g9, a V(xl) es transversal & ¥,
La restriccidén de g, a V(xl) U V(xz) es transvareal & V.,

La restriccidn de

gk a V(xl) U.--U V(ﬁ) es Lranasvers _|, “* ‘.'

y como gp coincide con £ fuera de V[xl) Vel V(xk) resulta

que g, _e€s transversal a Y.

En el caso en que X no sea compacto, podemos tomar una cubier

ta numerable y localmente finita, es decir una cubierta {V(xi)]i_l

con la propiedad que para cada y € V existe una vecindad V(y)

tal que V(y) N V(xi} # @ solo para un numero finito de indices.

/

Aplicamos la construccidn principal como en el caso compacto y

obtenemos una sucesidén infinita de funciones de V—W =P PYREEE

Esa sucesién de funciones resulta convergente. Mas aun, ya que

; 4

: i |
la cubierta es localmente finita, para cada x € V, existe una -%
i

vecindad V(x) tal que para toda y € V(x) 1la sucesidn gl(y),gz(y);?;l

3! |
(Y)= - = e para N 'l

se estaciona (es decir gN(y) = gN+l(y) gl ~ i

grande) . No es dificil con esta observacidn probar que el limite
de esta sucesiodn tiene las propiedades deseadas, i.e.

1) es homotdpica a £

2) coimcide con £ fuera de :S‘U(xi)

i=1
3) es transversal a Y.

Ejercicio: La demostracidn para el caso en que V sea variedad
con frontera no presenta ninguna dificultad adicional seria y queda

como ejercicio para el lector.
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Para demostrar la parte 3) del teorema basta observar que los
abiertcs V(xi) que cubren a x pueden tomarse tan pequefios como
se quiera (reduciendo el tamafio de R) de manera Qque

k
iL& V(xi) este contenido en el complemento de V.

4. Clasificacidén de Variedades de dimensidn 1.

El propdsito de este capitulo es clasificar las variedades de
dimensidn 1 como udltimo requisito en los preparativos para desa-
rrollar la teoria de interseccidn de variedades. El resultado de
esta clasificacidn es asi:

Teorema: Toda variedad conexa de dimensidn 1 es homeomorfa a su in

tervalo de la recta real, o a la esfera S'.

Siendo un intervalo, las dnicas posibilidades segun que la fron
tera tenga una componente, dos o ninguna son:
fo,4] s [0,y ¥ (0,1)=

Para la demostracidn del teorema requerimos de los siguientes

n ; .
conceptos. Sea V © R una l-variedad (o sea, de dimensiodn 1).

- 3 . - . . P - -
Definicidn: Una parametrizacidn de V es una funcidn diferencia

ble, homeomorfismo sobre su imagen
a: [a,b] —= V

Siempre podemos conseguir parametrizaciones invirtiendo siste-

mas de coordenadas como se ilustra en segquida:
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v ﬁ g

E"tb\_\ I o F\ : E =

melu s ion Q k

. - n :
La imagen de a es lo que llamamos una curva en R . La longi

tud de la curva a se puede calcular mediante la integral

b
longitud o([a,b] = J'a ‘Jl_a'(t)] dt
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- | i -
Definicidén: Decimos que una parametrizacicn
a: {a,b] —V preserva longitud si

long «{fa,x]) Ix U E;;T dt = x-a ¥ x € [a,b]

o)
+
v

l )

Proposicion: Siempre existen parametrigacicornes gue ~van la lon-

wostracidn: Sea x:[a,b]~-V cualquier paramstrizaci. a,

Ib "
Y - JT@'{M) dt y £:[a,b]—[0,1] dada por:

X
IO ﬁla'(t)q dt, entonces

£f(x) =
-1 . . 4
8 =sayf : [0,1] -V es una parametrizacién que preserva la lon-
titud.
Cubrir los detalles de esta demostracion queda ccomo un ejerci-
cio.
La siguiente propos cidn es en prnplrdc‘on de la demcstraciodn

del siguiente teorema;

Prooosicion: Sean a: fa,bl—V; 8 : i:c_‘_d]_::'-._’ dos parametri-a-—

ciones de V que preserven la longitud, ern

1l) Im o N Im 8 tiene a lo mis dos componsntes

Ademas

2) Si hav una scla ccriconents, hav una parai-atrizacidn

Eorl] e N

gue presecrva longitud v tal cue  Im Yy = Im a2 U Im 8

L , A, . - — . 13 . s i =,
3) Si hav dos comncnentes, entonces V. es homecmerZa a  S'.
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Demostracidn: Sea f£:[a,b] x [c,d] —VxV dada por

f(x,t) = (G(g) 2 ﬁ(t)) - Sea A

- {Spt) € [a:b] X [cldJ I O'(S)

{(v,v) €vxVv] ¥y I‘=f‘1(A) =

B(t)). Nétese que T es precisa

mente la grafica de la funcion B = o a y el dominio de esta es

la imdgen de yid bajo la proyeccidn en el primer factor.

M3s aun, I puede describirse asi:

1) T es cerrado en [a,b] x [c,d] porque T = £ ~(4)

2) T consiste de segmentos de linea de pendiente + 1, ya que
es la grificade B o « y esta tiene derivada constante
+ 1 en cada componente conexa de su dominio, por ser avy B
parametrizaciones que preservan longitud.

3) E;tos segmentos no pueden terminar en el interior de
(a,b] x [c,d], porque T no es solo grafica de ﬁ_l o o
sino también de o o B y por eso la proyeccidn de
rn((a,b) x (c,d)] al primer o éegundo factor debe ser un

abierto de [a,b] 6 [c¢,d] respectivamente,

Asi, puede haber a lo mds dos segmentos, que es lo que dice la

primera parte de la proposiciédn.

Ademds, siendo dos segmentos de linea, no pueden tener pendien-

tes distingas por la misma razdn de que [ es grdfica de ambas

B

oa y adl oB.

No n

qo‘ %ﬂic\'f-ﬁ.

r N r. AN .- =
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En seguid g
a damos algunas 1hili
3 Junas posibilidades par
A~

Q)

o ()X )
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Observando bien estas tres posibilidades no es dificil decidir
que hacer con los intervalos [a,b] y [c,d] para poder poner las

cosas asi:

1) ()

1 ] - [ 1
J J | L | >
b d o 3 d

(
{
L
¢

PF"""

d ¢

(2) = b pnvellowmds los ‘wlexvalos

['ql‘g] 4 [t,i] como (€
{mdica,.

Con esto damos por terminada la deanostracidn.

La démostracién del teorema de clasificacidén de l-variedades
ahora resulta bastante directa:

Empezamos con una paramétrizacién cualquiera a:[a,b]—V vy
luego tomamos otra que contenga a b, esto es B: [c,d] —=V con
b € [c,d]. Si la interseccidn tiene dos componentes ya acabamos,
la variedad es 51. Si tiene una sola componente, extendemos a,

1

1 :
hasta alz [a",b7] —=V y de esta forma continuamos.

Con este procedimiento, siempre podemos encontrarnos conque O

1 - . . - -
V es S, O bien podemos extender la parametrizacidn aunque qui-
za el dominio de esta se extienda a una semirecta o a toda la rec-
ta. No obstante, como el conjunto de puntos de V que se alcan-

zan es abierto y cerrado y V es conexo, este conjunto es todo

V.

i
i
E':
i |
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5. Teoria de intersscciones modulo dos.

h
14

rain N LW wvarisda subvariedad de dimension

fu
bt
6]
=<
‘:
£]
N
]

il sprcarria a XAa Esto es

Y ; entonces £ “{¥Y) es una sub-

Sen f : ¥ —=Y transversal
variedad Jde X de

irension cero, esto es un subespacio disareto

de X, 8581 adewm.s Joguno do entre W v ¥ es compacto entcnces

ad

£f T(Y) es un conjunto finito. La cardinalidad medulo des de este
COnjL}ntO no -{i?‘{_‘.t‘*.g_"r; de 1a oclage de :_ID‘—:]‘OtC'E" 1"1_ de £ & 0 amemp B SOmno

yersmos en el sigui-nbe teoroma,

h i = £ e ARG, (1t = 4
Teorema: Sea X una variedad compacty y sa2iyn £y g: ¥ =W do

funciones transvarsales a ¥ & W v homotovicos ., entonces:

# 0 )]=#%0g ()]  {med 2)

racifén: Sea H:X x I —W una homoteonia entre £yqg.

Deros

e d

i

Por el tesovema de transversalicdnsd <de Them, ZF:X xTI—=W trans
versal a Y y que coinnide con ¥ en (X x I). En otras pala-
bras, H es una hcmctopia ent:ie fyg que 3s vransversal a Y.

L

Ahora bien, F (Y) es una subvari-.lad con frontera de X x

=i

dinensicn unc. Adepas
e AT

-1 '

cemo ¥ es cenpacta, o (¢} tanbiea lo s r3 y por Lo taonto
inito de cumponentss copexas hemecuonrias

consisce de oun nuwneco

a S & a un intezvale cerrade [a,bl. En todo caso el naico
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de componentes conexas de su frontera es par, i.e.
-1
# AF (¥)) =0 (mod 2)

‘Pero # a(r'l(y)) = §# f-l(Y) + # gﬂl(Y)

wl o s e
de manera que # f (Y) = # g 1'(Y) (mod 2), que es lo que queriamog |

Definicidn: Sean X,Y,W, como antesy f:X—W,. Por el teore-

ma de transversalidad de Thom, existe g :X —eW homotdpica a f

y transversal a Y ©W. Definimos el nimero de interseccidn modu-

lo dos de £ respecto a Y como:

|

#,(£,Y) = # g (Y) (mod 2).

Por el teorema anterior, esta es una buena definicidn ya que si
9; :X—+ W es también homotdpica a £ y transversal a Y, pode-
mos juntar las dos homotopias para dar una entre g y 9, - De este

modo vemos que:

1

#9 T(¥) = # g (¥) (mod 2)

Ejemplos:
1) En el toro, el nimero de interseccidn mod 2 de un meridiano y

un paralelo es 1.
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2) En el cilindro el numero de interseccidn mod 2 del circulo de

la figura con sigo mismo es cero.

—

\
!
|
!

>

Se puede hacer transversal a si mismo de varias maneras. Aqul

mostramos tres de ellas

S (AT (T —
ey
o s = = ) Al o

3) En la banda de MBbius, el numero de

P

L

interseccién del cir

n

uLo

central consigo mismo es uno. Este se puede hacer transversal

a si mismo por ejemplo asi:

l %L’\L‘fd’:&‘-adc g2 Ve &N

———

P TR, |
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Teorema: Supongase gque X es la frontera de una variedad compac

ta V yque f:X —W se extiende a F :V —=W. Entonces

#2 (£,Y) =0

Demostracién: Sea G homotdpica a F y transversal a Y CW vy

sea g la restriccién de G a X = O0V. Entonces, g es homotd

pica a £ y transversal a Y, de modo que

#, (£,Y) = #

2 (g,Y)

2
= )

Por otro lado, G (Y) es una l-variedad compacta y por lo tanto

con un numero par de componentes en la frontera. Este numero es

precisamente el numero de puntos de g*l(Y).

Asi - #, (£,9) = # (g (¥)] =0 (mod 2).

Aplicaciones:

Primero definimos un invariante mod 2 para funciones f :X —Y

donde dimX = dim¥, con Y conexo,
grz(f) = #2 (£,2z)

donde z €Y es un punto. Por definicidn y los resultados anterio

res tenemos:

Proposicidn: a) Si f,g:X —= Y son homotdpicos, entonces

gr,(£) = gr,(9)

b) Si £ :X —= Y puele extenderse a W con MW =X,

entor . es grz(f) = 0

§
i




Yeamos

des en

o
oea

58

1mos el grado mod 2 para funciones de varieda

ahora como us!
n+ 1
R -
I'H'l o £ .
dimX=n ¢ Fz:X ==& un man. 31 2 £ Imf definimos
R 1o aa1ro de £ resnecto a z W {f 7} como g»l- fu )
el nimero de giro de £ respe : , W (F,2 ¢ fu
f(x) - Z - il e
v (X} 5 = es la funcion asociada a fyz, con

donde

A

n
i == 5 .

Z

Veamos como podemos evaluar el numero de giro.

Teorama

-1

Supongamos que X

& & P (z2)s

Demostracidn: 1) Si

. n+1l
W vy que £ :X —=R

extiende A

; n
z £ F(W), podemos extender u, X --=35 a

1

v :W—S , por lo que qrémh) = 10 = Wz(f,:) ¥ como #2 F o (z)

el resultado vale para z £ F(W).

2) Supongamos ahora que 2z € F(W). Como =z es valor regqular de

e
F, E

con cen

) = e 5 W =D S 3COGemnOs 28 ; R
(z) [Yl Ytn} ¥y s < Escogemos bol El, ,B

tros en A"
]1

m

ajenas entre si y ajenas a  X.

T+t
: R

o A 8 N

W.(£,2) 3 W (f, ,2) % vuu Wz(fm,z) (mod 2)

. Entonces si z es valor reqular de F y 2 £ E(x).

0,
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En efecto, sea Y =X U BBl W e U BBm. Entonces FIY extiende

a W-(IntB, U Inth U Inth) =W'. 2hora z £ F(W'), luego ob

1

tenemos por (1),

1
o

W, (F | ¥, 2) (*)

Ahora es claro que si X y X' son variedades ajenas, f:X UX'—w Y
con dimX = dimX' = dimY entonces gréf]= grz(flx)+ grz(f|x').
L d * btenemo W._LE; 2 W + ... 4 "

uego de (*) obtenemos 2( z) 2(flz) + 2(fm,z)

Ahora como =z es valor regular de F, dF :TY (W) —=T (Rn+1)
; o~ 2

Yi i =

y existe una vecindad Vi de Ys donde F es difeomorfismo.

Podemos suponer gue 13i < Vi. Entonces F]E‘:Bi = fi : E)Bi—--Rn'”'
£f.(x) -z
es 1-1 y también u (s) = 4+— _ | Luego gr,(v_) = 1. Aasi
z £, ) -1l @

obtenemos que Wz(f,z) 5 = #F—l(z), que es el resultado que

queriamos obtener.

Veamos un caso en que el nimeroc de girs es nonulo .

Teorema de Borsukulam: Sea f :Sl:i----m-Rm.1 yn map antipodo, i.e.
. n
£(-x) = -f(x), que no cubre al 0, i.e. 0 £ £(s'), entonces

wz(f,o) LIS B

Demostracidén: Por incuccidén en n. Supongamos que es valido para

s n- n
valores < n. Consideremos S 1 —= 5 como [xl' _,_,xn) ._..(xl, ._'xn'o
. -~ n n - bl
es decir como ecuador. Sea f:8 —S , f (x) = ___g.ﬂ_
I £(x) |l

5 Elsn—l

-

n
Por el teorema de Sard podemos escoger b € S que es valor

regular para fyg. Como f(-x) = - f(x), -b también es valor

L — ——




regqular de fyg. Decir que b es valor reqular de g es decir

- n=1
que b £ g(s ).
I e L n-1
Luego -b £ g(5 ), por lo que g = £|s , no intersecta a
la recta L por el origen generada por b. Ahora £ es regu-

b

lar en b y -b equivale a decir que £ es transversal a Lb'

Por definicicn

’ = E = & £ .
W, (£,0) =gr,(f) ,f (b
- 1 1 "']- , -
Ahora #f l(b] = = #f (Lb) por simetria.
Sea S: el hemisferio norce de Sn, =
n % 1)
S, = (x €5 |x i = 0}
. - n_l
Por simetria y como £(S ) N Lb = 9

-1 1 ,.-1
#f+ (Lb) = 5 HE {Lb)

n
3 de: £ es fIS luego tenemas
donde & | + " J

-]
W (£,0) = % f L. ) .

n n-1L ) o 1 _k n+1 n+1
Como 95 = 8§ F 31 considerimos V = L.b en R y TR — =Y

la proyeccion, podemos considerar

n-1
Meg:S —V

1

2 n- §ow e o
entonces Mo g es antipcda y 0 F rg g (S } o EHESH por Andnog ron

w2(ﬂg g,9) = 1.

Ahora f+ es transversal a Ly Y m(L, ) 0, por lo qu«

b

m f :S:-~W! es transverzal a 0, luego l==Wzﬁng,O)E#2(7gf )

+ +

., —1
L f =W 0 L ssultado sigue .,
#2 . (Lb) 2(f, ) y el resultado U
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ntl

. % n - . _
Corolario: Si f£:S —=R -0 es _antipodo, entonces £ inter-

secta a toda recta por el oiigen al menos una vez.

Demostracidén: Si f(Sn) NL =¢, podemos usar esta recta para

1 -1
ver que Wz(f.D) . #£f (L) =0 .
Este resultado tiene una consecuencia muy bonita para demostrar
existencia de soluciones a sistemas de ecuacicnes no lineales.

. - ml . # TR
Recordemos que una funcion f:R —« R es una funcion impar

ai f(-x) = -f(x).
Consideremos el sistema de ecuaciones impares:

7 _
fl(xl""'x ) =0

n+l

(1) :

i 4 n+l

\fn(x jessnX. . a0 = 0

Teorema: E1l sistema (I) de funciones impares tiene una soluciodn

no trivial, es decir, existe y = (yl'""ym-l) # (0;+02,0)  tal

que f£,(y) = ... = fn(y) = 0,

Demostracidn: Supongamos que no existe y con fl(y) B e B fn(y)

= 0, Definimos E:Sn—-aRMI-—O por
E(}C) = (f(X):O))

donde f£f(x) = {fl(x)..., fn(x)).
Entonces £ es antipoda, pero f no intersecta al eje

Esta contradiccidn establece el teorema.
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' n n . . .
Corolario: S:a g:S —= R una funcion continua cualquiera, en-

tonces existe un par de puntos_antipodos (y, -y) gque tienen la

misma imdgen bajo g, i.e. g(y) = g(-y).

Demostracidén: Pongamos gy =M o9 ¥ fi(x) - gi(x) - g, (~x)
entonces las fi satisfacen el teorema anterior, por lo que tie-

nen un cero comun .Y, Y para esta se tiene g(y) = g(-y).
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6. Orientacién de Variedades

En la seccidn anterior hemos estudiado la teoria de ‘intersec-

cidn modulo dos. Estas ideas se pueden refinar para conseguir

una teorfa de interseccidn entera. Para esto hace falta restrin-
gir la clase de variedades con que trabajamos y es por eso que in

troduciremos el concepto de variedad orientable.

Primero veamos el caso mas sencillo, cuando nuestra variedad

. . n ~
es el espacio vectorial R . Sean « (vl....,vn): B = (wl,...,wn)

n . .
bases de Rn y T :R,—-+-Rn la transformacidén lineal que manda

vi
A T le asociamos la matriz (tij)' donde tij queda determi

nado por la ecuacidn:

T(vj) = tjl Wy + coa * tjn v

y esto nos permite definir una relacién de equivalencia entre las
n 2
bases de R como sigue:

n ' ; ; :
Dos bases de R, ay B, son equivalentes si el determinan-

|l
i,

en wi, i=1,...,n. I

e

te de (tij) es positivo. ||

Esta relacidn de equivalencia tiene exactamente dos clases de I

equivalencia a cada una de las cuales le llamaremos una orienta-

P n |
cién de R . . I

i n . .-
Asi pues, diremos que R es una variedad orientable y dar
. . - n . .
una orientacion a R es simplemente escoger una clase de equiva-
lencia de bases, o si se quiere una sola base como representante

de toda la clase.

-
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= N . _ v d . - - .
Zn R pocemn - _onar la 'orientacion usual”, es decir, escoger

la base usual el 2 (10 weweD) 4 vaei en = (0ii:i::0,1) .
4 ; g N
S1 Vv 23 una variedad de dimensidn n en R » cada punto
tiene un sistema de coordenadas ® definido en una vecindad suya.

Restringiendo el dominio del sistema de coordenadas a V conse-

3 . 2 A ' n
gulmos un difeomorfismo local @ de V en R

#E\‘T* __-_[RN
U

S 7

- n
S1 para cada Vv €V escogemos una base de T;V ‘Y en R pone-

. . A .
mos la base usual podemos expresar a la diferencial de ® median-
te una matriz. EL signo del deteminante de esta matriz no se al-
tera si cambiamos la base de TVV dentro de una misma clase de

equivalencia de bases.

Diremos que V es orientable si podemos escoger una orienta-

cién de T,/ Ppara cada v €V de tal manera que para cada siste

i : E A
ma de coordenadas @, el 31gno de deteminante de la diferencial de P
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A ;
Rn

sea independiente de v. Si este signo es positivo diremos que

D $ preserva la orientacidn y si es negativo diremos que la cam

»ia..
No toda la variedad es orientable. El ejemplo mds sencillo de

esto es el de la banda de M&bius.

e

El dar una orientacidn al plano tangente nos permite escoger una
direccidén perpendicular a la superficie en cada punto, siguiendo
la regla de la mano derecha o la regla del Tornillo como explica
mos en seguida:

sea ({v.,v.} una base ortogonal del plano tangente represen-

!

tante de la clase de orientacidn dada.

.,
n&/}

Ahora escogemos V3 perpendicular a 1la superficie y en la direc-

cién en la que entraria un tornillo =l girarlo de v, hacia v,
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como se ilustra en seguida:

A r\rs

T

S

Asi,si pudiéramos dar una orientacién a la Banda de Mbius tam-
bién podriamos poner un vector perpendicular a la superficie en

cada punto, lo cual es imposible sin romper la continuidad

Si V es una variedad orientable y con frontera, entonces su fron
tera 9dV, también es una variedad orientable.

MAs aun dada una orientacién para V podemos inducir una pa-
ra 3V como sigue:

1) El espacio tangente a V en un punto x € 3V puede descom-
ponerse como suma del espacio tangente a la dV mas en el espacio
perpendicular a dV, que es de¢ dimension uno.

2) Escogemos en el espacio normal un vector vl apuntando hacia

afuera de V vy completamos a una base [vl,vz,...,v } de TV
n X
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en la clase de equivalencia de la base que determina la orienta-
cidén de V, de manera que [vz,...,vn} sea base de TxBV.
La clase de equivaléncia de [vz,...,vn} determina una orien-

tacidon de V.

7. Numeros de interseccidn orientados.

Sean" V, W variedades orientadas compactas y Y ©W subvarie

dad orientada de Y tal que

dimV + dimY = dimW.

Sea f:V— W transversal a Y. Entonces £ (Y) consiste de

un numero finito de puntos. .

si x € f—l(Y) por la condicidén de transversalidad tenemos que

£,(T V) + T X

£(x) - Tf(x)W

y por la condicidn en las dimensiones, necesariamente

£,(rv) nT_, ¥ = (0}
=®

£(x)

Sean (v ,...,vn] ’ [wl,..f,wn] bases de Txv Y Tf(x)Y respec-

2 £

tivamente ,que ademas representen las orientaciones dadas entonces

e Wy s e 2 o L
(£~ f*vn Wy ,wn] es una base de Tf(x]w a clase de

-

T e L S e P

v

=n

']I:
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equivalencia de esta base puede o no representar la orientacidn
f-1

dada en Tf(x)w Y de acuerdo con esto asignamos a x € (Y) el

signo (+) & (-).

Definicidn: ELl numero de interseccidn de £(V) con Y es el nu

mero de puntos en £ “(Y) contados con su signo, es decir es el
numero de puntos con signo (+) menos el nimero de puntos con sig-
(-) de acuerdo con la discusidn anterior. Denotaremos ese numero
por IIf.Y).

Ahora queremos extender la definicidn de numero de interseccidn
para cualquier funcién £ :V — W no necesariamente transversal
a Y. Para esto daremos la siquiente proposicidn.

Sea V una variedad orientada con frontera y L wuna variedad
de dimengién uno orientada compacta transversal a la frontera de
V con

L = = 5 5
d L NV [xo xl]

Sea a:[0,1] 7 V una parametrigzacidn de L que por lo anterior

es transversal a dV.

Proposicidn: El numero de interseccidn

I(o3v) =0

Demostracidén: Si x € 3V, una base [Vz""'vﬁ] para Txav es

de orientacidn positiva si al afdadir un vector v, €TV que
X

apunte hacia el exterior de V 1la base [vl,vz,...,vn} de TV

representa la clase de orientacidn dada en V.
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Ahora bien, necesariamente los vectorss tangentes a L en

Xy ¥ X apuntan uno hacia afuera y uno hacia adentro de V como

se ilustra en seguida:

" Asi, necesariamente los signos de xo Y X son opuestos que es

lo que queriamos probar.

Sea f:V—eW con £ transversal a Y como antes y supongamos
que f extiende a una variedad K con frontera dK =V, es de-

cir F

K —W es tal que F|dK = £, con F transversal a Y.

Entonces F (Y) es una l-variedad orientada con frontera

-1 +1 i ;
3F (Y) = £ (Y). Pero por la proposicidn anterior tenemos:

¥(£,Y) = 0
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Obtenemos agisz

Teorema: Sea V frontera de una variedad orientada K ¥y

£:V—W un map de variedades orientadas. Entonces si f ex-

tiende a W, tenemos

st

[
[

I(£,Y) =0

orolario: Maps homotdpicos tienen el mismo numero de intersec-

—

e . §
cion orient

)y on: Sea F:I x V—W una homotopia entre £,y f

1

de V a W con F transversal a Y, entonces I(JF,Y) = 0.
Pero aho (I x V) = Vl - VO . Luego
: -1 -1
¢ v) = fl (Y) - fo (Y)

por lo que I(f,Y) = I(fl.Y] - I(fO,Y) = 0 vy el resultado se si-
gue.

Con este ro. ltado podemos generalizar I(£,Y) al caso en que
£ no sea transversal a Y. Basta tomar g homotopica a £ con
g transversal a Y, Y definir - I(£,Y) = I(g,¥).

cuando dimY = dimW, y W es conexo, definimos
gr(f) = 1(£,{y}

donde y es cualquier punto de W.
Por lo anterior gr(f) esta bien definido.

" Ejemplo: Sea @ = C—= ¢ dado pbdor ﬁn(z) = zm. Si restringimos

m
1 X g
1 A : § h i® im®
%n a S , obtenemos ¢%‘:s —5 dado por e F+—s¢€ . Luego
. 4
A-1,6 im® ‘9+2%£E m : ;
0 (e ) = (e ]k=l y cada uno de estos puntos tiene orien-=
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tacién +1, por lo que
A
gr(g) =m

Como aplicacién de lo anterior y de este ejemplo veamos el

Teorema Fundamental del algebra: Sea f:¢ —C un polinomio no

constante, entonces f tiene una raiz, es decir existe Z, € ¢

tal que f(zo) = 0.

Democtracién: Supongamos que f(z) se escribe como:

m
f(z) = a z 4 eee + a, con a_ #0

. n m-1 ;
Veamos que si fth) =az + t(am_lz + ... # ao) entonces exis

te R suficientemente grande tal que f£ _(z) # 0 para z] = R.

a .
En efecto basta tomar R > m. max [l.&‘]?
a

m =0

Entonces para |z| = R, tenemos,
m m-1
lamz | > t(]am_lz ETTR laol)

e + + a
lz L

luego ft(z) # 0 para |z| = R._ Pongamos

> tla o

ft(z)
(z) = ——— ara z| = R gt <]l
"
entonces gt(z) es una homotopia entre go(z) = _EmEm; Y
lag R

f(z2)
|£(=2) |

Por lo anterior, go(z) tiene grado m # 0. Si ahora

gl(z) ~ en el circulo |z]| =R.
£(z) ¥ 0 para toda z € C, podemos extender g,(z) a la bola

|z]| <R y por el teorema anterior grado(gl(z)) = 0., Esta con-

tradiccidn establece el resultado.
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Teoria del Punto fijo de Lefschetz

Sea f£:V—=V un map de una variedad orieﬁtada compacta en si
misma. Estamos interesados en encontrar condiciones que garanti-
cen que f tenga un punto fijo, es decir, que exista x € V con
£(x) = x.

Para esto asociamos a f su grifica

G(£) :V—=V x V
dada por G(f)(x) = (x,f(x))
Y sea A 1la diagonal en V x V, es decir A = {(x,x) |x €v] en

tonces A es subvariedad de V %X V con dimV = dim A
dimV 4+ dimA = dim (Vxv)

podemos asi definir:
L(£f) = I(G(£),4)

Y tenemos el siguiente resultado fundamental

Teorema (Lefschetz). Si f£:V—eV es un map con L(f) # O, en-

tonces £ tiene un punto fijo.

Demostracidn: Supongamos que f no tiene un punto fijo, enton-

ces G(f)(V) NA =g Y G(f) es transversal a A, _por lo que
I(G(f),A) = 0 = L(f).

Por definicidn de L(f) obtenemos del teorema

Proposicidén: Si £y g son homotdpicas entonces L(f) = L(qg).
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Decimos que un map f:V—=V es de Lefschetz si G(f) es

transversal ' a A.

Proposicidn: Todo map f:V —=V es homotdpico a uno que es Lefs-

chetz .

. - N
Demostracidn: Podemos encontrar S © R tal que F :V XS —sV

. -
es submersion, entgphces

G:VxS—VxV
dada por G(x,s) = (x,F(x,s))

es submersidn, es decir:

T E,‘(\.'xs) ;Tx(v) @Ts{s)_-.'rx(v) + T (v)

’

F(x.,s)

es sobre, por lo que G es transversal a A. Asi para casi todo
s, G, :V —=VxV es transversal a A y asi obtenemos la propo-
sicidn.

Estudiemos ahora como se ve f en la vecindad de un punto fi-
jo, cuando £ es Lefschetz. Sea f:V—=V con x €V t;l que

f(x) = x. Tenemos entonces

(Df) T (V) + &4 ~T (VxV)
X x X 2 X,X

’
y por razones de dimensidén, la suma es directa. Luego tenemos que

(Df)x (v) # u, es decir,, {Df)x no tiene valor propio +1. Deci

mos que x es un punto fijo de Lefschetz de £ si (Df)x es no
singular y no tiene vectores fijos.
Si x es un punto fijo de Lefschetz de £, denotamos por

Lx(f) el nimero de orientacién +1 de (x,x) en la interseccidn

———————————————
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de - G(£) <con . 2Asi para £ un map de Lefschetz tenemos

Por lo anterior si x es punto fiio de Lefschetz de £, tenemos
(pE_ <L} 3 T () F=eT_ (V)
x X x

y donde I es la matriz idéntica. Ahora tenemos:

Proposicidn: Para x punto fijo de Lefschetz de £, se tiene

i

L (£f) signo det(Df - I).
X L

1l

Demostracidn: Sea 8 (v ,...vn) una base orientada de T (V)
X

1

y sea A = Df . Entonces tenemos que VvV o es la orientacion de
x

la base:
LY r A iy *esep r ;
{(vlnvl) , (Vntvn) (Vl: Vl) (Vn Avn) ]
que es la misma que se obtiene restando a (vk'Ak) el vector
(vk,vk), luego tenemos que ver la base
[(vl.vl) PP (vn,vn) (0, (A —I)vl) i sasi 0, (A = r,)vn) )|

como A -I es isomorfismo, podemos encontrar [kk }] tales que
i .
v, =Z X (A-I)v. .
i
-

Luego restando estas combinaciones, el problema se reduce a la
orientacidn de la base:

[vlr---lvnofn "I)Vla -----;(A —I)Vn}

y la orientacidn de esta base es:

{signo B) .(signo (A -1I)B8)
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Ejemplos: Veamos los casos tipicos de puntos fijos de Lefschetz
2 2 . :

en el plano. Sea f:8 —» & que tiene al origen como punto fi

jo de Lefschetz.

si a = (Df)o. tenemos:
£f(x) = ax + €(x)

con &(x) —» 0 cuando x —»0.

Tomando coordenadas apropiadas, (Df)o es diagonizable

Entonces Lo(f) = signo(al-I)-signo(az-l)
y tenemos tres casos:
Caso 1. al y o, son miyores que 1. Entonces Lo[f] =4+1 vy

f se ve como una expansidn con fuente en el origen.

J/

VN

caso II. o, Y @ son menores que l. Entonces LO(f) =41 y

en este caso £ "contraes con pozoO en el origen”.

Sl

———gn )
F 4 T‘\\\
Caso IIX. Si @ <1< a,, entonces Lo(f) = -1; "el origen

es v, punto de gilla de montar.

L

PE— T B

e L
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Veamos otros ejemplos de como calcular la caracteristica de Euler

utilizando el teorema del punto fijo de Lefschetz. Sea

x+ (0,0, - %

II)C"’ (0,0,- é) I]

£ :52—-——--52 dado por f£(x) =

entonces todo cae hacia el polo sur:

¥

S
y asi el polo norte es fuente y el polo sur es pozo.

Como £ es homotdpica a la identidad con:
t
& il x+ (0,0, 2)

t Ix+ (0,0, £ |

tenemos que L(f) = x(sz} = 2 y obtenemos asi:

s s : H 2
Proposicidn: La caracteristica de Euler - Poincare de S es 2.

Supongamos ahora que tenemos las siguientes superficies

~.
&~ m hoyol
e T T

Podemos calcular X(Tk) como antes.

Por ejemplo cubrimos con

aceite todo Tk y para t > 0, ft es el flujo del aceite en T

en el tiempo t. Entonces f  es de Lefschetz y

N

n.g N es una fuente

&( S es un pozo

.') Y Ai Y Bi son puntos de silla de montar
<
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como antes obtenemos:

L(ft) = X(Tk) = 2 -2k
Se puede demostrar que cualquier superficie orientable compacta,

sin frontera es difeomorfa a una Tk

Proposicidn: La superficie Tk con -k aguijeros tiene caracte-

ristica de Euler - Poincaré:

X(Tk) = 2 -2k.

Cuando el map f es Lefschetz, podemos calcular Lx(f). Veamos
ahora que si f no es Lefschetz, podemos perturbar a £ tan po-

cO como se quiera para obtener una g gque si sea.

Teorema (Perturbacidn): Sea V © R™  abierto y £ :vV—=2" un

map con el origen como unico punto fijo, entonces existe una homo

topia f, de f tal que f1 tiene solo puntos fijos de Lefschetz

t

en V y ademas f_ = £ fuera de un compacto contenido en V.

Sea p:V—=[0,1] una funcidén tal que p(V) =1 y p(V=-K) =0

' . - n
Veremos que existen puntos a € R .

o
’

con ”a” arbitrariamente pequefla tal que
ft(x) = f(x) - t p(x) «a

es una funcidn adecuada. 'Si [|a|| es pequefia, £, no tiene pun-

tos fijos fuera de V. Ahora f no tiene puntos fijos en el com



pactc o weyo o en K-V
1E(x) - c
Supongamos cue 4| <-£u entonces
qft(x) - x|l > (%) = x| = ¢ pta)||of > %%

en K-V. Fuera de K, ft(x] = f(x) # x. Luego basta estudiar

£ _en V. Sea g(x) = £(x) - x. Usamos el teorema de Sard para

encontrar un valor regular o de g(x) con ”aH < OF2.

Veamos ahora los puntos fijos de £ 51 x es punto fijo de

1.
10 X € V. Ademas fl = f-a en la vecindad de x.

Luego (Dfl)x = (Df)x' Tenemos asi que x es punto fijo de

£

Lefschetz de £, si y solo si (Df)x - I es no singular. Pero

1
fi(x) = f(x) - «a = x. Luego g(x) = o«. Pero a es valor regu-
lar de g(x}, i.e. (Dg)x es no singular, pero (Dg) = (Df)x - I
X

Yy el resultado se sigue.
Definimos ahora otra nocidn de nimero de Lefschetz local de un
n n o . ;
map f:R —eR con 0 como unico punto fijo en la vecindad de

0. Sea B una bola cerrada con centro en 0.

Definimos F :aB-—a-Sn“l por
Pl s f(x) - x
le(x) - x|

Y E;(f) = grado de F = numero de Lefschetz local de f en x.

Esta definicidn es claramente independiente de B ya que el teo-

rema de la frontera para el grado da:
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K- 38-238

Veamos ahora que si x es un punto fijo de Lefschetz de £, en-

tonces

thf) = Lx(f) .

En efecto, supongamos que X = 0 y que £(0) = 0. Entonces en la

vecindad del 0,

f(x) = Ax + €(x)

€(x)

{lll

Como O es punto fijo de Lefschetz, A -I es isomorfismo, la

donde A& = (Df)0 Yy ——= 0 cuando x —=0.

imagen bajo A -I de la bola B(0,1) con centro en 0 y radio

1, contiene alguna bola con radio c¢ > 0. Tenemos asi:

la -1 x|l > ellxl para toda x € R"
Escojemos ¢ tal que et | < %% en B(O,%%).
[| ]| '
Definimos ft(x) a Ax + t €(x)
entonces |[|f_(x) - x|l > la-1)x|| - tlle(x) ]| > % Ixll y asi £

tiene solo a 0O como posible punto fijo en la vecindad de O.

si definimos F_ : 0B x I ‘—-—s“'l por
£ Ix] =~ %

Ilft(x) - x“
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obtenemos una homotopia entre F y g(x) = (A -1I)x.
Tenemos que go(f) = qr(Fl). Basta ver pues que si

;-
F_(x) = S—-—Eliiu—, entonces:

0
A -1) x|
Igr(FO(x)) = signo det(A -1I)
en efecto tenemos:

; ' ; . ) n .
Lema: Si B es isomorfismo lineal de R que preserva orienta-

cidén, entonces B es homotdpico a I. Si B cambia orientaciédn,

- -1 0 -
i . Ahora si
entonces B es homotopico a 0 In-1

signo det(A -I) = + entonces (A -I) ~ I

y si signo det(A -I) = - entonces (A -I) ~ = @ Yy obtene-

0 In-1
mos finalmente que
L (f) =L (f).
x X

De lo anterior podemos obtener:

i n 4 ..
Proposicidn: Sea f:R —e R" que tiene a 0 como punto fijo

aisladg en B. Si fl es homotdpico a f, vy fl = f fuera de

un _compacto contenido en el interior de B; fl tiene solo puntos

fijos de Lefschetz, entonces

L () = Z L (£)
X Z=fl(z) z 1

Demostracidn: Tenemos

F(Z) = f(_Z) =
l£(z) -z
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fl(z) -2

Y P (z) = —mm —
* £(2) -z]

coinciden en 9B, 1luego tienen el mismo grado. Ahora si zl,....zn

son los puntos fijos de fl y Bl,...,Bn bolas ajenas con centros

N

en las Zge entonces podemos extender Fl a B1==B-jLﬁ Int(B.).
= 5
N

Por lo que gr(Fllel) = 0 pero aal = 0B - ig& ani, por lo que

obtenemos:
gr(FlaB) =gr(Fl|aB) =gr(Fl|BB1) N gr(FllaBN)

y este es el resultado, ya que E;(f) = Lx(f).

Extendamos ahora los resultados anteriores al caso de varieda-
des tomando cartas locales.
Si f:V—=V esunmapy x €V es un punto fijo aislado de

f, utlizando cartas alrededor de x,
X X
¢ ] j st
v A"

entonces g tiene al 0 como punto fijo aislado y definimos

£

————————

g

—eein i

Lx(f) = LO(g). Como tenemos

3 §

- -1
(Dg)y -1 =D ¢, Df Do~ -1

-1
- -I) D
D ¢0 (Dfx ) ¢0

L _(f) solo depende de Df-x -I, i.e. es independiente de las car-

tas. Obtenemos asi:

e ———————— I R RS ES
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Corolario: Si f£:X —X tiene solo un nimero finito de puntos

fijos, entonces:s .

L(f) = z L (£)
X
£(x) =x
Este resultado nos permite calcular el invariante global L(f) en
términos de los invariantes locales Lx(f), que a su vez podrian .
haberse calculado ya bien sea a través del grado o cambiando a f

por una g homotdpica con todos sus puntos fijos de Lefschetz.

Campos vectoriales en esferas

n N ; .
Sea M © R una variedad compacta sin frontera. Un campo
vectorial en M es un map diferenciable v :Mn——----RN tal que pa
n n
ra todo x €M, v(x) € Tx(M ) .

El problema de campos vectoriales es el siguiente:

¢Dado M, existe un campo vectorial v no nulo en M?. Es decir,

N n
lExiste v :Mn-—a-R » con v(x) # 0 para toda x €M 2.

Veamos como aplicacidn de los resultados anteriores el siguiente

n i . 5
Teorema (Brouwer): S admite un campo vectorial no nulo si Vv so-

lo si es impar.

Este teorema es consecuencia de los siguientes tres resultados

- - n - .
Proposicion 1. Si S tiene un campo vectorial no nulo entonces

- n n - .
el map antipodo f:S — S dado por f(x) = -x, es homotdpico

a la identidad.
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Proposicidén 2. E1l grado- del map antipodo f:5" — s" s (-1)n+1.

Luego si n es par, f no es homotdpico a la identidad.

. . . s - Zk— .
Proposicién 3. La funcion v: S 1._4_R2k dada por v(xl.....xzk)=

= (—xz.xl.-x4,x3.....-xzk,xZR_l) es un campo no nulo en la esfemrm
52k-1

Veamos la demostracidn de la proposicidn 1.

n n+l 2
Sea v:S —R un campo vectorial tangente no nulo. Pode

mos normalizarlo para que sea unitario. Ahora recordemos que

¥(x) .x = 0 es la condicidn para que wv(x) € Tx(Sn).

Definimos:
rFig x [0,n]-—-Rn+l
por F(x,08) = x cos® + v(x) senb
entonces F(x,0) .F(x,9) = (x cos®+ v(x) sen®).(x cosf+ v(x)sené
= c0329 + sen29 = 1
‘luego F:s" x [0.n) c §"
Y F(x,0) = x

F(x,nm) = -x.

Veamos ahora la demostracion de la Proposicion 2.

n n
Consideremos el map fi :S —eS dado por:

R S L T O e (s ¥5 1



B84

Entonces es facil ver que grfi = =l. Ademds el map antipodo

f()c-ll""l 1) = (-xl:---a—x )

e n+l

ﬂf .--of

1 ° I o0 1
y como gr(fo, g) = gr(f) . gr(g), obtenemos el resultado.

Finalmente, la proposicidn 3 resulta de verificar que

X o Vix) = 0.
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