SISTEMAS DINAMICOS, PARTE 2: E.D.O. 1’ER ORDEN

Aqui veremos basicas definiciones y unas primeros técnicas para buscar for-
mulas explicitas (hasta quadraturas = calcular anti-derivadas) de soluciones a
una ecuacién diferencial ordinaria (e.d.o.) 1’er orden.
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1 campos de lineas y una e.d.o. 1’er orden

Una e.d.o. 1’er orden es geometricamente un campo de lineas sobre el plano y
las soluciones (o curvas integral) son las curvas planar (regular y conexo) que
son tangente a tal campo de lineas:
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Remark. Recordamos: analiticamente escribimos la ecuacion de una linea en
varias formas comun:

e y = px+y, para una linea no-vertical (con pendiente p),
e x = qy + x, para una linea no-horizontal,

e ax +by = c en forma simetrical (la direccion (a,b) # (0,0) es normal a la
linea).

En formulas describimos un campo de lineas sobre el plano con una ex-
presién:

a(z,y)dx + b(z,y)dy =0 (1)

significando que en un punto (7,,%,) € R? tenemos la linea que contiene el
punto (z,,¥y,) con normal dirigido por el vector (a(z,,¥o), (%o, yo)). La linea
esta bien definida en los puntos regular donde a(x,y) # 0 6 b(x,y) # 0. Los
puntos (z.,ys) donde a(zs,y«) = 0y b(zs,y.) = 0 son puntos singular del
campo (no hay una linea determinada en tales puntos).

Si no mencionamos al contrario generalmente asumimos que las coeficientes
a(z,y),b(z,y) en son funciones suaves (o a veces analiticas) sobre el plano
y que sus puntos singular (si existen) son aislados.

EJEMPLOS.

e —ydr + xdy = 0. El origen (0,0) es un punto sigular. En un punto
(z,y) # (0,0) tenemos la linea con normal (—y,z), lo que es la linea que
pasa por (z,y) y (0,0). Las curvas integrales son las lineas por el origen.

e xdx + ydy = 0. El origen (0,0) esta de nuevo un punto singular. Las
curvas integrales son circulos centrado por el origen.



Remark. Las dos expresiones: adx + bdy = 0, 6, padx + pbdy = 0 para
cualquier p(x,y) # 0 presentan el mismo campo de lineas (el factor u no efecta
las direcciénes normal de las lineas). En los puntos donde b(x,y) # 0 el campo
de lineas no es vertical y podemos describirlo por los pendientes:

Pl y) = bgz; — dy/dz =y

Una solucidon seria una grafica y = f(x) sobre el eje x tal que f'(x) = p(z, f(z)).
Similarmente cuando a(x,y) # 0 el campo de lineas no es horizontal y
podemos describirlo por los pendientes:

b(z,y)

=dz/dy =x'.
ate.y)

q(z,y) = —

Una solucidn seria una grafica x = g(y) sobre el eje y tal que ¢'(y) = q(9(y),y).

2 forma normal, definiciones

El forma normal para una e.d.o. 1’er orden consiste en coordenadas donde lo
vemos como lineas no-vertical. Es decir, describiendo las lineas no-verticales
por sus pendiente, podemos escribir tales e.d.o. como:

y' = dy/dx = p(z,y) (2)
donde R? --» R, (x,y) — p(x,y) prescribe el pendiente de la linea por (z,y).

Definition 1. Una solucion particular a una e.d.o. 1’er orden en forma normal
es una funcidn x — s(x), definido sobre algin intervalo x € (xg,x1) tal que

s'(z) = p(, s(x))
se satisface identicamente sobre el intervalo x € (zg, z1).

Es decir una solucién es una funcion cuyo grafica y = s(z) (sobre el eje-x)
esta tangente al campo de lineas correspondiente al .

EJEMPLOS.

e y = s(x) = cx para ¢ = cst. es una solucién de y' = y/x (que pasa cuando
x =07).

e y = s(x) = sinz es una solucién de y' = /1 — y? (sobre cuales interva-
los?).

e soluciones de ' = f(z) conocen de célculo: calcula la anti-derivada! Es
decir la daintegral indefinida: y = [ f(x)dz + cst. son todos soluciones.

e soluciones de y' = g(y) son (cuando g # 0) por integral indefinida x =

f % + est. (que pasa cuando g(y.) = 07)



Vemos que en ‘resolver’ un e.d.o. hay unos puntos adicional para prestar
atencion. Primer: un e.d.o. 1’er orden en el plano no tiene una sola solucion,
sino una familia de soluciones (que dependen por un parametro). Podemos pre-
cisar una solucién particular al dado e.d.o. en precisar un punto particular en
que tal solucién debe pasar (esto llamamos prescribir un condicion inicial para
tal solucién particular). Segundo: el intervalo en que algin solucion particular
esta definido como una grafica no tiene que ser todo el eje-z. Entonces tam-
bien debemos describir el intervalo (conexo) més grande (maximal) en que tal
solucion esta definida. Formalmente:

Definition 2. Una solucion particular al e.d.o. con condicién inicial (2,,y,) €
R? es una curva integral que contiene el punto (x,,Y,). Para una e.d.o. en
forma normal esto es una solucion y = s(x) tal que s(x,) = yo, que se
denota comunmente como y(x,) = Yo, para brevedad.

Definition 3. El intervalo maximal de existencia de una solucion y = s(x) con
condicion inicial s(x,) = Yy, a una e.d.o. en forma normal es el union de
todos los intervalos conezos que contienen x, y sobre que s(x) esta bien definido.

Una resultado fondamental sobre intervalos maximal de existencia esta la
siguiente (no demonstraremos ahora):

Theorem 1 (extension theorem). Considera una e.d.o. 1’er orden en forma
normal donde p : R? = R, (x,9) — p(z,y) esta continuo y definido sobre
todo el plano. Entonces:

1. El intervalo mazximal de existencia de cualquier solucion esta un intervalo
abierto.

2. Si el intervalo maximal de ezistencia de alguna solucion s(x) esta finita,
digamos (x_,x4) para 4 < oo, entonces s(x) — oo mientras x x4 .

En breve, para una e.d.o. continuo y definido (es decir sin puntos singular)
sobre todo el plano, las soluciones siempre pueden extender si no escapan al
infinito.

EJEMPLOS.

e dy/dx = y*. La solucién particular con condicion inicial (x,,%,) esta

y = m Cuando ¥, > 0 el intervalo maximal de existencia esta
(—o0,x0 + y%) Cuando gy, = 0 la solucién esta y = 0 definido sobre todo
R = (—o00,00). Cuando y, < 0, el intervalo maximal de existencia esta

(Io + y%,OO)

e dy/dx = +/]y|. Tenemos soluciones para cualesquieras concactenaciones
de los partes cresciendos de parabolas y = 4+(c—x)? y segmentos del eje-x.

o dy/dx = (y —a)(y — b)(y — ¢) donde a < b < ¢ son constantes. Tenemos
soluciones ‘obvios’ de equilibrio: y = a,b,c. Una formula expicita in-

. . Y —

V?lucra usar fra(%mones pffmr(nales para.calcular Ik =00 — x + cst.
Si no deseamos informacion tan preciso podemos dibujar la forma de las
soluciones en ver el signo del pendiente entre estas soluciones de equilibrio.



3 e.d.o. seperables

De célculo tenemos un proceso para encontrar soluciones al e.d.o. de las sigu-
ientes formas particular:

o y =dy/de = f(z) = y=[ f(x)dz + cst.

o v =dy/dr =g(y) = xzf%+cst.

Combinacién de estos dos tipos tenemos el clase de e.d.o. seperables:

Theorem 2. Para un campo de lineas en la forma particular:
A(xz)dx + B(y)dy =0

tenemos sus soluciones como curvas implicitas (conjuntos niveles) hasta quadrat-
uras: [ A(z) dz+ [ B(y) dy = cst.

Proof. Sea (z,,y,) algin punto en el plano y poner ¢(z,y) = f; A(u)du +
fyy B(v)dv que esta definido, al menos para (z,y) alrededor (z,,y,). Afirmamos
que un conjunto nivel de ¢ define una curva integral de nuestro campo lineal. De
hecho, recordamos que las lineas normal de algun conjunto nivel ¢(z,y) = cst.
estan dirigido por (g—i, %’)‘(r,y) = (A(z), B(y)) como deseamos. O
Remark. Alternativamente, la forma particular separable en forma mormal
parece como:

y' = f(@)g(y)
con soluciones hasta quadraturas f% = ff(x)dx + cst. y mas tipicamente
trabajamos con esta forma.

EJEMPLOS.

e xdxr + ydy = 0, entonces las soluciones son conjuntos niveles: cst. =
2 2
Jxdz+ [ydy = %+ %, es decir circulos con centros por el origen (como

ya sabiamos).

e ydxr + xdy = 0, dividiendo por xy tenemos df + % =0 = cst. =

logx + logy = log(xy) = xy = cst.

o dy/dr =y/r — f%:f%@—i—cst. = logy =logz+cst. = y/o =
cst. ‘

o dy/dz =eV"" = [e¥dy= [e "dx+cst. = eV =e" +cst.

Notar: si requerimos soluciones particular, tenemos que precisar el valor del
constante de integracion (para que la curva si pasa por el punto requerido).
Si queremos analizar la curva como una grifica (sobre eje-x) tendremos que
despejar para y como funcion de x y determinar el intervalo maximal en que tal
expresion esta definido alrededor nuestro valor inicial.



A Que significa resolver un e.d.o.? (optativa)

La nocién que un ecuacion es ‘resolvable explicitamente’ depende de la clase
de funciones con que deseamos representar la solucién. Por ejemplo para una
e.d.o. en forma normal y' = p(z,y) en el plano con coordenadas (z,y) € R?
tenemos:

e funciones elementales en los variables x,y: los polinomios, trigonometri-
cas, exponenciales igual que todos las funciones obtenida por un numero
finito de sus inversos/composiciones/operaciones algebraicos.

e funciones hasta quadraturas de los que definan el e.d.o.: anadimos a
las funciones elementales la funcion p(z,y) igual que todos las funciones
obtenida por un numero finito de sus inversos/composiciones/operaciones
algebraicos/derivadas/anti-derivadas.

el primer clase es mas estricta (la mayoridad de e.d.o. no admeten soluciones
que son expresible en funciones elementales, p.ej. dy/dx = e*ﬁ) y generalmente
la segunda clase de ‘soluciones hasta quadraturas’ es que uno significa cuando
hablamos de soluciones explicitas a algin e.d.o.

Resulta que un e.d.o. ‘tipico’ no tiene soluciones explicitas, ni hasta quadrat-
/
uras!

Preguntas como: jdado un e.d.o. ¥’ = p(z,y) como puedo decidir si existe un
solucion explicita en funciones elementales? ;en funciones hasta quadraturas?
comenzan una gran tema de ‘integrabilidad’ (analogos de la teorfa de Galoirﬂ
para e.d.o.). Ver p.ej. la referencia:

e H. Stephani. Differential equations: their solution using symmetries.
Cambridge University Press, 1989.

para una introduccién a esta tema (las motivaciones principales para grupos
y algebras de Lie). Tambien notamos que estas preguntas no son solamente
interesante teoricamente, pero son aplicados en sistemas de algebra computa-
cional (cuando pides a Maple o Matematica resolver alguna e.d.o. se aplican
estas teorias para decidir si existen formulas expicitas, y ademas para encon-
trarlos cuando existen).

B Teoremas de comparacién (optativa)

Encontrar soluciones explicitas (hasta quadraturas) a un e.d.o. dado es en gen-
eral dificil (sino imposible). Un herramiento valorable para entender soluciones

1Tal vez has escuchado que polinomios de grado 1,2,34 tienen formulas generales
para sus raizes en terminos de sus coeficientes con operaciones elementales (adi-
cion/multiplicacion/inversos/radicales). Pero para polinomios de grado 5 o mas ya no existe
tales formulas generales para las raizes.



de e.d.o. sin la necesidad de resolverlos explicitamente estan ‘teoremas de com-
paricion’. No hay un teorema de comparicion, mas bien hay un variedad de
tales teoremas que sientan bajo una tema comun. A saber la idea general es
decir cuales relaciones entre unos e.d.o.’s nos permite concluir relaciones entre
sus soluciones. El arte de usar tales teoremas consiste en encontrar manera para
comparar algun e.d.o. complicado con algin e.d.o. entendido. Para e.d.o. 1’er
orden consideramos dos e.d.o. en forma normal:

dy/dz = p(z,y), dy/dx= P(z,y)
y tenemos:

Theorem 3. Considere dos campos de lineas no vertical sobre el plano con
pendientes dado por funciones continuos p, P : R? — R tal que

p(z.y) < P(x,y), V(z,y) R
Entonces para y = s(z),y = S(x) soluciones a tales e.d.o. (s'(x) = p(x, s(x)),
y, S'(x) = P(z,S(x))) tenemos:
1. si s(z,) < S(x,) entonces s(x) < S(x) para todos x > x, en que las
soluciones son definidos,
2. si s(x,) > S(x,) entonces s(x) > S(x) para todos x < x, en que las
soluciones son definidos.
Corollary. En la misma situacion como en la teorema anterior y soluciones

y = s(x),y = S(x) con misma condicion inicial s(x,) = S(x,), entonces:

{s(x) < S(x), x>z,

s(x) > S(z), =<z,
para todos x en que las soluciones son definidos.

Proof. Suponer que s(z,) < S(z,) (el caso cuando s(z,) > S(z,) se demuestra
en la misma manera). Ponemos A(z) = S(x) — s(z). Queremos demonstrar que

A(z) > 0 para todos = > z, en que S, s son definidos. Notar:
(i) S(zo) > s(x,) = A(zp) >0,
(ii) S, s siendo soluciones son diferenciables (y continuos) entonces tambien A
es diferenciable (y continuo).

(i) Si A(zy) = 0 algin z, > 2, = S(z.) = s(zs) =y = Al(zs) =
S'(xy) — 8 (x:) = P(xs,ys) — P(xs,y«) > 0 = A(x) > 0 para todos z
en algin intervalo [z, x. + €4) con €, > 0.

Ahora suponer, por contradiccion, que hay alguna x; > x, en el dominio de A
con A(z1) < 0. Entonces tenemos un valor:

2. = sup{z € [ro,01] : A@) = 0 € (w0, a1)

donde A(z.) = 0y A(z) > 0 todos © € (x.,21). Pero ahora estamos en
contradiccion de (iii) arriba que dice A(x) > 0 algunos = > . O



Esta teorema de comparicion 3| junto con la teorema de extension [1| estan
utiles en dibujar corectamente la forma de soluciones a e.d.o. aun que tal vez
no conocemos sus formulas expicitas.

EJEMPLOS.

oy =1—2%2—9y%=p(x,y) <1—2% = P(x,y). Podemos concluir que
cualquier solucion y = s(z) de ' = 1 — 22 — 4% con s(0) =y, > 0 va a
tener algun cero s(z,) = 0 con z, > 0 antes que y = y, + = — %

e ' =sin(zy) € [—1,1], las soluciones y = s(z), no pueden escapar, siendo
atrapados entre s(0) —z < s(z) < $(0) + z. Entonces todos sus soluciones
estan definidos para todos valores de z, es decir todos soluciones tienen
intervalo maximal de existencia (—o0,00) = R.
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