
Sistemas dinamicos I: sistemas lineal autonoma1

Aqui consideramos los sistemas lineal que entendemos lo mas completa: sis-
temas lineal autonoma

dx/dt = Ax

donde x ∈ Rn, y A : Rn → Rn una transformación lineal.
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1 terminologia y estrategia general

Sistemas lineal tienen un rol central en los sistemas dinamicas, por consecuencia
tienen el siguiente lenguaje estandar:

Definition 1. Una sistema lineal autonoma en Rn es una sistema de e.d.o. 1’er
orden en la forma:

dx/dt = Ax

donde x ∈ Rn y A : Rn → Rn es una transformación lineal.

Definition 2. Una sistema lineal no-autonoma en Rn es una sistema de e.d.o. 1’er
orden en la forma:

dx/dt = A(t)x

donde x ∈ Rn y, para cada t ∈ R, A(t) : Rn → Rn es una transformación lineal
(que depende por t en una manera no trivial).

Definition 3. Una sistema lineal no-homogenea (y no-autonoma) en Rn es una
sistema de e.d.o. 1’er orden en la forma:

dx/dt = A(t)x+ b(t)

donde x ∈ Rn y, para cada t ∈ R, tenemos b(t) ∈ Rn (no identicamente cero) y
A(t) : Rn → Rn alguna transformación lineal.

Sistemas de e.d.o. lineal tienen la siguientes propiedades útiles:

Proposition 1. Para un sistema lineal general: dx/dt = A(t)x+b(t), cualquier
dos soluciones x1(t),x2(t) tienen diferencia una solucion al corespondiente sis-
tema homogenea, es decir:

x2(t) = x1(t) + xh(t)

donde xh(t) es algun solucion de dx/dt = A(t)x. Cuando A(t),b(t) son definidos
para todos t ∈ R y continuo en t, entonces soluciones con cualquier valor inicial
existen y son unicas. Ademas son definidos para todos t ∈ R.

Proposition 2. Para un sistema lineal homogenea dx/dt = A(t)x (donde A(t)
puede ser autonoma, o, no-autonoma), el espacio de soluciones son un espacio
vectorial. Es decir, para cualquier dos soluciones x1(t),x2(t) y cj ∈ R entonces
tambien

c1x1(t) + c2x2(t)

seria una solucion de dx/dt = A(t)x.

Proposition 3. Para un sistema lineal autonoma dx/dt = Ax, los espacios
propios de A son invariantes. Es decir una solución que comenze con valor
incial en un espacio propio de A, queda por todo tiempo en el mismo espacio
propio de A.
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Proof. Para el primer, notamos que f(t,x) = A(t)x + b(t), esta localmente
Lipschitz en x (cuando A(t),b(t) son continuo en t) y aplica la teorema de
Picard-Lindelöf para que soluciones existen y son únicas, al menos para algún
intervalo de tiempo. Para ver que son definidos para todo el tiempo notamos
que la solucion equilibrio x(t) ≡ 0 esta definido para todo el tiempo, entonces
por unicidad de soluciones esta suficiente considerar una solucion con x(t) ̸= 0
en todo so dominio de existencia donde queremos ver que x(t) queda finita
(mientras queda finita, Picard-Lindelóf permita siempre extender su dominio de
definicion). Entonces ponemos ν(t) = |x(t)| ∈ R>0 y queremos ver que ν(t) esta
definido para todo el tiempo (que no escapa al infinito). A saber tenemos:

ν′ =
x · x′

|x|
=⇒ |ν′| ≤ |x′| ≤ α(t)ν + β(t)

donde α(t) = sup{A(t)v : |v| = 1}. Aplicando teorema de comparicion (con la
edo 1’er orden lineal arriba) tenemos que ν(t) esta finita y definido para todo
el tiempo y entonces tambien x(t).

Para las siguientes propiedades, mas algebraicas, ponemos xh(t) = x2(t) −
x1(t) y tenemos x′

h(t) = x′
2(t)−x′

1(t) = Ax2(t)+b(t)−Ax1(t)−b(t) = Axh(t).
Para la segunda, tenemos: c1x

′
1(t) + c2x

′
2(t) = c1A(t)x1(t) + c2A(t)x2(t) =

A(t)(c1x1(t) + c2x2(t)). Para el tercer sea E ⊂ Rn un espacio propio de A. En
particular A(E) ⊂ E. Entonces la e.d.o. restringida:

dξ/dt = A|Eξ, ξ ∈ E, A|E : E → E

es lineal y autonoma. Una solucion de tal e.d.o. restringida ξ(t) ∈ E ⊂ Rn

es tambien una solucion del e.d.o. original (y queda por todo el tiempo en E).
Por unicidad de soluciones del sistema original, cualquier solucion con condicion
inicial en E coincide con algun solucion de esta sistema restringida y entonces
tambien va a quedar para todo el tiempo en E.

Usando las propiedades arriba tenemos el siguiente estrategia para entender
sistemas lineales:

1. Si el sistema no es homogenea, buscamos algún solución particular xp(t).
Segun proposicion 1, para obtener cualquier otra solucion seria suficiente
entender el sistema homogenea corespondiente.

2. Para un sistema homogenea buscamos varias soluciones con condiciones
inicales independientes. Gracias a proposicion 2, cualquier combinacion
lineal de tales soluciones tambien seria solucion. En particular si logramos
encontrar n soluciones independientes, xj(t), a un sistema lineal en Rn la
solucion general seria (unicidad de soluciones) de la forma:

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + ...+ cnxn(t)

para unos constantes cj ∈ R (determinada por la condicion inicial).

3. Para un sistema autonoma (y homogenea), buscamos soluciones en re-
stringir nuestro atencion a los espacio propios de A que serian sistemas
lineal de dimensiones inferior (y, por consequencia mas sencillos).
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2 ejemplos

2.1 sistemas lineal orden 2

Consideramos sistemas lineales autonomas en el plano: dx/dt = Ax para
x ∈ R2. Como vimos arriba el analisis de tales sistemas reduce a describir
los espacios propios de la transformacion lineal A : R2 → R2.

1. Suponer que A tiene dos valores propios real, λ1, λ2 ∈ R con propios
vectores independientes v1,v2. En este base, A es diagonal (y la sistema
es desacoplada y seria facil de resolver). Mas preciso podemos observar
que para cada par λj ,vj tenemos un sistema 1-dimensional, a saber para
que x(t) = x(t)vj seria solucion en esta espacio propio necesitamos:

x′ = x′vj = A(x) = xA(vj) = λjxvj ⇐⇒ x′ = λjx ⇐⇒ x = Ceλjt

o, en resumen que tenemos las soluciones particular:

x1(t) = eλ1tv1, x2(t) = eλ2tv2.

Ya que v1,v2 son un base, la solucion general seria de la forma:

x(t) = C1x1(t) + C2x2(t) = C1e
λ1tv1 + C2e

λ2tv2

que podemos analizar/dibujar dependiendo de los signos de los λj .

Cuando los valores propios son real y distintos, siempre tenemos este caso
diagonalizable. Es decir en el base de vectores propios, es decir las coor-
denadas:

Xv1 + Y v2 ∈ R2

la transformacion lineal A esta dado por el matriz diagonal diag(λ1, λ2),
y entonces la sistema en esta base tiene la forma:(

X ′

Y ′

)
=

(
λ1 0
0 λ2

)(
X
Y

)
.

2. Suponer que A tiene un valor propio real repetida λ∗ ∈ R con solo un
propio vector: Av∗ = λ∗v∗. El mismo como antes obtenemos una solucion
particular: x∗(t) = eλ∗tv∗ a lo largo este espacio propio (linea).

Para obtener la solucion general (como combinacion lineal de soluciones
particulares) requerimos otra solucion independiente de x∗(t). Para esto,
la estrategia mas comun es poner la matriz en forma normal de Jordan
(con vector propio generalizado). Es decir calculamos un u∗ tal que

Au∗ = λ∗u∗ + v∗

y buscamos una solucion en este base:

x(t) = X(t)v∗ + Y (t)u∗
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seria una solucion cuando:

X ′v∗ + Y ′u∗ = (λ∗X + Y )v∗ + Y λ∗u∗ =⇒ X ′ = λ∗X + Y, Y ′ = λ∗Y

que resolvemos en etapas: primer Y = Ceλ∗t, y segundo la solucion del
edo lineal X ′ = λ∗X+Ceλ∗t es X = (Ct+B)eλ∗t para la solucion general:

x(t) = eλ∗t (C1v∗ + C2(u∗ + tv∗)) (1)

En resumen en el base de vectores propios/vectores propios generalizados,
es decir las coordenadas:

Xv∗ + Y u∗ ∈ R2

la transformacion lineal A esta dado por un bloque de Jordan, y entonces
la sistema en esta base tiene la forma:(

X ′

Y ′

)
=

(
λ∗ 1
0 λ∗

)(
X
Y

)
con soluciones general de eq. (1) (es decir X = (C1 + C2t)e

λ∗t, Y (t) =
C2e

λ∗t).

3. Suponer que A tiene valores propios complejas (con parte imaginaria no
cero). Que las entradas de A son real, su polinomio caracteristica tiene
coeficientes real y entonces sus raices estan conjugadas:

λ± = a± ib (λ+ = λ−)

con b ̸= 0. Para encontrar las soluciones en la misma manera como antes,
pasamos por un momento a permitir todos los variables ser complejas
(complexificamos la sistema). Despues encontrar las soluciones con vari-
ables complejas, tomamos combinaciones apropiadas para tener soluciones
real al problema original. Entonces sea

Z =

(
z1
z2

)
∈ C2

y considera A =

(
a b
c d

)
: C2 → C2, Z 7→ AZ =

(
az1 + bz2
cz1 + dz2

)
con la

sistema lineal compleja:
(∗) Z ′ = AZ

Tenemos ahora dos vectores propios complejas:

AV± = λ±V±

que, igual como antes, generan soluciones

Z±(t) = eλ±tV±, (eλ±t = eate±ibt = eat(cos bt± i sin bt)).
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Para regresar a soluciones reales, notamos que aun la sistema (∗) es lin-
eal entonces tambien combinaciones lineales de sus soluciones siguen solu-
ciones. En particular veremos que podemos sacar las partes real/imaginarias
de Z± para obtener soluciones real al sistema original.

Entonces dividimos en partes real y imaginario, escribiendo:

V± = u± iv

donde u,v ∈ R2 satisfacen:

Au± iAv = (a± ib)(u± iv) = (au− bv)± i(av + bu)

es decir Au = au− bv, Av = bu+av. En particular vemos que V + = V−
y entonces

Z+(t) = Z−(t).

Recuerda que el parte real/imaginaria de un variables compleja esta una
combinacion del variable con su conjugado asi:

Re(Z+) =
Z+ + Z+

2
, Im(Z+) =

Z+ − Z+

2i

entonces tambien Re(Z+) = Z++Z−
2 , Im(Z+) = Z+−Z−

2i ∈ R2 serian
soluciones reales del sistema original. Haciendo la multiplicacion:

eat(cos bt+i sin bt)(u+iv) = eat(cos bt u−sin bt v)+ieat(cos bt v+sin btu)

y, por consecuencia las dos soluciones reales:

x1(t) = eat(cos bt u− sin bt v), x2(t) = eat(cos bt v + sin bt u) (2)

al sistema original (para solucion general x(t) = c1x1(t) + c2x2(t)).

En resumen, en el base u,v por partes real/imaginaria de un vector propio
compleja (V+ = u+ iv), es decir las coordenadas

Xu+ Y v ∈ R2

la transformacion lineal A esta en forma normal, con la sistema:(
X ′

Y ′

)
=

(
a b
−b a

)(
X
Y

)
con solucion general generado por las soluciones de eq. (2) (es decirX1(t) =
eat cos bt, Y1(t) = −eat sin bt, y X2(t) = eat sin bt, Y2(t) = −eat cos bt.
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