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Tarea 3 (método de series, linealizacién)

1. Encuentra una solucién en serie de potencias alrededor de x = 0 de las siguientes ecuaciones
diferenciales con condicién inicial y(0) = yo.
(a) y' =y
(b) ¥ =ey
© ¥ —sy=1+z

2. Encuentra las expansiones hasta orden 3: y = yo + 12 + 222 + y32° + ..., en serie de potencias
alrededor de x = 0 de las soluciones a las siguientes ecuaciones diferenciales con valor inicial

y(0) = yor
(a)

(b) o =1+a?+y?

(c) y' = sin(zy).

y =2’ -y’

3. Considera la siguiente ecuacion diferencial que depende de un parametro pu € R:

/

Yy = —y + pa’y’.
Suponiendo que una serie de potencias en el parametro u:
y = so(x) + ps1(z) + puso(x) + ...

sea solucién de este sistema, con valor inicial y(0) = s¢(0) = 1, determina férmulas expliicitas
para los primeros dos coeficientes: so(z), s1(x).

4. También podemos aplicar el método de expansion a ecuaciones diferenciales de orden maés alto,
o a sistemas. Encuentra las expansiones en serie de potencias de las soluciones a las siguientes
ecuaciones diferenciales con los valores iniciales dados:

(a) % = 2y con y(0) = yo, ¥'(0) = y; alrededor de = = 0.

(b) y" —2zy + Ay =0, donde X € R es un pardmetro. Encuentra la expansién de las soluciones
con valores iniciales y(0) = 0,4/(0) = 1. Como parecen tales expansiones para A = 27
A =67

(c) Para el sistema dv/dt = xy, dy/dt = tx? con valores iniciales z(0) = wg,y(0) = 0,
encuentra los primeros términos de sus expansiones en ¢t hasta orden 3.



. Considera una solucién, z(t), de la ecuacién del péndulo:

2 = —sinz

con condicién inicial 2(0) = €,2/(0) = 0. Demuestra que el periodo T'(¢) de tal solucién tiene la
expansion en potencias de € dada por:

T(e) =2 + %gz 4.

. Para r = y/22 + 92, considera el siguiente campo de lineas definido por partes:

O=vr—zdr—+r+zxzdy ; y>0
O=r—zde+r+azdy ; y<o0’

(a) Encuentra las curvas integrales.
(b) Es posible que este campo de lineas esté dirigido por algiin campo vectorial continuo?

Comentarios: Para (a) tenemos una e.d.o. homogénea (p.ej. sustitucién y = uz). Para (b)
puedes pensar sobre qué direccién podria tener tal campo vectorial a lo largo del eje x positivo.

. Considera el siguiente campo de lineas de la forma:
(*) (x4 avy — by*)dz + (y + bry — ax?)dy = 0
donde a,b € R son pardmetros.

(a) Convierte (x) a coordenadas polares: z = rcosf,y = rsinf.

(b) Describe cémo las curvas integrales de (x) dependen de los pardmetros a, b.

. Considera un sistema lineal no auténomo (es decir, sus coeficientes dependen de ‘t’):
(*) dz/dt =at)z+ B(t)y, dy/dt=r~y(t)x+5(t)y.

(a) Muestra que la pendiente p = y/x a lo largo de una solucién de (x) satisface una ecuacién
de Riccati:
dp/dt = a(t) + 2b(t)p + c(t)p?

y determina los coeficientes a, b, ¢ en términos de «, 3,7, J.

(b) Supén que v # 0. Sit+— (x(t),y(t)) es alguna solucién de (), muestra que y(t) satisface
una e.d.o. de 2’do orden de la forma:
d*y dy
%)  — t)— t)y=20
() )+ ao(t)y
y determina los coeficientes ai,ag en términos de «, 3,~,6. Reciprocamente, verifica que

una solucién y(t) de (xx) genera una solucién (z(t),y(t)) del sistema original (*) para
z =Y
B!



9.

10.

11.

12.

Considera la funcién valor absoluto f : R — R, x ~— |z|. Muestra que f es Lipschitz en R (es
decir, existe alguna constante L > 0 tal que |f(x) — f(y)| < L|z — y| para todo x,y € R).

Sugerencia: Es posible tomar la constante L como L = 1. Considera la desigualdad triangular

aplicada a |z| = |z —y + y|, y similarmente a |y| = |y — =z + z|.

Sea f : R — R de clase C* (es decir, f es diferenciable con derivada continua). Para xg € R,
muestra que f es Lipschitz alrededor de xy (es decir, existe alguna constante L > 0 tal que
|f(z) — f(y)| < L|x — y| para todo x,y en algin intervalo alrededor de x).

Sugerencia: Usa el teorema del valor medio.

En este ejercicio vas a demostrar el Lema de Gronwall, que es una herramienta poderosa para
establecer teoremas de comparacién entre soluciones de ecuaciones diferenciales.

Sean u,v,c : [0,7] — R donde u,v son continuas, y c¢ es diferenciable y positiva. Supén que
tales funciones satisfacen la desigualdad:

o(t) < eft) + /O w(s)o(s) ds, € [0,T].

(a) Define R(t) := fg u(s)v(s) ds. Muestra que 4 — uR < uc.

(b) Usa un factor integrante u(t) para escribir la desigualdad de la parte (a) en la forma:

d
7 (UR) < puuc.

(c) Integra ambos lados de la desigualdad de la parte (b) de 0 a ¢ y, haciendo una integracién
por partes (nota: pu' = —uu), reordénala en la forma de la desigualdad de Gronwall:

t
() < e(0)edo w)ds 4 / ¢ (s)edt urir g
0

En este ejercicio vas a demostrar una teorema de comparicion usando la Lema de Gronwall del
ejercicio anterior. Considera una e.d.o. de 1’er orden:

(%) dy/dt=p(t,y)

tal que p : R x R — R es Lipschitz en y (es decir existe un constante L > 0 tal que |p(t,y1) —
p(t,y2)| < Lly1 — yo| para cada t € R, y1,y2 € R).

Sea y1(t), y2(t) dos soluciones de (x), definidos sobre el intervalo ¢ € [a, b].

(a) Pon z(t) := y1(t) — y2(t). Muestra que:

2(0)] < J2(a)| + / Liz(s)| ds

para todo t € [a,b].
Comentario: Recuerda | [ f(u) du| < [|f(u)| du.

(b) Aplica la Lemma de Gronwall a la desigualidad de parte (a) para establecer que:
[y1() = 12()] < ly1(a) — ya(a)|e" )

todo t € [a,b].
Comentario: Considera la Lemma de Gronwall con v(t) = |2(t)|, u(t) = L, c(t) = |z(a)]
en la notacién del ejercicio anterior.



