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Tarea 9 (variacion de constantes: e.d.o. lineal no-homogenea, repaso para examen 2)

1. Determinar las soluciones de los siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) y′′ − 3y′ + 2y = sin 5t,

(b) y′′ + y′ = 3et/2, con valores iniciales: y(0) = 4, y′(0) = 3,

(c) y′′ + y = cosx, con valores de frontera y(0) = 0, y(π/2) = 0, y
∫ π/2
0 ydx = −1/2,

(d) x3y′′′ + x2y′′ − 2xy′ + 2y = 2x4, (x > 0),

(e) x3y′′′ + 5x2y′′ + 3xy′ = x2, (x > 0).

2. Utilizar el método de variación de parámetros para resolver los sistemas:

(a) x′ =

(
−1 −1
−5 3

)
x+

(
sin t
0

)
(b) x′ =

(
2 −1
3 −2

)
x+

(
e2t

e−2t

)
(c) x′ =

(
0 1
−2 −3

)
x+ e−t

(
1
−1

)
.

3. ¿Es posible que cada solucion, y(x), del e.d.o.:

y′′ = xy′ + f(x)y

tiene y(x) → 0, y′(x) → 0 mientras x → ∞?

Sugerencia: Considere el Wronskiano de dos soluciones (independientes) del sistema.

4. Considere la siguiente ecuacion diferencial parcial (ecuacion de ondas 1-dimensional):

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂t2
= 0.

Haciendo el hipotesis que alguna solucion es de la forma particular:

u(x, t) = f(x)g(t),

encuentra las soluciones de esta forma que tienen f(x+ 2π) = f(x) periodico de periodo 2π.

5. Considere la ecuacion diferencial de Bessel (que depende por un parametro n ∈ N):

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0, (x > 0)

(a) Determina un cambio de variable de la forma y = µ(x)Y que transforma la e.d.o. de Bessel
al:

(∗) Y ′′ +

(
1 +

1− 4n2

x2

)
Y = 0, (x > 0).

(b) Sea Y (x) una solucion del ecuacion de Bessel definido para todos x > 0, y con condiciones
iniciales Y (2n) = 0, Y ′(2n) > 0. Demuestra que Y (x) tiene infinitos ceros.

Sugerencia: Usa la teorema de comparicion de Sturm (#2 de la tarea anterior), con a(x) =
1

4n2 ≤ 1 + 1−4n2

x2 = A(x) para x ≥ 2n (usando la notacion como #2 de la tarea anterior).



Resumen de temas:
La tema general del 2’da parte ha sido las sistemas de ecuaciones diferenciales (y tambien e.d.o. de
más alta orden) que son lineal (≈ ch. 3, 4, 7 de Boyce-DiPrima).

• Sistemas autonoma: tenemos sistemas de la forma

dx

dt
= Ax, x ∈ Rn

donde A : Rn → Rn es una transformacion lineal fijo (matrix n× n con coeficientes constantes).
Estos sistemas resolvemos en analizar los propios valores/propios vectores de A para encontrar
un base de soluciones cuyos combinacione lineales generan las soluciones general:

– valor propio real λ ∈ R, con vector propio real v⃗ ∈ Rn: Av⃗ = λv⃗ genera un solución eλtv⃗,

– valor propio compleja λ± = a± ib ∈ C (con b ̸= 0) y vector propio V⃗± ∈ Cn: AV⃗± = λ±V⃗±,
genera soluciones x1(t),x2(t) ∈ Rn por partes real/imaginaria de:

eλ+tV⃗+ = eat(cos bt+ i sin bt)(u⃗+ iv⃗) =

x1(t)︷ ︸︸ ︷
eat(cos bt u⃗− sin bt v⃗)+ i

x2(t)︷ ︸︸ ︷
eat(sin bt u⃗+ cos bt v⃗)

donde escribimos V⃗ = u⃗+ iv⃗ en partes real/imaginaria con u⃗, v⃗ ∈ Rn.

– valor propio λ repetida, dependiendo del multiplicidad, determina vectores propios genera-
lizados:

(A− λId)v⃗1 = 0, (A− λId)2v⃗2 = 0, (A− λId)3v⃗3 = 0, ...

que generan soluciones de la forma eλtv⃗1, e
λt(tv⃗1+ v⃗2), e

λt(t2v⃗1+ tv⃗2+ v⃗3), ... (en caso que
Av⃗2 = λv⃗2 + v⃗1, Av⃗3 = λv⃗3 + v⃗2).

Generalmente enfocamos en los casos de sistems en R2, o, R3.

• E.d.o. orden n autonoma: para salvar tiempo es importante resumir las resultados que
obtenemos despues traducir e.d.o. lineal orden n con coeficientes, aj ∈ R, constantes a ciertos
sistemas lineales autonomas corespondientes:

(∗) dny

dxn
+ an−1

dn−1y

dxn−1
+ ....+ a2

d2y

dx2
+ a1

dy

dx
+ a0y = 0

es equivalente al sistema lineal autonoma:


y
y′

...

y(n−2)

y(n−1)


′

=


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
...

...
... ..

...
0 0 0 ... 1

−a0 −a1 −a2 ... −an−1




y
y′

...

y(n−2)

y(n−1)

,

y encontramos soluciones mas eficiente en recordar:

– el polinomio characteristico asociado a (∗) (con raizes los valores propios) determinamos
en substituir y = eλx que conduce directamente de (∗) a:

λn + an−1λ
n−1 + ....+ a2λ

2 + a1λ+ a0 = 0

– un valor propio real λ ∈ R conduce al solucion particular: eλx.

– un valor propio compleja λ = a ± ib ∈ C (con b ̸= 0) conduce a dos soluciones particular:
eax cos bx, eax sin bx.

– un valor propio real, λ ∈ R, repetida de multiplicidad k+1 conduce al soluciones particular:
eλx, xeλx, ..., xkeλx

– un valor compleja, λ = a ± ib ∈ C, repetida de multiplicidad k + 1 conduce al soluciones:
eax cos bx, eax sin bx, xeax cos bx, xeax sin bx, ..., xkeax cos bx, xkeax sin bx (este caso casi no
hemos visto porque requiere orden al menos 4).

Generalmente enfocamos en los casos de 2’da orden, o 3’er orden.



• Caso no-autonoma: sistemas no-autonoma, o e.d.o. orden n con coeficientes no constantes:

dx

dt
= A(t)x, x ∈ Rn

con A(t) : Rn → Rn una transformacion lineal cada t (matriz n× n con entradas que dependen
por t), y similar:

(∗∗) dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ ....+ a2(x)

d2y

dx2
+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = 0

son generalmente no posible resolver explicitamente (sin usar método de series). La única tecnica
general es substituciones (cambios de variable). En particular hemos visto las siguientes casos
especial:

– tipo Cauchy-Euler: cuando tenemos la forma particular

(C − E) xn
dny

dxn
+ an−1x

n−1 d
n−1y

dxn−1
+ ....+ a2x

2 d
2y

dx2
+ a1x

dy

dx
+ a0y = 0

para aj ∈ R algunos constantes. Siempre la substitucion x = et convierte (C − E) a algun
e.d.o. lineal con coeficientes constantes (que tenemos tecnicas general para resolver). Es
importante notar que transformar el e.d.o. no es necesario, ya que sabemos la substitu-
cion y = eλt = xλ conduce al polinomio characteristica, podemos encontrar el polinomio
characteristica (para λ) de (C − E) en substituir:

y = xλ.

– reduccion de orden: en caso sabemos algún solucion particular yp(x) ̸= 0 de (∗∗), la subs-
titucion y(x) = u(x)yp(x) siempre reduce (∗∗) a algún e.d.o. lineal de orden n − 1 para
v = u′.

Tambien vimos un poco de la teoŕıa general, donde lo más general principio se trata con el
Wronskiano (determinante del flujo):

– Para t 7→ x1(t), ...,xn(t) ∈ Rn soluciones de algún sistema lineal (dxdt = A(t)x, x ∈ Rn) su
Wronskiano:

W (t) = det(x1(t), ...,xn(t))

satisface dW
dt = tr(A(t))W .

Notar: en convertir un e.d.o. lineal orden n (como (∗∗)) al sistema lineal corespondiente, la
Wronskiano de algunos soluciones particular y1(x), y2(x), ..., yn(x) del e.d.o. orden n seria:

W (x) = det


y1(x) y2(x) ... yn(x)
y′1(x) y′2(x) ... y′n(x)
...

... ...
...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) ... y

(n−1)
n (x)


que satisface dW

dx = −an−1(x)W .



• Caso no-homogenea (variación de constantes): al final vimos método de variación de
constantes para sistemas de la forma:

dx

dt
= A(t)x+ b(t), x ∈ Rn

con A(t) : Rn → Rn algunas transformaciones lineal, y t 7→ b(t) ∈ Rn, y similarmente para
e.d.o. orden n de la forma:

(∗ ∗ ∗) dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ ....+ a2(x)

d2y

dx2
+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = f(x).

El método en esta situacion consiste en decir si conocemos la solucion general, c1x1(t) + ... +
cnxn(t) con cj ∈ R constantes, al sistema homogenea (dxdt = A(t)x) que buscamos solucion
al sistema no-homogeneo en permitir las coeficientes cj(t) depender de t y resulta que tales
funciones deben satisfacer:

c′1x1 + ...+ c′nxn = b.

En el caso de e.d.o. orden n este método traduce a cuando conocemos n soluciones independientes

y1(x), y2(x), ..., yn(x) del parte homogenea ( d
ny

dxn + an−1(x)
dn−1y
dxn−1 + .... + a2(x)

d2y
dx2 + a1(x)

dy
dx +

a0(x)y = 0) obtenemos soluciones c1(x)y1(x)+ ...+ cn(x)yn(x) al e.d.o. no homogenea (∗ ∗ ∗) en
buscar cj(x) resolviendo los siguientes e.d.o. 1’er orden:

c′1y1 + ...+ c′nyn = 0,

c′1y
′
1 + ...+ c′ny

′
n = 0,

...

c′1y
(n−2)
1 + ...+ c′ny

(n−2)
n = 0,

c′1y
(n−1)
1 + ...+ c′ny

(n−1)
n = f(x)

que despues de hacer la eliminacion algebraica reduce a calcular un serie de anti-derivadas para
determinar las funciones cj(x).


