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Introduccién

Modelos y modelacion

@ Un modelo es una representacion aproximada de una situacion fisica.

. E. P. Box, (¢]

“Todos los modelos son erréneos, pero algunos modelos son dtiles.”

@ En ocasiones, cuando los problemas son complejos (extensos), una opcién
préactica es el uso de modelos probabilisticos y modelos estadisticos que
consideran “patrones regulares” de ruido. Muchas veces estos modelos son
empiricos pero Utiles en la practica (working models).

@ Los modelos lineales nos ofrecen una forma de explicar la variable de respuesta
en términos de otras variables. Estos modelos si tratan de explicar y aproximar la
realidad a diferencia de los modelos de series de tiempo que buscan (;explicar?)
predecir la respuesta con base en ella misma.
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Introduccién

Modelos estadisticos lineales

@ Modelos de regresion lineal mdltiple:

Y =PBo+Bix1 + BaXa + - + BXk + € (1)
@ Modelos polinomiales:

y=Bo+Bix+Bx?+ -+ BxK+e

Este modelo es de la misma forma que el modelo (1) con x; = x'.
@ Modelos sinusoidales:

Yy =0Bo+ B1sinf + Bocosh + ¢

similar al modelo (1) con x; =sinfy xo = cos6.
@ Modelos como

et
Yy = Po+ B1logé&i +ﬁzg +e
donde x; = log &y, Xp = 652/53
@ Ejemplo de un modelo no lineal:
y =0Bo(1 - e*mg) +e€ -ebz
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Introduccién

La “mejor” linea recta

B =tg(6) Y =Bo+Pix

[NV

-ebz

5/55

E. Barrios tadistica Aplicada Il 0 - Introduccion (30 de agosto de 2023) Otono 2023



Introduccién

Modelacion estadistica’

¢

Postule la clase general de los
modelos

Identifique el modelo que sera
tentativamente utilizado

Estime los parametros del
modelo utilizado

tentativamente ‘

Verificacion del modelo

¢Es el modelo adecuado?

si

'

Utilice el modelo

"Box and Jenkins, 1970, p. 19. 6/55
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Introduccién

Datos observados y modelo ajustado

Regi6én Experimental (Observada)
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Introduccién

Criterios para determinar la “mejor” linea recta

Modelo
Yy =080+ pB1x1 +e

@ Criterio Lo: Elija (5o, A1), de modo que
DW= = (vi—Bo—Fix)=0

I 1

@ Criterio Ly: Minima Desviacion Absoluta
min Z lyi — Bo — Bixil
i
@ Criterio Lp: Minimos Cuadrados
min Z(YI — Bo — Bixi)?
i
@ Criterio Lo : Minima Desviacién Maxima

mBl'n {m;’ixb’i —Bo— 51Xi|}

E. Barrios Estadistica Aplicada Il 0 - Introduccion (30 de agosto de 2023) Otono 2023



Introduccién

Modelo y supuestos de la regresion lineal

@ Modelo
Vi = Bo + BiXit + BeXipg + -+ BpXp +¢€i, i=1,...,n
O en notacién matricial,
y=XB+e
@ Supuestos

o El modelo es correcto.
o Los errores son i.i.d.: e ~ N(0, o%/)
@ Ajuste del modelo (estimacion de parametros)
B=(X'X)"" X'y ~ N(B,0*(X'X)™")
6% = 7=i= lly — XBI|® ~ x5_,_1, independiente de 3

@ Validacion del modelo (Andlisis de Residuales)
e=y-y=y-Xp

Si el modelo es correcto los residuales se comportan como “errores estimados”.
Por tanto, s cumplen éstos con los supuestos en los que se basa el modelo?
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Introduccién

Supuestos sobre la aleatoriedad de los errores y consecuencias

Modelo:
=po+Bix+e
Supuestos:
e~N(0,0%), iid.

Consecuencias:
respuesta observada: y ~ N(Bo+ p1x, 02)
pendiente: B ~ N (51 7 UZSLXX)
ordenada al origen: Bo ~ (,307 [n %;‘X D
suma desviaciones: (n—2)s?/0%® ~ X2,

respuesta ajustada:  §(x)=fo +Fix ~ N (50 4 Bix, 02 [% + (X;j)ZD

nueva observacion: yxX)=9(x)+e ~ N (,30 1 Bix, 02 {1 4140 SXX)ZD
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Introduccién

Bandas de confianza y Bbndas de prediccion

respuesta media,
nueva observacion

AL
Y =PBo+Bux
_ - Recta Ajustada

E. Barrios
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Introduccién

Analisis de varianza

Analisis de Varianza

Fuente GL Suma de Cuadrados  Cuadrados Medios F
Debido regresion 1 S (Gi — 7)? heg 2::2:
Residuales n—2 S — i)? 52

Total (Corregido)  n — 1 Sy — 7)?

Andlisis de Varianza y Suma Extra de Cuadrados

Fuente GL Suma de Cuadrados  Cuadrados Medios  F
Bo 1 ny?

81150 1 SZ,/Sxx CMpeg

Residuales n—2 por diferencia 52

Total n S y?

Coeficiente de correlacion miltiple R :
__ SC debido regresion _ S°(§; — )2

B _ — : 0< R <1
SC corregida SWi—y)?
R? Ajustado:
5 n—1
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Ejemplo: Datos vapor?

Introduccién

Diagramas de Dispersion

obs Xq Xo Y
1 353 5.20 10.98 &L
2 297 512 1113 1290
3 308 619 1251
4 588 389 8.40 1 ® S
5 614 628 9.27 o
6 713 576 8.73 N 10 o o
7 744 345 6.36 o ° o° °
8 767 657 8.50 °"o
9 707 569 7.82 8- © o
10 575 614 9.14 ®
11 464 484 8.24 7 °
12 289 488 1219 o
13 281 603  11.88 T T T T T
14 391 455 957 30 40 5 60 70
15 468 571  10.94 X
16 485  5.67 9.58
17 593 672 10.09 )
18 700 495 8.11 12-| ° °
19 700 462 6.83
20 74.5 6.60 8.88 114 > o0
21 721 501 7.68 o
22 581 568 8.47 10 °
23 446 528 8.86 > ° ° o
24 334 536 1036 ] ° o °
25 28.6 5.87 11.08 sl © % .
o
Donde, 7- °
Xy temperatura atmosférica (° F) °
Xp tiempo de operacién promedio (hrs.) T T T T T T T
y: consumo de vapor (Ib/mes) 35 45 . 5.5 6.5
2
—-ebz
2 .
Draper and Smith (1998) 13/55
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Introduccién

Ejemplo: Datos vapor (cont.)

Ajuste del modelo y = 3y + B1x1 + €

Minitab:  Stat — Regression

Regression Analysis: y versus x1

The regression equation is

y = 13.6 - 0.0798 x1

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 13.6230 0.5815 23.43 0.000
x1 -0.07983 0.01052 ~-7.59 0.000
S = 0.890125 R-Sq = 71.4% R-Sqg(adj) =
Analysis of Variance

Source DF SS MS F
Regression 1 45.592 45.592 57.54
Residual Error 23 18.223 0.792

70.2%

P
0.000

Estadistica Aplicada Il

0 - Introduc
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Introduccién

Ejemplo: Datos vapor (cont.)

Analisis gréfico de residuales & = y — By — B1x

Gréaficas de residuos para y

Gréfica de probabilidad normal vs. ajustes
]
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- 1 - - - - .
an .
- L] L]
£ L S 0 . .
) 3 0 e T e T [
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e €, .
10 - * -
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-2 1 [ 1 H 7 g 3 10 1
Residuo Valor ajustado
Histograma vs. orden
g
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Residuo
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Residuo Orden de observacion
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Introduccién

Ejemplo: Datos vapor (cont.)

Ajuste del modelo y = By + B1X1 + €

R: mod <- 1lm(y x1, data=dat)

Call: Im(formula =y x1, data = dat)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 13.62299 0.58146 23.429 < 2e-16
x1 -0.07983 0.01052 -7.586 1.05e-07

Residual standard error: 0.8901 on 23 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.7144, Adjusted R-squared: 0.702
F-statistic: 57.54 on 1 and 23 DF, p-value: 1.055e-07

Analysis of Variance Table
Response: y

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
x1 1 45.592 45.592 57.543 1.055e-07
Residuals 23 18.223 0.792

-ebz
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Introduccién

Ejemplo: Datos vapor (cont.)

Analisis gréfico de residuales & = y — By — B1x

Residuals vs Fitted Q-Q Residuals
v o o
i 30 < 30
o o E) X}
o —o ° o o ?, o rpoo
‘_|§ o o o] o @®
o
2 0] \O\—M g oA 55>
8 @ © o k<] &
© 7 ° E T A ]
07° ° c o
o ] 10 g o~ onmo
o~ T T T T [ T T T T
8 9 10 11 -2 -1 0 1 2
Fitted values Theoretical Quantiles
Scale-Location Residuals vs Leverage
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g - 08 o o o° o El 8 o ®
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Introduccién

Ejemplo: Datos vapor (cont.)

Ajuste del modelo y = Bo + B1x1 + BaXe + €

Minitab: Stat — Regression

Regression Analysis: y versus x1, x2

The regression equation is
y = 9.47 - 0.0798 x1 + 0.762 x2

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 9.4742 0.9619 9.85 0.000
x1 -0.079761 0.007533 -10.59 0.000
x2 0.7616 0.1592 4.78 0.000
S = 0.637158 R-Sq = 86.0% R-Sq(adj) = 84.7%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P

Regression 2 54.884 27.442 67.60 0.000

Residual Error 22 8.931 0.406

Total 24 63.816
-ebz
18/55
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Introduccién

Ejemplo: Datos vapor (cont.)

Andlisis gréfico de residuales & = y — 8o — B1xi — Paxe

Gréaficas de residuos para y

Gréfica de probabilidad normal vs. ajustes
L]
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Introduccién

Ejemplo: Datos vapor (cont.)

Ajuste del modelo y = By + B1X1 + BaXo + €

R: mod <- Im(y ~ x1 + x2, data=dat)

Call:
Im(formula = y ~ xl1 + x2, data = dat)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|
(Intercept) 9.474222 0.961894 9.850 1.59e-09
x1 -0.079761 0.007533 -10.588 4.22e-10
x2 0.761648 0.159201 4.784 8.90e-05

Residual standard error: 0.6372 on 22 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.86, Adjusted R-squared: 0.8473
F-statistic: 67.6 on 2 and 22 DF, p-value: 4.035e-10

Analysis of Variance Table

Response: y

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
x1 1 45.592 45.592 112.305 4.157e-10
x2 1 9.292 9.292 22.889 8.896e-05
Residuals 22 8.931 0.406
-ebz
20/55
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Introduccién

Ejemplo: Datos vapor (cont.)

Andlisis gréfico de residuales & = y — 8o — B1xi — Paxe

Residuals vs Fitted Q-Q Residuals

05 1
|
o
S

-05
I
o

Residuals
Il
g{)
o
}j
Standardized residuals
0
Il

11830 o~ _oin 023
LI R — T T T T T
6 7 8 9 10 11 12 -2 -1 0 1 2

-15

Fitted values Theoretical Quantiles

Scale-Location Residuals vs Leverage

— 120
119
230

15

0.5
I
)
o
o
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|Standardized residuals|
O
o
o
o
Standardized residuals
0
I

o1
- --Cooles distanes
T T T T T LI N B B B B B

6 7 8 9 10 11 12 000 010 020 0.30 —ebz
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Introduccién

Transformaciones a una linea recta

Funciones linealizables y formas lineales

Funcién Transformacién Forma
Linealizable Lineal
y = BoxP Y =logy, X = logx Y = log 8o + 51X
y = Boe’* Y =logy Y =log By + Bi1x
Yy = Bo + B1log x X = log x y =00+ pX

_ X _ 1 _ 1 _
Y= Box+8 Y_V’X_Q Y =0 +5X
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Introduccién

Transformaciones a una Linea Recta

Bo>0,B;>0;x>0 Bo>0,B1<0;x>0
o
—_— py=-1
—_ Bi<-1
Modelo — B>t
— X
y=poe’
— By<l
Bo>0,B;>0;x>0 Bo>0,B;<0;x>0
—_— Bl
—_— -1
Modelo — A<t
¥y = Bo + B1 log(x)
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Introduccién

Transformacion estabilizadora de la varianza Box-Cox

Ajuste el modelo de regresion lineal simple a
la respuesta

Transformacion potencia Box-Cox

y> A#0
log y A=0

Use A\* que minimice la suma de cuadrados
de los residuales SCpes(\).

IOg(SCRes()‘))

Intervalo (aproximado) del 100(1 — o) % de
confianza para A:

2
SC* = SChres(A") (1 + M)
1%

donde v(= n — 2) son los grados de libertad
de los residuales.
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Introduccién

Validacion del modelo

Modelo correcto: error puro y falta de ajuste

B 0 Yau
[}
[}
---- Faltade ajuste ;
- - -~ Error puro '
- :yzu’yz
[}
[}
.
] L] -
- . -7
- Y2I A -
hd T 92~ __—VS‘TA77
A | - o Y3~Ys
Yo oA~ Vs 2
- |
9_1 +—"‘ L4 0 y3,-Vs
— - A - I
-7 enih b 1
_--" Vi e ® Yau
r- 0 ViV L]
0 Yu
I I I
X1 X2 X3
X
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Introduccién

Modelo Correcto: Error Puro y Falta de Ajuste

En la presencia de réplicas puras la suma de cuadrados de los residuales se puede
descomponer como

ST V=92 = Y Si i —7? S ni( - 9)?

SCResiduaIes SCError Puro + SCFalta de Ajuste

g.l
(n—-2) = (n—m) + (m-2)
Bajo los supuestos del modelo, CMgp = SCgp/(n — m) y CMga = SCga/m — 2 son
estimaciones independientes de o2 y su cociente seria aproximadamente 1. De hecho,
bajo los supuestos del modelo:

Entonces, si

F> F(1_a;m_27,,_,,,) — EI modelo no es correcto
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Introduccién

Modelos de analisis de covarianza

Ejemplo: Salarios por género y antigiiedad

Una empresa tiene un sistema de puntos, que dependen basicamente de la antigliedad del
empleado, y que estan muy correlacionados con el salario. Se tomé una muestra aleatoria de 30
mujeres y 30 hombres y se observaron los puntos acumulados. ¢ Hay diferencia de género en la
asignacion de puntos?

o hombres
o mujeres
o o
o g O . g 8o o
o OD"“OEODDQD %a 0 0
° o o
o o7 WJB¥se 0T, 0 goo
° g °
T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
puntos
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Introduccién

Comparacion de lineas rectas

Ejemplo: Salarios por género (cont.)

30+ y=5.88+1.01*afios
—— hombres o
25 —— mujeres

20+

15+

puntos

10+

afios
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Introduccién

Datos influyentes y atipicos

Ejemplo: Score de aptitud de Gesell

Datos influyentes y atipicos

n:  Observacion
Edad primera palabra (meses) 120 .19
y:  Score de aptitud de Gesell

x

i X y n X y ° e o

1 15 o5 | 11 7 113 1007 e

2 26 71|12 9 9 . . o°

3 10 8 | 13 10 83 i .

4 9 9l | 14 11 84 o

5 15 102 | 15 11 102 7

6 20 87 | 16 10 100 .2
7 18 93 | 17 12 105

8 11 100 | 18 42 57 oo

9 8 104 | 19 17 121 .18
10 20 94|20 11 86

21 10 100 T T T T T T
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Introduccién

Analisis grafico de residuales

Ejemplo: Score de Aptitud de Gesell (cont.)

Residuals

|Standardized residuals|

Residuals vs Fitted

30-] a19
20+
10+ oo °
o
o
0 \2 ¥
o §
. o
~104 o .°
H
13°
20 T T T T
70 80 % 100
Fitted values
Scale-Location
o198
1.5
130
1.0+ ° ° e
s 0o 0
°o
0.5 ° e
o
0.0
T T T T
70 80 % 100

Fitted values
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Introduccién

Seleccion del modelo

Ejemplo: Datos sobre cemento de Hald®
El siguiente juego de datos es sobre el endurecimiento de cemento Portland, famoso por su nada
facil modelacién.

variable concepto
Xq Cantidad de tricalcio de aluminiato, 3 CaO - Ak Os.
Xo Cantidad de tricalcio de silicato, 3 CaO - SiO,.
X3 Cantidad de tricalcio de aluminio ferrito, 4 CaO - Al O3 - Fex O,.
Xq Cantidad de dicalcio de silicato, 2 CaO - SiO,.
y Calor en calorias por gramo de cemento.

Los regresores, x1, X2, X3, X4 son medidos como porcentaje del peso de las ollas donde se hace el

cemento.
obs Xy Xo X3 X4 y
1 7 26 6 60 78.5
2 1 29 15 52 74.3
3 1 56 8 20 104.3
4 1 31 8 47 87.6
5 7 52 6 33 95.9
6 11 55 9 22 109.2
7 3 7 17 6 102.7
8 1 31 22 44 72.5
9 2 54 18 22 93.1
10 21 47 4 26 115.9
11 1 40 23 34 83.8
12 1" 66 9 12 113.3
13 10 68 8 12 109.4
-ebz
3Draper & Smith (1998). 31/55
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Introduccién

Criterios para la seleccion de modelos

Ejemplo: Datos sobre cemento de Hald (cont.)

Estadisticos Coeficientes

k p g s 2 R R Cp AlC Bg B4 Bo B3 B4
T 0 1]15.04 226.31 : T 442.92 [ 95.42 . . : .
2 1 2[10.73 115.06 0.53 0.49 202.55 102.41|| 81.48 1.869 .

3 1 2| 9.08 8239 0.67 0.64 142.49 98.07 || 57.42 . 0.789 .

4 1 2|13.28 176.31 0.29 0.22 315.15 107.96 || 110.20 : . —1.256 .
5 1 2| 896 80.35 0.67 0.64 138.73 97.74 || 117.57 . . . —0.738
6 2 3| 241 579 0.98 0.97 268 64.31| 52.58 1.468  0.662 .

7 2 3[11.08 122.71 0.55 0.46 198.09 104.01|| 72.34 2.312 . 0.494 .
8 2 3| 273 7.48 0.97 0.97 550 67.63[103.10 1.400 . . —0.614
9 2 3| 6.45 41.54 0.85 0.82 62.44 89.93| 72.08 . 0.731 —1.008 .
10 2 3| 9.32 86.89 0.68 0.62 138.23 99.52 || 94.16 . 0.31 . —0.457
11 2 3| 419 17.57 0.94 0.92 22.37 78.74 | 131.28 . . —1.200 —0.724
12 3 4| 2.31 535 098 0.98 3.04 63.90 || 48.19 1.696 0.657  0.250 .
13 3 4| 2.31 533 0.98 0.98 3.02 63.87|| 71.65 1.452 0.416 . —0.237
14 3 4| 2.38 565 098 0.98 3.50 64.62 || 203.64 . —0.923 —1.448 —1.557
15 3 4| 2.86 8.20 0.97 0.96 7.34 69.47 || 111.68 1.052 . —0.410 —0.643
16 4 5| 2.45 598 0.98 0.97 500 65.84| 62.41 1.551 0510 0.102 —0.144
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Introduccién

Violacion de supuestos: normalidad

Distribucion normal de errores

La prueba de Jarque-Bera se basa en la prueba de score. Compara de manera conjunta el
coeficiente de asimetria y curtosis contra los correspondientes parametros de la distribucion
normal, resumido en el siguiente estadistico de prueba

2 (k—23)?
B = 2
J n < 5 + o2
donde,

mg 15 (x — %)° my 15 (x — x)*

B TS P R CS L TS S O

conm, = ‘; 27:1 (x; — X)", el r-ésimo momento central muestral.
Los autores muestran que bajo el supuesto de normalidad,

JB L 2

y la prueba es asintéticamente eficiente, que no lo es para muestras pequefas (n < 100).
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Muestras simuladas y estadistico Jarque-Bera JB (valor-p)

escala normal

escala normal

normal uniforme Ji-cuadrada.5
~—  (n=50) ~—  (n=50) . ~—  (n=50) .
A .
_ K _ .
. 2’ £~ ,C B
g g ” s
°7 /' @ °7] o s °7]
© ©
7] 3o 3
:{ ® .'l ® o
N ° IB=06(0.739) - ° IB=321(0.201) N °  IB=6.09(0.048)
.
T T T T T T T
-2 -1 0 2 00 02 04 06 08 10 2 4 6 8 10
X X X
normal uniforme Ji-cuadrada.5
- (n=500) . - (n=500) . o (n=500) g
. .
o~ o~ o~
T T
- £ - £ -
o o
o z o z o
w© w©
T 2 T 2 T
1] 1]
o o o
1 r 1 1
P JB=0.28(0.87) = JB=286(0) P JB=2256(0)
T T T T 1 T T T T 1 T T T T
-3 -2-10 1 2 3 00 02 04 06 08 10 0 5 10 15 20
X X X
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Introduccién

Violacion de supuestos: homoscedasticidad

Minimos Cuadrados Generalizados

Suponga el modelo y = X3 + € con
El) =0, y var(e) =X =02V # o2/

En este caso, utilizar minimos cuadrados ordinarios (MCO) no es lo apropiado pues
las condiciones de Gauss-Markov no se cumplen. (Piense en la variaciéon de
observaciones o pesos de las observaciones.)

Puesto que V = ﬁvar(e), podemos suponer que la matriz V es definida positiva.
Entonces, existe Rpxn no singular y simétrica tal que V = R'R.

Defina: Luego,
w = Ry Yy = XB+e
Z = R'X Ry = RI'Xg+R e
5§ = R e w = ZB+46

-ebz
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Residuales
Regresion lineal simple: = . )
—— dos desviaciones estandar
Coefficients: . °
Estimate Std. Error t value Pr(>|t]) 5 7
(Intercept) 49.4434 4.2889 11.53 3.8le-12 g ‘
gasto 8.0484 0.3265 24.65 < 2e-16 E ﬁ 1 - l % 3
B -5
Residual standard error: 8.999 on 28 degrees of freedom .
Multiple R-squared: 0.9559, Adjusted R-squared: 0.9544 -10q !
F-statistic: 607.5 on 1 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16 sl o
o Problema: Varianza creciente. -20- ; — ;
2 4 6 8
grupo
Varianza(ingreso) vs. gasto promedio
140
Regresion lineal $2 vs. X: )
1201 .
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>[t]) 1007
(Intercept)  -9.903 16.764 -0.591 0.58040 N
xbar 7.703 1.309 5.885 0.00201 5 g0 S99+7.7x
Residual standard error: 19.26 on 5 degrees of freedom 60
(2 observations deleted due to missingness) . .
Multiple R-squared: 0.8739, Adjusted R-squared: 0.8486 401
F-statistic: 34.64 on 1 and 5 DF, p-value: 0.002012 .

—-ebz
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Introduccién

Ejemplo: Venta alimentos (cont.)

w <- 1/predict (mod2,data.frame (x=dat$gasto))
Im(formula = ingreso ~ gasto, data = dat, weights = w)

Minimos cuadrados ponderados

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 51.0475 2.4095 21.19 <2e-16 Bl

gasto 7.9162 0.2503 31.62 <2e-16 3 . e

Residual standard error: 0.9961 on 28 degrees of freedom -1, . ° e
Multiple R-squared: 0.9728, Adjusted R-squared: 0.9718 o

F-statistic: 1000 on 1 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16

16 17 18 19 20
wi’?)

y

—-ebz
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Introduccién

Violacion de supuestos: autocorrelacion

Suponga el modelo de primer orden para el error ¢; = pe;_1 + a;, donde
ar ~ N(0,02/) es ruido blancoy |p| < 1. Luego, el modelo completo queda:

i = xXB+e
€& = pe—1+ar
Ahora bien,
oo
ee=pe—1+a=plpeo+a_1)ta=--=> plau
u=0
De donde,
Elet] = O
> 1
_ u _ 2
var(e) = var Zp ay | =03 —
u=0
Kl 2 1
COV(CI’ 6I*k) = p 0Oq 1 >
—p

Entonces los ¢; tiene media cero pero estan correlacionados a menos que p = 0.

-ebz
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Introduccién

Estadistico d de Durbin-Watson

Durbin y Watson mostraron que existen cotas o limites independientes de los datos X

tales que, con
_ Yio(Br—&1)?

d
n a2
D=1 &
si
Ho:p=0 vs. Hi:p>0
rechazar inconcluso aceptar
do dy
d<ad — RechazarHyp: p=0
d>dy —> AceptarHp: p=0
ag<d<dy = Prueba inconclusa
d

Los limites d; y dy dependen del nimero de observaciones n, el nimero de
regresores p y la significancia de la prueba «.
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Introduccién

Correccion de Cochran—Orcutt
Considere el modelo de regresion lineal simple
yt=PBo+ Bixt +e donde e = per_q + at
y suponga que rechaza la hipdtesis nulaHg : p = 0 en favor de la hipdtesis alternativa
Hy : p > 0. Entonces, considere

/

Yoo = Y= PVt
= (Bo+Bixt +et)—p(Bo+ BiXt—1 + €t—1)
= Bo(1 = p) + B1(Xt — pxt—1) + (et — pet—1)
Yi = aot+aiXi+a

que si satisface los supuestos usuales de un modelo de regresion lineal. El problema
ahora es que y/ y x{ dependen de p, que en general es desconocido.
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Introduccién

Violaion de supuestos: colinealidad

Colinealidad

Potencialmente, las consecuencias de la presencia de colinealidad son muchas. E. g.,
si se considera el modelo

Y =Bi1Xx1 + Poxo + ¢

entonces las ecuaciones normales pueden escribirse como

1 n2 B1 Iy1
oy 1 Bo Iy2

con ryp = corr(xy, Xz), ry; = corr(y, x;). Entonces,

C= (Xlx)—1 _ 1 1 =2
1—f122 —IN2 1
Por lo que
A~ Iy— ol
b=t i=12#]=12
1-r

Por lo que si x; y xo estan correlacionados, r122 1= b S oo

E. Barrios Estadistica Aplicada Il 0 - Introduccion (30 de agosto de 2023) Otono 2023



Introduccién

Si se cumplen las condiciones de Gauss-Markov, el estimador j es el de varianza
minima entre la clase de estimadores insesgados. Pero si se amplia la clase (dejando
entrar estimadores no insesgados) se pueden obtener estimadores de menor varianza

que el de minimos cuadrados ordinarios (MCO).
Error Cuadratico Medio

—— Varianza
—— Sesgo Cuadratico
— ECM

Existe un compromiso entre insesgamiento y
varianza: 8-
o

ECM(B) = var(B) + Sesgo?(B)

Hay una vecindad donde el estimador ridge
es mas eficiente que el de MCO.

0.0 0.5 1.0 15 2.0
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Introduccién

Las ecuaciones normales se modifican de manera que para v > 0
X'X +~4D"1 Xy

= (X'X+~A)T'(X'X)B
Z(v)B

B(7)

Esto es, el estimador cordillera es una transformacion lineal del estimador de minimos
cuadrados ordinarios (MCO) 3. Se tiene ademas que para 3, = 3(7),

var(By) = (XX + D)X XXX + 47!
3 — 2 S 2 nl(y! —2
ECM(3y) = o ,21 O ) + B X' X +~4)78

Note que conforme crece ~ el estimador 37 se hace mas estable pero también mas
sesgado.
¢Qué v usar?

E. Barrios Estadistica Aplicada Il 0 - Introduccion (30 de agosto de 2023) Otofio 2023



Introduccién

Traza cresta
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Introduccién

Modelos lineales generalizados

Familia Exponencial de Distribuciones

La variable aleatoria Y se dice que es miembro de la familia exponencial de distribuciones si su
funcién de densidad de probabilidad, f(y; 6), puede expresarse como

f(y: ) = exp {a(y)b() + c(8) + d(y)} M

si a(y) = y, la distribucién anterior (1) se dice estar en su forma candnicay a b(0) se le llama el
parametro natural de la distribucién.

Ejemplos:
n 7.l_y(1 _ ﬂ,)nfy

Binomial : f(y; n, p) (Y) v
exp {ylogm — ylog(1 — w) + nlog(1 — =) + log (Y)}
Me=X

Poisson : fly;x) = g
exp {y|0g)\ — A= IOg)‘}

N2
1 2 (L;)
- 2 2 e ’

Normal::  f(y;p,0%) = 2 2

exp{ - L 5 + y” - ;:772 - 7|og 27"‘72)}

También incluye otras distribuciones como la gamma, la lognormal, la gaussiana inversa, etc.
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Introduccién

Componentes de un modelo lineal generalizado

@ Se supone que las variables respuesta, yi, . . . , yn, siguen una distribucién comin miembro
de la familia exponencial.
@ Un conjunto de variables explicativas, xi, . . . , Xp, y de parametros 3o, 81, - . ., Bp. Asi,
1 X1 - X
i Bo X{ P
1 X21 s Xop
Ynx1 = . i Bgxt1 = . i Xoxg = . =
’
Yn B X,
P n 1 Xp1 o Xep

@ Una funcién liga monétona g tal que
a(pi) = X8
donde p; = E[yi].
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Introduccién

Estimacion por maxima verosimilitud

Dada la muestra y1,...,y,de y ~ f(y;0),con 8’ = (61,...,0m), el estimador 6 obtenido por el
método de maxima verosimilitud es aquel tal que

L(B;y) > L(B;y), paratodo® € ©
Equivalentemente, puesto /og es una funcién monétona creciente
2B;y) > 4(6;y), paratodo 8 € ©

Generalmente el EMV & se obtiene por diferenciacion de la funcién log-de-verosimilitud £(6; y) y
resolviendo el sistema
o*UB;y)
20;
Es necesario confirmar que la solucién o corresponde a un maximo verificando que la matriz de
segundas derivadas

0, paratodoj=1,...,m

9%4(6:y)
06,00 obd
es definida negativa. invarianza
Propiedades de los estimadores de maxima verosimilitud: cor?s.lster?ma
suficiencia

eficiencia asintética
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Introduccién

Resultados asintéticos de EMV §

La idea basica es que el EMV 6 es un estimador consistente del parametro 6 y que si var(d) es su
varianza, entonces:

@ Elestimador § es asintdticamente insesgado.
E[f,] — 0
@ El estadistico 4 tiene distribucion asintética normal.
6-06 . 6—0)y2 .
——Z AN(O,1) = (Gl 3
var(d) var(®)
@ En el caso multivariado el estadistico @ tiene distribucién asintética normal.

HAN®O,V) = B-60)V"(H-0)~x2
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Introduccién

Devianza D

Nelder y Wedderburn (1972) definieron el estadistico log del cociente de la verosimilitud como la
devianza D (escalada)

D =2logA =2 [€(Bmsx: ¥) — £B:y)]

D puede descomponerse como

D = { [UBmse:¥) = €Bmse: y)] + [€Biy) = (8 y)] + [€Brsc: V) — £B:y)] }

2 2
X5 x5 20

En grandes rasgos, si los primeros dos sumandos son independientes y el tercero es cercano a
cero, entonces

D~ Xi—p
si el modelo es adecuado. Si por el contrario el modelo no es bueno el tercer término seré grande y
D serd mucho mayor que lo esperado por una distribucién Xf,fp.
En la practica uno tiende a comparar el D calculado de los datos con (n — p), el valor medio de la
distribucién.

Nota: en general la descomposicion anterior no es una aproximacion para la distribuciéon muestral
del estadistico aunque para el caso normal el resultado es exacto.
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Introduccién

Regresion Logistica

Respuesta binaria

Considere una variable que puede tomar dos valores solamente: éxito 6 fracaso; si 6 no; 1 6 0. Asi,

1 éxito, si
Z =
0 fracaso, no

y tal que
PZ=1)==x, PZ=0=1—=, f2)=r’(1-—m)""%

Z se dice que sigue una distribucion Bernoulli parémetro w. Sea Zy, . . . , Zr, independientes con
Z; ~ Bernoulli(7;), entonces

Hzim)=[[fzim) =[x (1 —m)' 7
j=1

que se puede reescribir como
f(z;m) = exp {Z zj log(m;) + 2(1 — z) log(1 — ﬂj)}
j=1 j=1
—  ex ) i e
= e P{ZZ/'Og T +> log(1 /)}
exp {a(z)b(0) + c(0) + d(2)}

Esto es, /a distribucion Bernoulli es miembro de la familia exponencial.
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Introduccién

Los primeros modelos tipo regresion lineal usados para ajustar datos binomiales fue
en bioensayos. Respuestas como proporcion de animales que sobreviven determinada
dosis de toxinas. Tales respuestas son llamadas respuestas cuantiles.

Modelo probit: Si la distribucion de tolerancia es la normal,

o ()= L[5 ()]

donde ¢ es la f. p. a. de la normal estandar.Luego,

&~ (r) = Bo + Bix

donde By = —p/oy B1 = 1/0, y la funcion liga es lainversa de la f. p. a. d—1.

Los modelos probit se usan en areas de las ciencias biolégicas y sociales donde se
dan interpretaciones naturales del modelo. Por ejemplo, x = u es llamada al dosis letal
mediana (LD(50)).

—-ebz

51/55

E. Barrios Estadistica Aplicada Il 0 - Introduccion (30 de agosto de 2023) Otofio 2023



Introduccién

Modelo logistico o logit

Modelo que permite resultados similares al modelo probit pero computacionalmente
mas sencillo.
Para este caso la distribucion de tolerancia es
_ Boexp(Bo + B1t)
f(t) = 5
[1+ exp(Bo + B11)]

Lo que implica que las probabilidades = quedan determinadas por

_ [ __exp(BotBil) 4
ﬂ_/;oof(t)dt—1+exp(ﬁo+ﬁ1t)—g (x'8)

O bien,

] )=5o+51x
— T

0= 0(u) = g(r) = log (

La funcién liga g(r) = log (%) se conoce como funcion logistica.
— T
El comportamiento de f(t) y w(x) es muy parecido al de la funcién probit excepto en

las colas de las distribuciones.
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Funciones liga para respuestas binarias

probit logit complemento log-log
<] <] o]
- - -
©_| ©_| @]
o o o
© | © | © |
o o o
B B B
< < ~
o o o
o o o
o o o
o | o | o |
e T T T T T e T T T T T e T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2
Bo+Bix Bo+Bix Bo+Bix
Funciones liga
Probit: m=0o""(x'B)
. ex'ﬁ Bo = 0; Br=1
Logit: ™= m [jo — 1; ﬁ1 = 4/5
Complemento Bo = —3; B1=3/2
log-log: m=1—exp{—exp(x’B)}
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El modelo logistico seria, parai=1,...,n

_ exp(Bo + B1X;)
1+ exp(Bo + B1X;)

i

o bien,
i
log (7) = Bo + BiXi
1—m

En este caso, el estadistico log-razén-de-verosimilitud es

D:,é: [y,-log (f) +(n;fyf)log(2:§:)}

Modelo logit:

Call:
glm(formula = y ~ x, family = binomial("logit"), weights = dat$n)

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -60.717 5.181 -11.72 <2e-16
x 34.270 2.912 11.77 <2e-16

Null deviance: 284.202 on 7 degrees of freedom
Residual deviance: 11.232 on 6 degrees of freedom (%)

AIC: 41.43

Number of Fisher Scoring iterations: 4

(*) valor-p=0.0815. —ebz
54/55

ica Aplicada Il 0 - Introduccion (30 de agosto de 2023) Otofio 2023



Introduc

Problema de mortalidad de insectos
Proporcion de muertes en modelos dosis-respuesta

Proporcién de muertes modelos dosis-respuesta

104, o2
%Pcf%s . *
 B§2bg-comp b

proporcién de muertes
ek

dosis nimero de numero de predicciones de modelos
X; insectos n; muertes y; logistico probit valor extremo
1.6907 59 6 3.46 3.36 5.59
1.7242 60 13 9.84 10.72 11.28
1.7552 62 18 22.45 23.48 20.95
1.7842 56 28 33.90 33.82 30.37
1.8113 63 52 50.10 49.62 47.78
1.8369 59 53 53.29 53.32 54.14
1.8610 62 61 59.22 59.66 61.11
1.8839 60 60 58.74 59.23 59.95
Devianza D 11.23 10.12 3.45 —ebz
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