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Introduccién

Modelo y supuestos

Modelo generador tedrico

Modelo generador (tedrico)
200

150+

presion (kg/cm”2)
&
T

OO
o i €=Yobs ~ Yo
| (no gbservado)
®
50+ Yobs Y =Bo+B1x
(tedrica)
07
[ I I I I 1
100 120 140 160 180 200

altura (cm)
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Introduccién

Modelo y supuestos

Modelo de regresion lineal simple

Yi=Bo+ B1Xi + ¢
donde,
i=1,...,n, observaciones.
y;: variable de respuesta, variable dependiente.
X;: variable de control, regresor, variable independiente.
Bo, B1: coeficientes del modelo.
Bo: es el nivel de la respuesta cuando x = 0.

B1: es el incremento en la respuesta cuando aumento al regresor x en una unidad
(tasa de cambio).

¢;: error aleatorio (no observado), diferencia entre el modelo generador y el valor
observado.

-ebz
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Introduccién

Modelo y supuestos

Supuestos

Si se supone que el error € es aleatorio y tal que
E[e] =0, var(e) = o2, cov(e,e’) =0

la respuesta y es aleatoria, pero para el nivel x = xg,

Elylx=x] = po+B1X
var(y|x = xg) = var(e) = o2
cov(y,y’) = 0

Esto es,
@ El nivel medio de y depende del nivel de x.
@ La variabilidad de la respuesta y no depende de x.
@ cov(y,y’) =cov(e,€e') =0.
@ S3p es la respuesta media para x = 0.
@ (31 es el incremento de la respuesta debido a un cambio unitario del regresor x.
Es decir, para Ax = 1, se tiene que Ay = 54. .

5/35
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Introduccién

Modelo y supuestos

Modelo ajustado

Modelo ajustado

200 o
y= Eo +Byx © o9

150 (ajustada)
N
<
5
> modelo generador
< 100 o
5 o
‘0
2
o 50 Yobs

og
[ T T T T 1
100 120 140 160 180 200

altura (cm)

-ebz

6/35

E. Barrios Estadistica Aplicada Il 1 - Reg Lineal Simple (29 de agosto de 2023) Otoio 2023



. P es de minimos cuadrados
Estimacion de parametros

jemplo
Propiedades

Criterios para determinar “la mejor” linea recta

Encontrar la “mejor” recta j = Bo + 51 X

@ Criterio Ly: Suma de errores cero
n
DE=> (i—-F) =2 i—Fo—Bix)=0 iiilmpréctico!!!
i=1 i i
@ Criterio Ly: Minima Desviacién Absoluta

min >y — Bo = Baxil
i

@ Criterio Ly: Minimos Cuadrados
min S — o — Bixi)?
i
@ Criterio Lo, : Minima Desviacién Maxima
mBl'" {ml_éx lyi — Bo — ﬂ1Xi|} .

7/35
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Estimadores de minimos cuadrados
Ejemplo
Propiedades

Estimacion de parametros

El problema de minimos cuadr:

Considere la suma de cuadrados: S(8) = Y"1, (vi — Bo — B1x)?

min S(6) = mi (i — Bo — Bix)?

5

Estimadores Minimos Cuadrados (EMC)

Ecuaciones normales (ortogonales) :
iszo: nBo + BiXX i

ag
BoXXi + BiIx = T xy

E. Barrios Estadistica Aplicada Il eg Lineal Simple (29 de agosto de 2023) Otono 2023



Estimadores de minimos cuadrados
Ejemplo

Estimacion de parametros

Propiedades

Recta ajustada por minimos cuadrados

Recta de minimos cuadrados

200

150+

(kg/lcm”2)

100

presién

50+

| T T T T 1
100 120 140 160 180 200
altura (cm) -ebz
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Estim
Ejemplo
Propiedades

. P res de minimos cuadrados
Estimacion de parametros

Ejemplo propelente’

Datos Se considera un motor de cohete estudiando el propelente de encendido dentro de un
deposito de metal. La fuerza para separar la unién entre las componentes del combustible es la
respuesta, que depende de la edad de propelente.

obs fuerza edad Propelente
1 215870  15.50
2 1678.15 23.75 8 o
3 2316.00 8.00 8o
4 206130  17.00
5  2207.50 5.50 =)
6 170830  19.00 31 ° °,
7 178470  24.00 _“ o O
8  2575.00 2.50 2o o
9 2357.90 7.50 b=t IS o o
10 225670  11.00 NN o
11 216520  13.00 8o oo
12 239955 3.75 -8
13 1779.80  25.00 N
14 2336.75 9.75 o
15 176530  22.00 = oo
16 205350  18.00 —
17 2414.40 6.00 © o
18 220050 1250 T T T T T
19 2654.20 2.00 5 10 15 20 25
20 1753.70 21.50 edad (semanas)

1M0ntgomery, Peck, and Vining (2001)

-ebz
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s de minimos cuadrados
Ejemplo
Propieda

Estimacion de parametros

Ejemplo propelente (cont.)

Ajuste
Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) 2627.822 44.184 59.48 < 2e-16
edad -37.154 2.889 -12.86 1.64e-10

Residual standard error: 96.11 on 18 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9018, Adjusted R-squared: 0.8964
F-statistic: 165.4 on 1 and 18 DF, p-value: 1.643e-10

Analysis of Variance Table
Response: fuerza

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
edad 1 1527483 1527483 165.38 1.643e-10
Residuals 18 166255 9236

-ebz
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Ejemplo propelente (cont.)

Estim. res de minimos cuadrados
Ejemplo
Propiedades

Estimacion de parametros

Datos observados, ajustados y residuales

obs yobs yhat res Modelo ajustado
1 215870  2051.9 106.8
2 167815 17454 67.3 = °
3 231600 23306 -14.6 @ = 2627.82 - 37.15x
4 206130  1996.2 65.1
5 2207.50 2423.5 -216.0 o
6 170830 19219  -2136 S
7 178470 17361 48.6 _~
8 2575.00 2534.9 40.1 2o
9 2357.90  2349.2 8.7 b=t It
10 2256.70 2219.1 37.6 N N
1 216520  2144.8 20.4 3o
12 239955 24885 -88.9 T84
13 177980  1699.0 80.8 « 1921.0
14 233675  2265.6 7.2 ° R !
15 1765.30 1810.4 -45.1 coc* e=-2136
16 205350  1959.1 94.4 - 17083 ¥ *
17 241440 24049 9.5 -
18 220050  2163.4 37.1 T T T T T T
19 265420 25535 100.7 0 5 10 15 20 25
20 1753.70 1829.0 -75.3 edad (semanas)

-ebz
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Ejemplo propelente (cont.)

Grafica de residuales

residual

Estimacion de parametros

Esti
Ejemplo
Propiedades

res de minimos cuadrados

Residuales vs. respuesta ajustada
o
84
N
= .
S . .
— | .
Oa' ,,,,,, .,-,,- ,,,,,,
o S e
8l .
—
I
o
o
N . .
I

I T T I
1800 2000 2200 2400

respuesta ajustada

-ebz
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Estimadores de minimos cuadrados
Ejemplo
Propiedades

Estimacion de parametros

Ejemplo propelente (cont.)

Cddigo R:

# Lectura y muestra de datos
datos <- read.table(’../../datos/propellant.dat’,header=TRUE)
print (datos)

# Graficacién de datos
plot (datos$edad, datos$fuerza,
xlab="edad (semanas)", ylab="fuerza (psi)", main="Ejemplo propelente")

# Ajuste del modelo

modelo_1 <- Im(fuerza ~ edad, dat=datos)
abline (modl)

print (modelo_1)

print (summary (modelo_1))

print (anova (modelo_1))

# Grafica de residuales para verificacién del modelo

plot (modelo_1) ### presenta 4 graficas

plot (fitted(modelo_1), resid(modelo_1),

xlab="respuesta ajustada", ylab="residuales", main="Anilisis de residuales")

-ebz
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; . Estimadores de minimos cuadrados
Estimacion de parametros
Ejemplo

Propiedades

Propiedades de los estimadores de minimos cuadrados

S (x; — X) = 0y por lo mismo Sy, = >(x; — X)y;. Luego 81 = 3 c;y;, donde
Ci = (X,' — )_()/SXX.

5 = 2Xi—Xi—Y) Bo = y-phix
06 — %2 )
E[Bi] = Bi E[f] = 8o
v2
var(d) = ot var(do) = o° (%+g)

Teorema Gauss-Markov

Bajo los supuestos
Ele] =0, var(e) =0, cov(ej,¢) =0

los estimadores de minimos cuadrados son los mejores estimadores lineales
insesgados, en el sentido de que tienen varianza minima. ~ebz
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. . s de minimos cuadrados
Estimacion de parametros
Ejemplo

Propiedades

Propiedades de los estimadores de minimos cuadrados

Se definen los residuales de minimos cuadrados por
&=y —9i=Yi— (Bo+Bix)

donde $, y 81 son los estimadores de minimos cuadrados de los coeficientes del
modelo. Se sigue entonces que

e X é=>Ui—9)=0
oY=y

° y=Pp0+pix

> x6=0
° Zj’/é/ =0

-ebz
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Estimadores de minimos cuadrados

Estimacion de parametros
Ejemplo

Propiedades

Estimacion de o

n

Suma de Cuadrados: SCres = S(B) = > _(yi — Ji)* = Sy — $1Sy

i=1

Si se supone ademas que ¢ ~ N(0, o2), se puede mostrar que % ~ x2_, independiente de 3.

Luego,
E[&Z“} =n-2, var [&Z“] =2(n-2)
g g
) 1 1 N
Cuadrados Medios: s* = CMpes = mSCRes =— > i— 28
Entonces,
SC SC 25*
21 Res | 2 2] _ Res | _
2] -2 322 = o var [] —var | 220 | - 22

< il _ _ SChes _ 1 . AY]
Error Estandar de la Regresién: s = \/CMges = \/n 5 = \/n — S i -

-ebz
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Distribuciones
s de hipotesis
e Cor
Inferencia lisis de va
iente de determinacion
sion por el oriaen

Estimacion por Maxima Verosimilitud

e =Y — Bo — B1x; ~N(0,0%) iid.

Funcién de verosimilitud del modelo de regresion:

L(Bo, B1,0%ix,y) = [ f(xivii Bo, B1,0%)

i=1

oo 1 5
= gmaexp{—ﬁ(yl‘—ﬁo—ﬁﬂi)}

e 1 ¢
= (2r) 25 "exp 795 (vi — Bo — B1x)?
i=

n 1<
t=logl = *Elog(%)*”'og(g)*QZ(}’ifﬁofﬁm‘)z
i=

-ebz

18/35

E. Barrios Estadistica Aplicada Il 1 - Reg Lineal Simple (29 de agosto de 2023) Otoio 2023



Distribuciones
Pruel e hipotesis

Inferencia
Coeficiente de determinacion
Rearesion por el oriaen

Estimacion por Maxima Verosimilitud

Maximizar la funcién de verosimilitud equivale a minimizar la suma de cuadrados:

Dlog L La soluci6n del sistema da lugar a . s
o =0 los Estimadores de Maxima B = STZ
dlog L il A _ oA
a%f = 0 Verosimilitud (EMV). Bo = y-—pix
Ademas,
Olog L
65 =0 = Z(YI /BO — 1XI)2

Por lo tanto, los EMV son los mismos que los EMC, y

n R n—2
2 2 52 — 52

g b
n—2 n
Nota: El hecho que los EMC coincidan con los EMV, anade las propiedades de estos

ultimos (consistencia, suficiencia) a la minima varianza (eficiencia) de los EMC

(Teorema Gauss-Markov). -ebz
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Distribuciones
Pruel e hipotesis

Inferencia
Coeficiente de determinacion
Rearesion por el oriaen

Observaciones

@ El supuesto de normalidad de los errores es necesario para hacer inferencia pero
no para que se cumplan las condiciones de Gauss-Markov.

@ El supuesto e ~ N(0, o2) hace que los EMV y los EMC coincidan. (A excepcion
del estimador de la varianza.)

@ Teorema de Gauss-Markov. Dentro de la clase de estimadores lineales
insesgados para f3y y 31, los estimadores de minimos cuadrados tienen varianza
minima.

Se tiene que si fy es tal que E[Fo] = Bo: = Var(8o) > Var(5)
Analogamente, si 531 es tal que E[31] = B1: = Var(§;) > Var(4;)

donde B, B4 son los estimadores de minimos cuadrados (EMC).

-ebz
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Distribuciones

Inferencia
Coeficiente de determinacion
Rearesion por el oriaen

Distribuciones

Podemos escribir los EMC como funciones lineales de y ~ N(8g + 81X, 02)

A S ~ _ A
br=gr=> o Bo=y—5ix=>"dy c,d €R
XX
Luego,
B ~ N(B1, %) N (B g
~ 7(7 -V ) ~ N —_ —_
1 1 Sxx 0 0 n Sxx
e independientemente,
2
g
EN n_o Xifz

Respuesta media ajustada y(x):
p 5o a 1 (xo—X)?
(%) = Bo + Bixo ~ N (50 + Bixo, 07 |:7 + M})
n Sux
Nueva observacion y(x):

. PO 1 _ %2
Y(x0) = Bo + Bixo+e~N (ﬁo+l31X0702 [1 + -+ M})
n Six
—-ebz
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Distribucion
Pruebas de hipotesis

de Confianza
Inferencia

Rearesion por el oriaen

Pruebas de Hipotesis sobre los coeficientes

Suponiendo o conocida
Distribucién nula

@ Recta que pasa por 33 al origen: 0.4

Ho:Bo =By vs. Hi:po# By
~Bo=B)  Bo—£B) 0.3

Zy = = ~ N(O, 1)
de /1 %2
(60) o\ 5 + 5 T
B 0.2+
5
o
@ Recta de pendiente 37:
. . 0.1 alor—p=p; +p
Ho: B1 =87 vs. Hi:pB1#p;
3. _ A0
= u = 0.0 ~Zobs Zobs
() L% o6 54
z

-ebz
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Distribucion
Pruebas de hipotesis

de Confianza
Inferencia

Rearesion por el oriaen

Pruebas de Hipotesis sobre los coeficientes

Suponiendo o desconocida
Distribucién nula

@ Recta que pasa por 53 al origen: 0.4

Ho: Bo =B vs. Hi:Bo# By

A 0 3 0 |
50 - ﬂo BO - ﬁo 0.3
P ) i
X
o sVnt sy 2
B 0.2
=4
(7}
=]

@ Recta de pendiente 37:
0 0 alor-p=p;+p;
Ho: B1 =87 vs. Hi:pB1#p;
Br—pB)  Bi—pY
= ——— ~ th_o 0.0

ee(B1)  s,/d T ‘
oc 6 -4 -2 0 2 4 6

-ebz
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Distribucion
Pruebas de hipotesis
de Confianza
Inferencia
Coeficiente de determinacion
Rearesion por el oriaen

Pruebas de Hipotesis sobre los coeficientes

Casos particulares

Recta que pasa por el origen: Significancia de la regresion:
Hg:ﬂg:O VS. H1:ﬁ0;ﬁ0 H0161:0 VS. H1:ﬁ17$0
y o] y ]
o (o] o
o
o
[e] o o
[e]
[e]
[e]
%o
0 90 ° o °
o o o o
o [eNe] o
o o]
o
X
X

-ebz
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Distribuciones
Pruel de hipdtesis
Regiones de Confianza
Inferencia Andlisis de val
Coeficiente de determinacion

Rearesion por el oriaen

Intervalos de Confianza

@ Ordenada al origen 3:

Bo £ ¢ 5/ + %
0 T [(1—a/2;n—2) PR
@ Pendiente 81:
5 1
Bt £ l1—a/2n—2) S ™
XX
@ Varianza o
(n—2)s? (n—2)s?

2 )
X(—a/2,n—2) X(a/2,n—2)
@ Respuesta media y(xg), al nivel xp:
. 1 (0 —%)?
Y(X0) £t1—a/2n—2) - S\ = + -
XX

@ Intervalos de prediccion — nueva observacion y(xg) + e:

(X0 — %)2

1
y(x0) £ tq_ _o) - ST+ -+
Y(x0) £ {1 —a/2:n—2) - Sue

-ebz
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Inferencia

Bandas de confianza y bandas de prediccion

Distribuciones

Pruel de hipdtesis
Regiones de Confianza
Andlisis de val

Coeficiente de determinacion
Rearesion por el oriaen

—— bandas de confianza
bandas de prediccién

A N N
Y =Bo+P1x
Recta Ajustada

Estadistica Aplicada Il

Reg Lineal Simple (2!

-ebz
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Distribucion
Pruel hipétesis

Regiones de Confianza
Inferencia

Rearesion por el oriaen

Regiones de Confianza para 8 = (3o, 1)

Considere la reparametrizacién del modelo de regresion

y=Bo+Bix+e=By+Bi1(x—X)+e

Entonces ., ., R
By=y y var(By) =0"/n
Bo-ge\®  _ aBg-sp® 2
o//n = -2 Xt '
) Independientes
BBy - SwBi-s® 2
o //Sxx o2 1
Luego,

"(3(’) - /36)2 Sxx(B1 — B4 )2 2
0'2 + 0'2 ~ XZ
Y por otro lado,

(n—2)sf/0% ~ X2,

independientemente de 34 y 3. Entonces,

n(By — By)® + Se(B1 — B1)°
252

Por lo que una regién del (1 — «) nivel de confianza para 8 = (3p, 31) es

~ Fon_2

RC(1—QJZ{5€R2 n(By — Bo)® +2(Bg — Bo)(B1 — B1) Y. %+ (By — A2 SoxF <28 Fli—a2,n—2))

-ebz
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Distribuciones

Pruebas de hipétesis

Regiones de Confianza
Inferencia Andlisis de varianza

Coeficiente de determinacion

Rearesion por el oriaen

Intervalos de Confianza y Método de Bonferroni

Sea IC; el intervalo de 1 — « nivel de confianza para el parametro §; (j = 0, 1). Sea /; el evento “e/
intervalo IC; efectivamente contiene el parametro de interés j3;”. Luego, P(l;)) =1 — «
Pl nh) = 1—=P((bnh)°)
1—P(lgU k)
= 1= [P(§) +B(F) — BUE N i7)]
= 1-2a+P(§NI)
> 1-2a

Entonces, para garantizar un nivel de (1 — «) confianza conjunto, construya marginalmente los
intervalos IC; con un nivel (1 — «/2) de confianza.

Intervalos de Bonferroni

Para garantizar una confianza conjunta de (1 — «)) de k intervalos construya intervalos con niveles
de confianza marginal de (1 — «/k).

-ebz
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Distribuciones
Pr e hipotesis
Regiones de Confianza
Inferencia alisis de varianza
nte de determin
sion por el oriaen

Regiones de Confianza para 8 = (3o, 1)

-30 4 ; 1 i
= Marginales
Bonferroni
=== Regi?n
e
Sy
35 S
o NS SN
[So
_40 —
_45 —

T T
2550 2600 2650 2700 2750

BO -ebz
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Distribucion

Pruel hipétesis

Regiones de Confianza
Inferencia Andlisis de varianza

Coeficiente de determinacion

Rearesion por el oriaen

de la Varianza

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente gl Suma de Cuadrados (SC) Cuadrados Medios (CM) F
Debid i6 1 SCheg = (i — 7)2 CMpgg= 0Reg MReg

ebido regresion Reg = (Vi = ¥) Reg=""T CMRes
Residuales N—2  SCges = (i — Ji)? CMpes = oBes

Total (Corregido)  n — 1 SCrotal = (Vi — 7)2

Analisis de Varianza y Suma Extra de Cuadrados

Fuente GL Suma de Cuadrados Cuadrados Medios F

Bo 1 ny?

51180 1 82, /Sxx CMpeg CMpeq/s°
Residuales n—2 Por diferencia s2

Total n > y?

-ebz
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Distribuciones
Pruel e hipotesis

Inferencia Andlisis de
Coeficiente de determinacion
Rearesion por el oriaen

Coeficiente de Determinacion R?

El coeficiente de determinacion es el porcentaje de variabilidad debido a la regresion;
es decir, el porcentaje de la variabilidad de los datos explicado por el modelo.

g2 _ SC Debido a la regresién _ >3(J — 7)? _ SCheg _ ., SCres
SCTotal corregidos ST(vi—y)?  SCTeorr SCTeorr
Notas:

Q@ R? = [corr(y, §)]?, de ahi que también se le conozca como Coeficiente De
Correlacién Cuadrada.

@ corr(X, Y) = signo(3;) - R

© En la definicion de A2, se considera siempre un modelo base, que en el caso de
la RLM es el modelo trivial: y = y + €. Evite el uso de R? en modelos sin
ordenada al origen.

-ebz
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Distribuciones
Pruel e hipotesis

Inferencia Analisis de

Coeficiente de determinacion
Rearesion por el oriaen

Coeficiente de Determinacion R?

Notas:

@ 0 < R? < 1. Sin embargo, si se tienen réplicas puras, (varios y(x)’s para el
mismo X = x), se tiene error puro'y no hay modelo que capture la variacién
debida a este error. En este caso: R? < 1.

@ R?2 cercanas a 1 indican “buen ajuste”. Recuerde sin embargo que “buen ajuste”y
“mal ajuste” depende del contexto.

@ En el caso de RLS, se puede mostrar que
,8A128XX

E[R?] = 12
[ ] O'2+ﬁ128xx

por lo que es posible incrementar R2 aumentando el rango del regresor X.
@ Una R? alta no implica un buen modelo de prediccién.

@ En RLM, siempre se puede incrementar A2 aumentando el nimero de regresores.
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Distribuciones
e hipotesis
Inferencia

Coeficiente de determinacion
Rearesion por el oriaen

Coeficiente de Correlacion (Muestral)

Considere la muestra (xy, y1), - .., (Xn, ¥n). La correlacion muestral entre X'y Y esta

dada por
Wi =) (xi —X) _ Sxy
12 12
(206 - 02 s -] * [SaSelY

1/2
=r(22)

Sxx

Se puede mostrar que

y que r2 es el Coeficiente de Determinacion. Es decir, r? = R2.
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Distribucion
hipétesis
de Confianza
Inferencia
rminacion
Rearesién oor el oriaen

Regresion Simple por el Origen

Regresion por el origen

. 3
El modelo de una linea recta que pasa por el °
origen es: 2 oo % ©
Vi = Bx + e, o ° 002
. . . . . o
tiene los siguientes estimadores (insesgados) 7 ° °®
de minimos cuadrados: ol° & S %w°
> ¢} <] o
po Wi _ Sy . o 0o
Z X,r2 Sxx -1 o o
° % ° iy
y ath
2 1 L2 °
s° = Svi-w 3
n—1 T T T T T T

Los estimadores 3 y s? tiene propiedades similares a las correspondientes en los modelos con
ordenada al origen. A saber,
5 2 1 2 g 2
B ~N(B, 0" =) y 8%~ ——Xp1
XX n—1
Recuerde que en este caso la R? no es facilmente interpretable. -ebz
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