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Introduccién

Modelacién Estadistica

Modelacion Estadistica’

Postule la clase general de los
modelos

Identifique el modelo que sera
tentativamente utilizado

Estime los parametros del
modelo utilizado
tentativamente

Verificacion del modelo

¢Es el modelo adecuado?

Utilice el modelo

"Box and Jenkins (1970), p19. 3125
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Introduccién

Modelacién Estadistica

Modelo de regresion lineal simple

Modelo

Yi=Bo+Bixi+e, i=1,...,n

e ~N(0,0?) iid.

Residuales

@ Modelo Correcto: Bondad (falta) de ajuste
@ Andlisis de Residuales

@ Correlacion
@ Varianza constante
@ Normalidad

-ebz
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Modelo correcto

Error Puro y Falta de Ajuste

Modelo Correcto: Error Puro y Falta de Ajuste

o Yau
- - - Faltade ajuste
Error puro

-ebz
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Modelo correcto

Error Puro y Falta de Ajuste

Considere los datos:

Yiui u=1,....n;i=1,....m
la u-ésima observacion de la respuesta al nivel X = x;. Hay en total n = >_7, n;
observaciones.

* La Suma de cuadrados debida al error puro:

m nj

SCError Puro = SCep = Z Z(yiu - }_/i-)2

i=1 u=1
donde 7. = L >, yj, es la respuesta promedio al nivel X = x;. La suma tiene
asociada > (n; — 1) = n — m grados de libertad.
* El Cuadrado medio debido al error puro:
CMgp = SCEp/n -m
es un estimador de o2, independientemente del modelo.
Note que SCgp es parte de la SCpegig pues

Vw=9) = Wuw—¥) + -9
Residual = ErrorPuro 4+ Faltade Ajuste -ebz
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Modelo correcto Error Puro y Falta de Ajuste

Error Puro y Falta de Ajuste

En la presencia de réplicas puras la Suma de cuadrados de los residuales se puede
descomponer como

> ZZ’:1 Yiu — 91)?

S =V S m(F — 902

SCResiduaIes = SCError Puro + SCFallta de Ajuste
grados de libertad
(n—2) = (n—m) + (m-2)

Bajo los supuestos del modelo, CMgp = SCgp/(n — m) y CMga = SCga/m — 2 son
estimaciones independientes de o2 y su cociente seria aproximadamente 1. De hecho,
bajo los supuestos del modelo:

~_ CMga
F= CMgp ~ F(m72,n—m)
Entonces, si
F> Fi—a;m—2,n—m) entonces “El modelo no es correcto” —ebz
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Modelo correcto Error Puro y Falta de Ajuste

Ejemplo Simulado

Datos:

X Y Ji i Wi X Yi Ji Wi i
1 1 —2.25 3.1 —10.96 3.84 | 21 6  33.11 3556 49.10 _ 40.25
2 1 7.46 371 —10.96 3.84 | 22 6  27.60  35.56 49.10  40.25
3 1 590 3.71 —10.96 3.84 | 23 6  40.54  35.56 49.10  40.25
4 2 0.34  7.38 1.05  6.34 | 24 6  40.98  35.56 49.10  40.25
5 2 1519 7.8 1.05 634 | 25 7  56.39  56.46 61.11  54.69
6 2 3.98  7.38 1.05  6.34 | 26 7  60.16  56.46 61.11  54.69
7 2 9.47 7.38 1.05 6.34 27 7 52.84 56.46 61.11 54.69
8 2 7.90  7.38 1.05 634 | 28 8  62.001 71.17 7313  71.52
9 3 10001  6.49 13.06 11.24 | 29 8 7347 7117 73143 7152
0 3 057  6.49 13.06 11.24 | 30 8 8505  71.17 7343  71.52
113 8.87  6.49 13.06 11.24 | 31 8  63.58  71.17 7313  71.52
12 4 11.06 19.93 25.08 18.52 32 8 71.72 71.17 73.13 71.52
13 4 2418 19.93 2508 18.52 | 33 9  93.55  90.62 85.14  90.75
14 4 27.03 19.93 25.08 18.52 | 3 9  97.28  90.62 85.14  90.75
15 4 1743 19.93 25.08 1852 | 35 9  83.49  90.62 85.14  90.75
16 5 30.60 31.84 37.09 2819 | 3 9  88.16  90.62 85.14  90.75
17 5 34.89 31.84 37.09 28.19 37 10 110.30 112.79 97.15 112.36
18 5  31.50 31.84 37.09 28.19 | 38 10 113.64 112,79 97.15  112.36
19 5 28.60 31.84 37.09 28.19 | 39 10 114.44 112,79  97.15  112.36
20 5 33.60 31.84 37.09  28.19

donde x; es el nivel del regresor; y; la respuesta observada; y; la respuesta media observada; 4, la
respuesta media ajustada por el modelo 1;y »; la respuesta media ajustada por el modelo 2.

-ebz
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Modelo correcto

Ejemplo Simulado (cont.)

Error Puro y Falta de Ajuste

a) Datos b) Modelos ajustados
8 8
100+ o 100 Modelo °
3 —— lineal g
[e] A4t ]
80 o 80 cuadratico
8
E]
- 60 §
40-{ °
g o
8 o
20+ ° o
e § 8 °
oo 8 o
T T T T T T
4 6 8 10 10
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Modelo correcto Error Puro y Falta de Ajuste

Ejemplo Simulado (cont.)

Ajuste modelo lineal

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -22.975 3.652 -6.292 2.53e-07
X 12.013 0.594 20.224 < 2e-16

Residual standard error: 10.28 on 37 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.917, Adjusted R-squared: 0.9148
F-statistic: 409 on 1 and 37 DF, p-value: < 2.2e-16

Analysis of Variance Table
Response: y

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
X 1 43255 43255 409.02 < 2.2e-16
Residuals 37 3913 106

SCRes SCEP SCFA F P
3.912829e+03 1.021897e+03 2.890932e+03 1.025507e+01 2.090028e-06
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Modelo correcto Error Puro y Falta de Ajuste

Ejemplo Simulado (cont.)

Andlisis de Residuales

a) Modelo lineal b) Modelo cuadratico
20 .
° 8
° o . 10+
1044 °
L] 5|
3 ° . ° 3
® O y T ©
_5 L] ' () 3 ® o o 'E o
3 s ° 3
o ° S
_104 e 0 o : 5
o
[ ]
° 10
-20+ o
T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
respuesta ajustada respuesta ajustada

-ebz
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Modelo correcto Error Puro y Falta de Ajuste

Ejemplo Simulado (cont.)

Ajuste modelo cuadratico

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 3.7195 3.7326 0.996 0.326
X -1.0763 1.5490 -0.695 0.492
x2 1.1940 0.1378 8.665 2.47e-10

Residual standard error: 5.935 on 36 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9731, Adjusted R-squared: 0.9716
F-statistic: 651.5 on 2 and 36 DF, p-value: < 2.2e-16

Analysis of Variance Table
Response: y

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
X 1 43255 43255 1227.983 < 2.2e-16
x2 1 2645 2645 75.084 2.467e-10
Residuals 36 1268 35

SCRes SCEP SCFA F o)
1268.0666396 1021.8971671 246.1694725 0.8732428 0.5390620
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Modelo correcto Error Puro y Falta de Ajuste

Error Puro y Falta de Ajuste

ni = Elyi] = Ely|x = x]
es el valor esperado de la respuesta y al nivel del regresor x = x;. Y sea
i = ﬁo + ﬁ1Xi

el valor ajustado del modelo al mismo nivel.

e =Wi—n (vi = 9i) — Ely; — 9] + Elyi — Ji
(i = 9) — (i — E[ZD] + (ni — E[])
\—vd

qi b;

donde b; es el sesgo al nivel x = x;.

e Si el modelo es correcto E[§;)] = ni = b =0

e Por otro lado, E[qg;] = 0 independientemente del modelo.

© Se puede mostrar que los g; son correlacionados y E[S" qi] = (n — 2)o2. De donde,

o2 si el modelo es correcto

1 N
Bl) =B [~ S0 - 9] -
o?+ s S bE si el modelo no es correcto -ebz
13/25
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Andlisis de residuales Normali

Posibles remedios

Analisis de Residuales

Mediante los residuales se intenta verificar si los supuestos del modelo se satisfacen.

Yi=Bo+B1xi+e, i=1,...,n
e ~N(0,0%), va.iid.

& =yi— Vi =Yi— (bo + B1x)
@ Los residuales son “errores observados” si el modelo es correcto. Pero por las
ecuaciones normales se tiene dependencia entre ellos.
@ ¢ Sugieren los residuales que los supuestos no se satisfacen?
@ Andlisis més sofisticados: pruebas estadisticas formales.

@ Definicion de otros residuales.

-ebz
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Varianza constante
Autocorrelacion

Andlisis de residuales Normalidad

Posibles remedios

Analisis de Residuales

Varianza constante

@ Prueba de Barttlet, prueba de Levene.

@ Prueba de Breusch y Pagan, prueba de White.
* Gréficas de residuales: (&; vs. ¥;); (& vs. i); (& vs. ;).

@ (& vs. y;) no se grafican por estar correlacionados.

Correlacion

@ Significancia de la autocorrelacion de residuales &;.
@ Correlogramas.
@ Prueba de Durbin-Watson.

* Gréficas de residuales: (&j_1 vs. &).

Normalidad

@ Pruebas de Bondad de Ajuste: x?; Kolmogorov-Smirnov; Anderson-Darling; Jarque-Bera,
Cramér-Von Mises, Lilliefors, etc.

* Gréficas de residuales & en papel de probabilidad normal (cuantil-cuantil normal). .

15/25
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Varianza constante

Andlisis de residuales

Varianza constante

& vs. y; € VS. Y
20 20
10 | C 04 . .
=R - R BRI S
S Oﬁ’-’””””’-””; ””””” o ST k] O o, . ; 77777777777777
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e . : B
10 T 10 :
-20] ] -20
T T T T T I T T T T T I
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E. Barrios

respuesta ajustada
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Varianza constante

Autocorrelacion
Andlisis de residuales Normalid

Posibles remedios

arianza constante

< <
o o
S S
[S] [S)

N A .
€ VS. X e vs.i

0 (TOZ
0.?02

residual
0.?00
residual
0.900

'

-0 POZ
—0.?02

-0.004
-0.004

T T 1 1 1 1 T 1 1 T T 1
0 10 20 30 40 50 2 4 6 8 10 12

regresor tiempo

-ebz
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Autocorrelacion

Andlisis de residuales

Varianza ¢
Autocorrela
Normall
Posible:

10+

0

€1

-104

—20

Estadistica Aplicada Il
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Varianza constante

Autocorrelacion
Andlisis de residuales Normalida

Posible:

Autocorrelacion

Funcién de autocorrelacion

-0.2+

retrasos

-ebz
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Varianza constante

Autocorrelacion
Andlisis de residuales Normalidad

Posibles remedio:

Funcién de densidad Funcién de distribucion Graéfica cuantil-cuantil
1.0 0.999 s
0.841 0.994
2
« 987 0.95
B 0.9
3 1
E < 0.8+ -
3 06 S 0.7+ g
5 5 s
3 |- 0682 < oot mso s 2 0.5+ s
8 4 s g
= 0.4 ! o 2
o v o @
® g =1
]
3 i 0.1~
& oo ! 0.05+
YAV AVANA f —2
0159 s 0.01]
0.0 ——=—~ <——> 0.001— 3
UL T T 1
W-30U-20 U=0 W P+C H+20 u+30
-3 -2 -1 0 1 2 3
-ebz
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Varian. tante
Autoc
Normalidad

Posibles remedios

co
acion

Andlisis de residuales

Normalidad

Ejemplo simulado: 200 observaciones normales

Gréfica cuantil-cuantil

o0

Histograma
- o
| ] — <
©
£
o
C o
©
[
(&
— 2]
cur||4
&
] M,
Lo
[ T T T T T 1 I
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2

E. Barrios

Estadistica Aplicada Il

3 - RLS - Residuales
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Varianza constante

Autoc acion
Andlisis de residuales Normalidad

Posibles remedios

Normalidad

Ejemplo simulado: 200 observaciones no normales

Histograma Gréfica cuantil-cuantil
- & .
uooc
’_‘— o
3 ®
8
&

escala normal
10
|

-ebz
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Varianz
Autocol

Andlisis de residuales Normalidad

Posibles remedios

Normalidad
Ejemplo
@ Ordene lamuestra {21, ..., 2n}: X1 = Z(1y, - - - » Xn = Z(n)
e Calcule la probabilidad empirica acumulada: y; = Fp(x;) = #
© Grafique (x;,y;), i =1, ..., nen papel de probabilidad normal (cuantil-cuantil).
i z  ord. X Fn(x) Papel de Probabilidad Normal
7 1.703 ) 1.820 0.025 (gréfica cuantil-cuantil)
2 -0.865 17 -1.263  0.075 Lo
3 -0.301 1 -1.251 0.125
4 1.014 18 -1.039  0.175 0.95
5  2.088 2 -0.865  0.225 091
6  0.740 13 -0.726  0.275 =
7 -0.254 16 -0.494  0.325 087 .
8  0.968 3 -0.301 0.375 074 N =
9 -1.820 7 -0.254  0.425 = N £
10 1.014 14 0330 0475 Z %5 o R
1 -1.251 12 0.458  0.525 ; g
12 0.458 6 0.740 0.575 037 o °
13 -0.726 20  0.789  0.625 024 rE L,
14 0.330 8 0968  0.675 o .
15 1.845 4 1.014 0.725 - .
16 -0.494 10 1.014  0.775 0.05-{
17 -1.263 19 1.539  0.825 . L,
18 -1.039 1 1.703  0.875 ; ; ; ;
19 1.539 15 1.845  0.925 2 -1 0 1
20 0.789 5 2.088  0.975

-ebz
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Varianz
Autocorre

Andlisis de residuales Normalidad
Posibles remedios

Posibles remedios cuando residuales insatisfactorios 2

a) embudo b) creciente c) curvo

Gréfica de &; versus:
. Orden temporal Respuesta ajusta- Valores Xj;
Patrén: daj; J
L Uso de Minimos Uso de Minimos Uso de Minimos
a) Embuqu indi- Cuadrados Ponde- Cuadrados Ponde- Cuadrados Ponde-
cando varianza no | rqog rados o transfor- | rados o transfor-
constante macion de la y; macién de la y;
Considere  incluir Error en el analisis Error en los célcu-
b) Banda ascen- un término lineal u omisién de By los. Efecto de pri-
dente o descen- en el tiempo mer orden de X; no
dente 1
eliminado
Considere incluir Considere  anadir Considere  anadir
¢) Banda curva términos lineal y términos extra al términos extra al
cuadrético en el modelo o transfor- modelo o transfor-
tiempo mar la respuesta mar la respuesta
Y Y
-ebz
2Draper and Smith (1998), p. 64 24/25
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