4 - Regresion Lineal Multiple

L(L, Xq, ..., Xp) =XB
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Introduccién
Modelo y supuestos

Minimos cuadrados
Ejemplo

Modelo de Regresion Lineal Multiple

Modelo:

donde,
Yi
Xjj
Bo
Bj

€j

O bien, si x;

Yi = Bo + BiXin + BaXiz + €

respuesta al ji-ésimo nivel del regresor (i = 1,...,n)
Jj-ésimo regresor a su i-ésimo nivel (j = 1, 2)
ordenada al origen

coeficiente (tasa de cambio) del j-ésimo regresor
error aleatorio

= (1,1, %2)",y B = (Bo, B1, B2)’,
Yi=xB+e, i=1,...,n

Equivalentemente,

Supuestos:

E. Barrios

y=XB+e

rango(X) =2+1=3=q (< n)
i ~ N(0, 0?) i.i.d. (Supuesto Esférico)
-ebz
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Introduccién

Minimos cuadrados
Ejemplo

Minimos Cuadrados

Suma de cuadrados

n

S(B)= " =>"(yi— Bo — Bixin — Bax2)? = > _(vi — X/ BY
= i i

i=1

Criterio de Minimos Cuadrados:

n n
mA’n S(B) = mﬁl'" ; &= Bo,rgl;n,ﬁz {;(Yi — Bo — BiXin — ﬂzxiz)z}

oS 23°(yi — Bo — Bixin — Baxi2)(=1) = 0
Béé) =0= 9 235(yi — Bo — BiXy — BoXx)(—xn) = 0

j
23°(Yi — Bo — Bixit — Paxi)(—X2) = 0

E. Barrios Estadistica Aplicada Il 4 - Regresion Lineal Multiple (2 de octubre de 2023) Otoiio 2023



Introduccién

Minimos cuadrados
Ejemplo

Minimos Cuadrados

Ecuaciones Normales

nBo +  B1° X +  BedXXe = Vi
BoXXin + B x5 + B2 > X1 X2 > XinYi
BoXXe + B1XaXo + Bad X5 D XioYi

cuya solucion By, By, B> son los estimadores de minimos cuadrados.
El correspondiente estimador de la varianza o2 esta dado por:

1 1 A A N
> o2 2
5= n_sg(}/i_}/i) = n_sg(yi—ﬁo—ﬁﬂn—ﬁzxiz)

-ebz
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Introduccién
puestos

nimos cuadrados
S

Ejemplo: Desempefio de Supervisores'

La siguiente tabla muestra los resultados de un estudio de sicologia industrial del desempefio de supervisores
como funcién de distintas variables caracteristicas (medidas entre 0y 1) de los mismos. Las variables consideradas

fueron:
variable descripcion
y desempefio total del supervisor
Xq manejo de quejas de los empleados
Xo no permite privilegios especiales
X3 oportunidad de aprender cosas nuevas
X4 aumentos basados en desempefio
X5 muy critico en desempefio pobre
X6 tasa de avance a mejores trabajos
n y x1 x2 x3 x4 x5 x6 n y x1  x2 x3 x4 x5 x6
1 0.43 0.51 0.30 0.39 0.61 0.92 0.45 16 0.81 0.90 0.50 0.72 0.60 0.54 0.36
2 0.63 0.64 0.51 0.54 0.63 0.73 0.47 17 0.74 0.85 0.64 0.69 0.79 0.79 0.63
3 0.71 0.70 0.68 0.69 0.76 0.86 0.48 18 0.65 0.60 0.65 0.75 0.55 0.80 0.60
4 0.61 0.63 0.45 0.47 0.54 0.84 0.35 19 0.65 0.70 0.46 0.57 0.75 0.85 0.46
5 0.81 0.78 0.56 0.66 0.71 0.83 0.47 20 0.50 0.58 0.68 0.54 0.64 0.78 0.52
6 0.43 0.55 0.49 0.44 0.54 0.49 0.34 21 0.50 0.40 0.33 0.34 0.43 0.64 0.33
7 0.58 0.67 0.42 0.56 0.66 0.68 0.35 22 0.64 0.61 0.52 0.62 0.66 0.80 0.41
8 0.71 0.75 0.50 0.55 0.70 0.66 0.41 23 0.53 0.66 0.52 0.50 0.63 0.80 0.37
9 0.72 0.82 0.72 0.67 0.71 0.83 0.31 24 0.40 0.37 0.42 0.58 0.50 0.57 0.49
10 0.67 0.61 0.45 0.47 0.62 0.80 0.41 25 0.63 0.54 0.42 0.48 0.66 0.75 0.33
11 0.64 0.53 0.53 0.58 0.58 0.67 0.34 26 0.66 0.77 0.66 0.63 0.88 0.76 0.72
12 0.67 0.60 0.47 0.39 0.59 0.74 0.41 27 0.78 0.75 0.58 0.74 0.80 0.78 0.49
13 0.69 0.62 0.57 0.42 0.55 0.63 0.25 28 0.48 0.57 0.44 0.45 0.51 0.83 0.38
14 0.68 0.83 0.83 0.45 0.59 0.77 0.35 29 0.85 0.85 0.71 0.71 0.77 0.74 0.55
15 0.77 0.77 0.54 0.72 0.79 0.77 0.46 30 0.82 0.82 0.39 0.59 0.64 0.78 0.39 ,
-ebz
1 . . .
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Introduccién

=
©
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Ejemplo: Desempefio de Supervisores (cont.)

Considere el modelo

.,30

=1,..

i

Bo + BiXit + BaXiz + €,

Yi=

0.099 + 0.644x7 + 0.211x3

y=
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s =0.06817
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Introduccién

Minimos cuadrados
S

Ejemplo: Desempefio de Supervisores (cont.)

Analisis de residuales
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respuesta ajustada residuales
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Modelo y supuestos

/ rados y ecuaciones ales
Modelo y supuestos Minim ados y ecuaciones normale
RCDVCSCH acion matricia
Ejemplo

Propiedades

Modelo de Regresion Lineal Multiple

Modelo:

Yi=PBo+Bixn+ -+ PpXpte i=1,....n

Vi : respuesta al nivel i-ésimo nivel del regresor (i = 1,...,n)
donde Xji : j-ésimo regresor a su i-ésimo nivel (j = 1,...,p)
" Bo : ordenada al origen
Bi . coeficiente (tasa de cambio) del j-ésimo regresor

O bien, six;i = (1, X1, ..., Xp) Y B = (8o, Bis---,Bp) s
yi:Xilﬁ—‘re;, I':'I,...
y=XB+e
rango(X) = p+1=q (< n)
i ~ N(0, 0?) i.id.
Se pide que la matriz X sea de rango completo. Esto es, que tenga sus g columnas linealmente ebz
independientes.

9/35
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Modelo y supuestos

Modelo y supuestos

Ejemplo
Propiedades

Regresion lineal multiple

En general, un modelo de regresion lineal mdltiple es una aproximacion a la variable
de respuesta y como tal es un modelo empirico.

Ejemplos:

= BotB1x1+Baxa+e

= Bo+Bix+Bax®+e

Bo + B1x1 + BaXo + BraXiXg + €

= a+pBP+~yT+dL+e¢

< < < < <
Il

= Bo+Bixi+ -+ Bpxpte

-ebz
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Modelo y supuestos

s cuadre cua rmales
Modelo y supuestos Minimos cuadrados y ecuaciones normale:

Representacion matricial
Ejemplo
Propiedades

Matricialmente, si

1 x4
i €1 Bo
X21
Ynx1 = : i €Enx1 = : v Bgx1 = : i Xnxg =
. o
Yn n Bp 1 Xm

entonces el modelo de regresion lineal muitiple se puede expresar como
y=Xb+e

con los supuestos:
rango(X) = p+ 1= q (< n)

€~ Nn(o, Uzln)

X1p
Xgp

Xnp

E. Barrios Estadistica Aplicada Il 4 - Regresion Lineal Multiple (2 de octubre de 2023) Otoiio 2023



Jelo y supuestos
Minimos cuadrados y ecuaciones normales
Repi ntacion matricial

Modelo y supuestos

Ejemplo
Propiedades

Minimos Cuadrados

3>
3>

S(8)

Il
M

E=>"(Vi—Bo—Bixit — - — Bpxpp)? =D _(¥i — x{B)?

lly = XBI? = (y — XB) (y — XB) = y'y — 2y’ XB + B'X'X83

Problema de Minimos Cuadrados:

mB"" S(8) = mﬁ"n 12:1: & = BDTTB,J {;(}4’ —Bo—BiXig — - — /Bpxip)z}
23°(yi— Bo— BiXit — - — Bpxp)'(=1) = 0
s, .
35]. : ; :
23°(¥i — Bo — Bixit — - — BpCip) (—Xp) = 0O

que da lugar a las ecuaciones normales (q ecuaciones y q incognitas) :
—-ebz
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Modelo y supuestos
Modelo y supuestos Minimos cuadrados y ecuaciones normales
Representacion ma al
Ejemplo
Propiedades

Ecuaciones normales

males
nBo +  B12Xi + o+ B Xp = XV
BoX X + Bi>X3 + o+ B XiaXp = D XaVi

BodXXp + Bi1XnXp + - + 5pZX,-,20 > XipYi

cuya solucién By, By, . . ., Bp son los estimadores de minimos cuadrados (EMC).

-ebz
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y supuestos
Modelo y supuestos Minimos cuadrados y ecuaciones normales

Minimos cuadrados y ecuaciones normales

Matricialmente el problema es

mﬁl’n S(B) = mﬂl'n {V'y—2y'Xp+B'X'XB}
0= 95 _ _

=% = 2X'y+2X'X8 = X'Xg=X'y

Ecuaciones normales

X'xXg=Xy
Esto es,
n > Xi e > Xip Bo >V
> Xin Do Xq S DD X Xpp B1 > XY
Sw saw o 58 | La ] Lz

Puesto que rango(X) = g, se tiene que rango(X’X) = gy por lo tanto X’ X es invertible. Entonces,
Estimadores de minimos cuadrados (EMC)
B=XX)""Xy

-ebz
E. Barrios
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Modelo y supuestos

S re a rmales
Modelo y supuestos Minimos cuadrados y ecuaciones normale:

Representacion matricial
Ejemplo
Propiedades

El valor de la respuesta yy ajustado al nivel xy = (1, X1, . . ., Xup)’ del vector de
regresores esta dado por:

Ju = x,B8 = Bo + Bixu +"‘+Bpxup

El vector de la respuesta ajustada y es
32 x|
; =XB=XX'X)""Xy

<
Il
I

Yn XEB
y=IX(X'X)"'X'ly = Hy

donde H = X(X’'X)~1X’ es la matriz gorro o matriz sombrero (“hat matrix’).
Nuevamente, los residuales é estan dados por

& = y-y=y-Xp
= y—Hy=(U-Hy
My

con M= (I — H) = (I — X(X'X)~1X").

E. Barrios Estadistica Aplicada Il 4 - Regresion Lineal Multiple (2 de octubre de 2023) Otoiio 2023



Modelo y supuestos Y S CUE uaciones normales

Ejemplo
Propiedades

Ejemplo: Desempefio de Supervisores (cont.)

Considere el modelo
Yi=Po+ Bix1 + Baxiz+e, i=1,...,30

30.00 19.98 16.91 19.39
X'X=1| 1998 13.82 1153 |; X'y= | 13.30

16.91 11.53 9.93 11.19
30.00 19.98 16.91 17 '[ 19.39 0.099 R
19.98 13.82 11.53 1330 | =| 0644 | =5
16.91 1153 9.93 11.19 0.211

Modelo ajustado:
# =0.099 + 0.644x; + 0.211x3

-ebz
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Modelo y supuestos

Ejemplo
Propiedades

Representacion Geométrica de Minimos Cuadrados

L(L, Xq, ..., Xp) =XB

Interpretacion geométrica: y es la proyeccion ortogonal sobre el plano generado por
los regresores.

-ebz
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supuestos
0 cuaciones normale
Modelo y supuestos Minimo: dos y ecuaciones normale:
Representacion matricial
Ejemplo
Propiedades

Ejemplo: Servicio de television por cable 2

Variable Descripcién
1 Colonia Colonia a la que pertenece el hogar de la zona residencial
2 Manzana Numero de manzana a la que pertenece el hogar
3 Adultos Numero de adultos por hogar
4 Nifios Numero de nifios menores de 12 afos por hogar
5 Teles Numero de televisores por hogar
6 Tipo Tipo de televisor que posee: blanco y negro (B), color (C), ambos (A)
7 TVtot Suma del nimero de horas frente al televisor en la semana
de todos los miembros de la familia
8 Renta Cantidad maxima de renta que el jefe del hogar estaria dispuesto
a pagar al mes por servicio de TV por cable
9  Valor Valor catastral del hogar (m$). La respuesta se usa para dar idea
aproximada del ingreso familiar
obs. colonia manzana adultos ninos teles renta tvtot tipo valor
1 2 20 3 2 2 50 68 B 79928
2 2 25 3 3 1 65 82 B 94415
3 2 20 1 2 1 45 0 A 120896
4 2 8 2 2 2 35 56 A 132867
5 2 25 1 2 0 0 0 N 141901
36 1 2 2 0 2 60 20 A 332699
37 1 2 3 0 3 70 28 C 336290
38 1 9 3 0 5 85 28 C 355641
39 1 9 2 0 3 70 20 C 357972
40 1 4 3 0 4 80 28 C 370325
—-ebz
2Aguirre et al. (2006). 18/35
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Modelo y supuestos

s cuadre cua rmales
Modelo y supuestos Minimos cuadrados y ecuaciones normale:

Representacion matricial
Ejemplo
Propiedades

Ejemplo: Servicio de television por cable (cont.)

Response: renta

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 9.80566 10.32633 0.950 0.348838
ninos -4.91432 2.73477 -1.797 0.080973
adultos 2.64006 2.44211 1.081 0.287065
tvtot 0.45053 0.11445 3.936 0.000375
I(valor/1000) 0.12989 0.03141 4.135 0.000211

Residual standard error: 11.99 on 35 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5916, Adjusted R-squared: 0.545
F-statistic: 12.68 on 4 and 35 DF, p-value: 1.772e-06

Analysis of Variance Table

Df Sum Sg Mean Sqg F value Pr (>F)
SCReg 4 7293.4 1823.4 12.6788 1.768e-06
SCRes 35 5034.2 143.8
SCTot 39 12327.6 316.1

—-ebz
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Modelo y supuestos

S re a rmales
Modelo y supuestos Minimos cuadrados y ecuaciones normale:

Representacion matricial
Ejemplo
Propiedades

Ejemplo: Servicio de television por cable (cont.)

Analisis de residuales

20 ° o Cy
o o _ 14 o°
» 107 o ® o o g Sé’
@ ° £ 0°
g ° %° @& o 2 ij
3 0 ° °° o s O
8 o o © §a
o % 8
2 N ° 2 §§
-10 ° O -1 L0
=20, i —27n
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
20 30 40 50 60 70 80 -20 -10 O 10 20
respuesta ajustada residuales

¢ Tendencia? ¢ Datos atipicos?
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Modelo y supuestos

Propiedades

Propiedades de los EMC

E[B] = E[XX) X'yl =EX X)X (X8 + €)]
= (X'X)7'X'XB8+ (X' X) T X'E[¢]
= B
cov(B) = cov((X'X)T'X'y)
= X'X) 7 X cov(y)X(X'x) ™!

= XXX Pxx'x)"!

= 2x'x)!
= o%C
con C = (X' X)~ . Asi,
var(B) = ¢
cov(Bj, Bx) = 020/k

-ebz
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Modelo y supuestos > aciones norm
entacion matricia

Ejemplo

Propiedades

Propiedades de los EMC

Por otro lado,
>E# = |eP=¢e
(v —XB)'(y — XB)
= yy-2yXB+BXXp
= yy—-yXxp

pues por las ecuaciones normales X’ X3 = X’y. Entonces,

SB)=1elf=yy-BXy=(y-XB)y
Se puede mostrar que

es un estimador insesgado de o2, aunque dependiente del modelo.

-ebz

22/35

E. Barrios Estadistica Aplicada Il 4 - Regresion Lineal Multiple (2 de octubre de 2023) Otofio 2023



Intervalos de confianza

Suma de cuadrados extra
Inferencia Ejemplo

Teorema Gau

Intervalos de Confianza para los coeficientes

El hecho que y = X8 + ¢, con € ~ N(0, o2/) implica que y ~ N,(X8, o21), y siendo
B = (X'X)"'X'y, B es una transformacién lineal de un vector normal multivariado. Entonces,

B~Ng (8,55 (X' X))
y en particular, var(3;) = 02Cj, y ee(5;) = o+/Cj, donde C; = (X’X)jf.

Ahora bien, sean g = p+ 1y v = n — q los grados de libertad de los residuales. Se sigue
entonces que 1;—522 ~ Xi, independientemente de 3 y se tiene que

~ t,

Bi— 8

S/ ij

Por lo tanto, un intervalo del 100(1 — «) % de confianza para (3; estaria dado por
Bi & 1-a/2.)5/ Ci

Una regién de confianza conjunta del 100(1 — «) % para el vector de parametros
B = (Bo,--.-,Bp), de acuerdo a Bonferroni, estaria dada por el producto de los intervalos del
100(1 — «/q) % de confianza marginales. Esto es,

B £ ti—ay2q.)5\/Cjs J=0,...,p (g=p+1) -ebz
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Intervalos de confianza

Suma de cuadrados exire
Inferencia Ejemplo

Teorema Gaus

Intervalos de confianza y de prediccion para la respuesta y(x)

Considere el regresor al nivel xo = (1, X0, - - . , Xp0)' . La respuesta media ajustada
correspondiente es jo = §(xo) = X33, con

var(jo) = var(xgB) = xgvar(B)xo = oxg(X'X) ™" xo
Por lo tanto, un intervalo del 100(1 — «) % de confianza para la respuesta media y al nivel xo esta

dado por
J(%0) £ t1_ay2,0)8\/ %X’ X) "1 x0

Similarmente, para el mismo nivel xo, el correspondiente intervalo de prediccién para una

respuesta nueva j, + € es
J(X0) £ t1—a/2,0)8y/1 + XX’ X)~"x0

puesto que
N A 2 0yt —1 2 2 /(y! —1
var(y(xo) + €) = var(x;8 +€) = o X (X' X)” X+ 0" =0 (XO(X X) x0+1)

por independencia de la nueva observacion.

-ebz
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Intervalos confia
Suma de cuadrados extra
Inferencia Ejemplo

Teorema Gau arkov

Prueba de Hipétesis

Considere el modelo de regresion, llamado modelo completo
y=XB+e=XyBy + XoBp + ¢
donde
B1 Br1

By = By =

Br gy x1 Bp Gp x1
con g = gy + go. Suponga que se desea contrastar las hipétesis
Ho: Bo =0vs.Hy : Bo #0
Entonces para el modelo completo (MC) se tiene
B =
SCReg(X1, X2) =
CMRes (X1, X2) =

Por otro lado, considere el modelo reducido (MR)

XXX’y
é/X/y _ ny2
(Yy-8xy)/(n-a)

y=X{By +¢€
luego
B = (X{x)"'X{y
SCReg (X1) = 91,)(1,}’ - ”I’z
CMres(X1) = (v'y = BiX{y) /(n - a1)

E. Barrios Estadistica Aplicada Il

4 - Regresion Lineal Multiple

(MC)

(MR)

-ebz
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Intervalos de confianza
Suma de cuadrados extra

Inferencia Ejemplo
Teorema Gauss-Markov

Entonces, la suma de cuadrados extra (SCgyyr,) debida a los regresores X, dado que los regresores X; estan en el
modelo seria

SCexira(X2]X1) = SCReg(X1 , X2) — SCReg(X1)
= [SCrot — SCRes (X1, X2)] — [SCrot — SCRes(X1)]
= SCpes(X1) — SCRes(X1, X2)
= SCpes(MR) — SCpes(MC)
Grados de libertad de los cuadrados extra:
2 = (-q)-(-9=9-q

Entonces, para contrastar Hy: Bo = 0 vs. Hy : Bo # 0, se utiliza el estadistico

[(Vy=Bxy) = (vy-BiXy)] /(a—a)
SCRes (X1, X2)/(n — q)
[SCres(X1) — SCRes (X1, X2)] /(9 — G1)
SCRes (X1, X2)/(n — q)
SCextra(X2|X1)/ G2
SCres (X1, X2)/(n — q)

CMExtra F
e~ Fan—q
CMpes (MC) 2

. Barrios Estadistica Aplicada Il 4 - Regresion Lineal Multiple (2 de octubre de 2023) Otoiio 2023



Interval confianza

Suma de cuadrados extra
Inferencia Ejemplo

Teorema Ga kov

Ejemplo: Servicio de television por cable (cont.)

Modelo original completo:
Regresion y analisis de varianza

Response: renta

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 9.80566 10.32633 0.950 0.348838
ninos -4.91432 2.73477 -1.797 0.080973
adultos 2.64006 2.44211 1.081 0.287065
tvtot 0.45053 0.11445 3.936 0.000375
I(valor/1000) 0.12989 0.03141 4.135 0.000211

Residual standard error: 11.99 on 35 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5916, Adjusted R-squared: 0.545
F-statistic: 12.68 on 4 and 35 DF, p-value: 1.772e-06

Analysis of Variance Table

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
ninos 1 793.1 793.1 5.5138 0.0246456
adultos 1 2198.8 2198.8 15.2873 0.0004048
tvtot 1 1841.7 1841.7 12.8041 0.0010366
I(valor/1000) 1 2459.8 2459.8 17.1014 0.0002106
Residuals 35 5034.2 143.8

-ebz
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Intervalos de confianza

Suma de cuadrados extra
Inferencia Ejemplo

Teorema Gau arkov

Ejemplo: Servicio de television por cable (cont.)

Modelo original completo:
Anadlisis de varianza secuencial y suma extra de cuadrados

Suma de Cuadrados secuencial (Tipo I)

Response: renta -

Model 0: renta 1
o2 m 39 wemn 50 % vatue  x) I I
ninos : 793 793.08 5.5138 0.0246456 Model 3 renta ~ ninos + adultos + tvtot
adultos 1 2199 2198.82 15.2873 0.0004048 Model 4: renta - ninos + adultos + tvtot + ve
tvtot 1 1842 1841.66 12.8041 0.0010366
ve 1 2460 2459.76 17.1014 0.0002106 Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
Residuals 35 5034 143.83 0 39 12327.5
TotCorr 39 12328
Correction 1 135722 1 38 11534.4 1 793.08 5.5138 0.0246456
Total 40 148050 2 37 9335.6 1 2198.82 15.2873 0.0004048
3 36 7493.9 1 1841.66 12.8041 0.0010366
4 35 5034.2 1 2459.76 17.1014 0.0002106

-ebz
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Inferencia

Ejemplo: Servicio de television por cable (cont.)

Intervalos de confianza
Suma de cuadrados extra
Ejemplo

Teorema Gau arkov

Modelo original completo:

Regresion y analisis de varianza secuencial
Response: renta
>>> Modelo A:

Im(formula = renta ~ ninos + adultos +
tvtot + I(valor/1000), data = dat)

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 9.806 10.3263 0.95 0.348838
ninos -4.914 2.7348 -1.80 0.080973
adultos 2.640 2.4421 1.08 0.287065
tvtot 0.451 0.1144 3.94 0.000375
I(valor/1000) 0.130 0.0314 4.14 0.000211

Analysis of Variance Table

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)

ninos 1 793 793 5.51 0.02465
adultos 1 2199 2199 15.29 0.00040
tvtot 1 1842 1842 12.80 0.00104
I(valor/1000) 1 2460 2460 17.10 0.00021
Residuals 35 5034 144

Response: renta

>>> Modelo B:

Im(formula = renta ~ tvtot + I(valor/1000) +
adultos + ninos, data = dat)

Estimate Std. Error t value Pr(>[t])

(Intercept) 9.806 10.3263 0.95 0.348838
tvtot 0.451 0.1144 3.94 0.000375
I(valor/1000) 0.130 0.0314 4.14 0.000211
adultos 2.640 2.4421 1.08 0.287065
ninos -4.914 2.7348 -1.80 0.080973
Analysis of Variance Table
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
tvtot 1 826.7 826.7 5.7477 0.02198
I(valor/1000) 1 5672.6 5672.6 39.4386 3.308e-07
adultos 1 329.5 329.5 2.2911 0.13910
ninos 1 464.5 464.5 3.2291 0.08097
Residuals 35 5034.2 143.8
-ebz
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Intervalos de confianza

Suma de cuadrados extra
Inferencia Ejemplo

Teorema Gau

Igualdad de parametros

Suponga que se tiene el siguiente modelo completo

Y = Bo+ B1x1 + BaXo + BaXs + BaXa + € (MC)
y se desea probar la siguiente hipdtesis compuesta

Ho:B1=PB2yB3=ps vs. Hi:B1# B20pBs# Ba

Entonces bajo Ho, el modelo se puede reexpresar como el siguiente modelo reducido

Yy =Bo+B1(x1 +x2) + Ba(Xs + Xa) + € (MR)
y se contrasta Hp con el estadistico de prueba
_ [SCres(MR) — SCres(MC)] /(5 —3)

SCres(MC)/(n — 5)

Si F > Fy_,, se rechaza Hy con una significancia « y se ha de trabajar con el modelo completo
MC.

F

F2,n—5
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Intervalos de confianza

Suma de cuadrados extra
Inferencia Ejemplo

Te na Gau

Ejemplo: Servicio de television por cable (cont.)

Suponga que se tiene el siguiente modelo completo
¥ = Bo + B1ninos + Beadultos + Bstviot + Bave + € (MC)
y se desea probar la siguiente hipétesis: Hy: Las personas no influyen en la respuesta.
Ho : (81,82) =0 vs. Hi:(B1,B82) #0
Bajo Hy, el modelo se puede representar con el modelo reducido
y = Bo + Batvtot + Bave + € (MR)

MR <- lm(renta ~ tvtot + vc, data=dat)
summary (MR)
anova (MR)

MC <- lm(renta ~ ninos + adultos + tvtot + vc, data=dat)
anova (MC)

Analysis of Variance Table
Response: renta

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]) Df Sum Sq Mean Sq F value = Pr(>F)
: ue ninos 1 793.1 793.1 5.5138 0.0246456
(Intercept)  2.66709  8.89914  0.300  0.766
adultos 12198.8 2198.8 15.2873 0.0004048
tvtot 0.39197  0.08977  4.366 9.79e-05
b 0 lesar 0 05805 6001 ¢ 2600 tvtot 11841.7 1841.7 12.8041 0.0010366
: : : : ve 1 2459.8 2459.8 17.1014 0.0002106
Residuals 35 5034.2  143.8

Residual standard error: 12.55 on 37 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5272,Adjusted R-squared: 0.5017

MR, M
F-statistic: 20.63 on 2 and 37 DF, p-value: 9.576e-07  2noVal )

Model 1: renta ~ tvtot + vc

Analysis of variance Table Model 2: renta - ninos + adultos + tvtot + vc

Df Sum Sq Mean Sgq F value Pr (>F)

tvtot 1 826.7 826.7 5.2483 0.02776 N Res‘gs s DE Sum of Sq FoPrCE)
ve 1 5672.6 5672.6 36.0124 6.259-07 :

—-ebz
T iduals I 2 35 5034.2 2 794 2.7601 0.07708
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Inferencia

Ejemplo: Produccion de un reactor *

Se han realizado una serie de ensayos para investigar la influencia de algunos factores fisicos y
quimicos en la produccion de cierto reactor. Las variables consideradas se muestran a

continuacion:

n

variable tipo 1

y produccion respuesta 2
Xq voltaje (volts) fisico 3
X tiempo (min) fisico 4
X3 agitacion (rpm) quimico 5
X4 relacién entre reactivos ( %) quimico 6
7

8

SBox, Hunter, and Hunter (1978).

x
o8

150
250
150
250
150
250
150
250

X2
75
75
105
105
75
75
105
105

x3
260
260
260
260
340
340
340
340

©O 0o oo oo oo

35

.35
.35

35

.35
.35

35

.35

Yy
70
60
89
81
69
62
88
81

n

10
11
12
13
14
15
16

x1
150
250
150
250
150
250
150
250

X2
75
75
105
105
75
75
105
105

x3
260
260
260
260
340
340
340
340

x4
.65
.65
.65
.65
.65
.65
.65
.65

o o oo oo oo

49
88
82
60
52
86
79

-ebz
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Interval confianza

Sur e cuadrados extra
Inferencia Ejemplo

Teorema Gau kov

Ejemplo: Produccion de un reactor (cont.)

Modelo Completo:
Modelo Reducido:
Incluye variables fisicas y quimicas
Incluye solamente variables fisicas

Df Sum Sg Mean Sqg F value Pr (>F)
x1 1 256.00 256.00 28.231 <2e-16 Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
x2 1 2304.00 2304.00 254.075 <2e-16 x1 1 256 256 15.059 0.002
x3 1 0.25 0.25 0.028 0.871 X2 1 2304 2304 135.529 <2e-16
x4 1 121.00 121.00 13.343 0.004 Resid 13 221 17
Resid 11 99.75 9.07

Suma extra de cuadrados:

F _ [SCRes(MR) - SCRes(MC)] /(5—-3) Model 1: y = xl1 + x2
SCRes(MC)/(n — 5) Model 2: y ~ x1 + x2 + x3 + x4
_ [21.00 —99.75] /(5 —3) _ 121.25/2 Res.Df  RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
99.75/(16 — 5) 99.75/11 1 13 221.00
2 11 99.75 2 121.25 6.6855 0.01259

6.685 (p = 0.013)

Conclusién: Los datos muestran (p = 0.013) que las variables quimicas también son importantes en la explicacion
del produccién del reactor. —ebz
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Inferencia Ejemplo
Teorema Gauss-Markov

Condiciones y Teorema Gauss-Markov

Propiedades deseables de los estimadores se pueden mostrar a partir de Condiciones de
Gauss—Markov:

El¢] = 0 _
o Tl e
cov(er, ) = 0 < = o

En muchas de las aplicaciones de la regresién lineal multiple, estamos interesados en
estimaciones de funciones lineales de 3. E. g., ¢’ 3, o bien, L3, donde £ y L son vector y matriz
respectivamente. Por ejemplo,

i =x/8, §=XB, oincluso B =13

Teorema Gauss-Markov

Considere el modelo y = X3 + ey sea 8 = (X’X)~'X’y. Bajo las condiciones de Gauss-Markov,
el estimador de minimos cuadrados, Z’ﬁ, de la funcion estimable ¢’ 3, tiene varianza minima entre
todos los estimadores lineales insesgados de £’ 5. ¢’ B es BLUE, “best linear unbiased estimator”.

Esto es,
var(¢'B) <var(d'y), Vv d'y > E[d'y]=¢8

para todo estimador lineal d’y que sea estimador insesgado de ¢’ 3. —ebz
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