L(L, X4, ..., Xp) =XB
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Resultados necesarios

Resultados. Algebra lineal y distribuciones’

Proposicion

Sea xpx 1 Un vector aleatorio con media E(x) = pnx1, y matriz de covarianzas var(x) = Xpxn.
Sean Amxn Y Baxn > 0y Csx, matrices de constantes y y, 1 un vector aleatorio. Entonces,

Q E[Ax] = AE[x] = Ap.

Q var(Ax) = Avar(x)A’ = AZA’.
© cov(Ax, Cy) = Acov(x,y) C'.
Q E[x'Bx] = tr[BZ] + ' Byu.

Proposicion

Sea x ~ N,(0, ¥). Entonces, X'~ 'x ~ x2.

Proposicion

Sea H una matriz n x n, simétrica e idempotente, entonces H es una matriz de proyeccién sobre
L(H), subespacio generado por las columnas de H. Luego, (/ — H) es la matriz de proyeccién
sobre el subespacio ortogonal a L(H). .

Tschott (1997) 3/26

E. Barrios Estadistica Aplicada Il 4b -Hy: A3 (25 de septiembre de 2023) Otoiio 2023



Resultados necesarios

Resultados (cont.)

Proposicion

Sean Xnxq con rango(X) = g, y las matrices de proyeccion H = X(X'X)~'X" y M = (I — H).
Entonces, rango(H) = qy rango(M) = n — q.

Proposicion

Sea L una matriz definida positiva. Entonces, para todo vector b se tiene que

(h'b)? =
=b'L
i‘;ﬁ{ win [ =PEP
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Minimos Cuadrados Problema y estimadores

Modelo de Regresion Lineal Multiple 2

Considere el modelo de regresion lineal
=PBo+ BiXn+ -+ BpXp+e€, i=1,...,n

Modelo de Regresion Lineal Multiple

y:X,H+e (1)
CON Ynx1, €nx1, Bgx1, Y Xnxq, donde g =1 + p.
La suma de cuadrados SC(B) = 31, (vi — B'x:)% = S (Vi — Bo — BiXi — -+ — BpXpp)?

queda matricialmente

Suma Cuadrados

sC(B) = lly- Xﬂl|2 = (y = XB)'(y — XB)
Si el criterio de estimacion es minimos cuadrados, 8 ﬁ D _ox'x B — =0,
X'xg =Xy @
2Trabajo apoyado principalmente en Seber (1977) y Seber and Lee (2003). 5/26
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Minimos Cuadrados Problema y estimadores
Propiedades
Teorema Gauss-Markov
Distribuciones

Estimadores de Minimos Cuadrados (EMC)

B=(x'X)""X"y 3)
Se define la respuesta ajustada como ¥ = XA y su correspondiente vector de residuales por
e=y-—jy.
La suma de cyadrados de los residuales (SCres), también llamada suma de cuadrados de los
errores: SC(B) = S0, (vi — 9i)2.

Suma de Cuadrado de los Residuales (SCges)

SChes = Ily — XBIP =y'y — B'X'y

utilizando las ecuaciones normales (2). Note
g o= XB=XX'X)"'X'y=Hy
& = y-XX'X)'X'y=(I-Hy=M @

donde H y M son matrices simétricas e idempotentes®. Luego, la suma de cuadrados de los
errores se puede expresar también en términos de M como

SChres = ||8]|° = &8 = y'MPy = ¢ Me

¥y = XB + ey M es la matrix de proyeccioén ortogonal al espacio generado por las columnas de X.

3Para algunas propiedades de las matrices de proyeccion H y M refiérase a (Hoaglin and Welsch1978). 6/26
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Minimos Cuadrados Problema y estimadores
Propiedades
Teorema Gauss-Markov
Distribuciones

Proposiciol

Considere el modelo de regresion lineal
y=XB+e
con vector de medias y matriz de covarianzas
E[l] =0 y cov(e) = o?lp

Entonces se cumplen los siguientes resultados:
@ E[y] = XB. Es decir, el modelo es correcto.
Q cov(y) = ol
@ cov(8) = o2M.

O E[B] = 8. El EMC es insesgado.
Q cov(B) = e3(X'X)~1 = 2C.

—-ebz
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Minimos Cuadrados Problema y estimadores
Propiedades
Teorema Gauss-Markov
Distribuciones

Propo (cont.)

@ Sitr(X’X)~! —s 0, conforme n " oo, entonces j3 es ademas un estimador
consistente de g.

S(B) = 3 mije? + 31 mieie

E[S(B)] = (n - q)o?.

E[Sz] = o2,

s? es un estimador insesgado y consistente de o2 2.

Un estimador insesgado y consistente de cov() es s2(X’'X)~! = s2C.

©06660

Un estimador de la matriz de correlacion del parametro 3,

R = corr(B3) = { i ]

Cii Cjj

4Refiérase a (Sen and Srivastava 1990) Sec. 2A.2.

—-ebz
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Minimos Cuadrados Problema y estimadores
Propiedad
Teorema Gauss-Markov

Distribuciones

Teorema de Gauss-Markov*

Funcidn estimable

La funcion paramétrica &’ 3 es una funcion estimable si tiene un estimador lineal insesgado, por
ejemplo, ¢’y.

Teorema Gauss-Markov —caso escalar

Considere el modelo de regresion lineal y = X8 + e y el EMC del vector de coeficientes

B = (X'X)~'X"y. Bajo la condiciones usuales de la regresion (7), el estimador de minimos
cuadrados 6 = ¢’ de la funcién estimable 6 = ¢’ 3, tiene minima varianza entre todos los
estimadores lineales insesgados de 6.

Teorema Gauss-Markov —caso vectorial

Bajo la condiciones usuales de la regresién lineal, el estimador L’ 3 de minimos cuadrados de la
funcion estimable © = L’ 3 es de varianza minima entre todos los estimadores lineales
insesgados. Esto es, la matriz [cov(Cy) — cov(LA3)] es semidefinida positiva. Luego, es BLUE.

4Sen and Srivastava (1990) Sec. 2.9.
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Minimos Cuadrados

Distribuciones

Proposicion

Sea y ~ Np(XB, o2/), con Xnxq, rango(X) = q, y rango(M) = n — g. Entonces,
Q 5~ No(B,a2(X'X)~").
Q [IX(B-B)I2=(B-B)X'X(B—-B)~a?x2.
@ p es independiente de s2.

@ SCE = (n—q)s? ~o?x2,conv=n—gq.
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Minimos Cuadrados con Restricciones Problema y estimadores
Distribuciones

Minimos Cuadrados con Restricciones

Considere nuevamente el modelo de regresion lineal mdltiple (1)
y=XB+e
y suponga que se desea ajustar el modelo que satisface la hipotesis
Ho:AB=c (6)

donde Arxq y rango(A) = r(< q). Esto es, estimar el valor del pardmetro 3 que
satisface las restricciones A3 = c.

Minimos cuadrados con restricciones

El problema de minimos cuadrados con restricciones puede plantearse entonces como

Minimizar: SC(B) = y'y — 28’ X'y + B/ X'Xp3 (7)
Sujeto a: AB=c
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Minimos Cuadrados con Restricciones Problema y estimadores

Distribuciones

Estimadores

Para resolver el problema de optimizacion con las restricciones (7), construimos el correspondiente
lagrangiano

LB, =Yy =28 Xy + B X X5+ XN (AB ~c)
Si se deriva el lagrangiano anterior y se iguala a 0,

oL , , , oL
= = X)B—2X'y —A'x=0; —=c-AB=0
o5 2(X'X)B y oy — ¢~ A8
se da lugar a 1 1
B = (X)X v+ AN =B+ (XX TTAS
c = ABy=AB+ %A(X’X)"A’S\

donde 4 es el estimador de minimos cuadrados sin restricciones (3). Luego, eliminando X en la
expresion anterior, se tiene el estimador de minimos cuadrados con restricciones,

Estimadores Minimos Cuadrados con Restricciones
~ ~ =il o
Bu=B+XX)TA [AX'X) AT (c— AB) ®)

solucién del problema de minimizacién de la suma de cuadrados de los residuales cuando los —ebz

coeficientes satisfacen ciertas condiciones lineales (7). 1226
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Minimos Cuadrados con Restricciones Problema y estimadores
Distribuciones

Ejemplo

Considere la hipotesis o restriccién Hy : 31 = g1. Se sigue de (6) que en este caso
A=(1,0,...,0),y c = gi. Luego, se sigue de (8) que

1 g g1
By = B L 3 B2 + (g1 — B1)Ca1/Cyy B + 2 2 61
Pr=p+C| . | Gy (g1—P1) = ) _ .

0 BP+(g1 75’1)Cp1/c11 Bp+r1p% 51

donde C = (X'X)~" = (Cj), 61 = (91 — B1), si = ee(f3;) es el error estandar de 3;, y
rj = corr(B;, B) es la correlacion lineal entre 3; y 3;, por lo que Ci/Ci1 = r1;5;/$1.
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Minimos Cuadrados con Restricciones Problema y estimadores

Distribuciones

Distribuciones

Considere nuevamente el modelo de regresion lineal multiple con el supuesto esférico
sobre el error, e ~ Np(0, o2/). Se desea probar la hipétesis

Ho: AB =c

Sea SCE = S(f) la suma de cuadrados de los errores sin restricciones y
SCEy = S(BH), la suma de cuadrados de los errores del problema con restricciones

SCEy = |ly — XBullP = (v — XBr)'(y — XBr)

Proposicion

SCE - SCEy = (A3 —c) [AX'X)'A] B >0

E[SCE, ~ SCE] = ro®+ (A8 — o) [AX' X)) (48— 0)

-ebz
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La prueba de hipétesis Hy : A8 = ¢
Cociente de verosimilitudes

Prueba de Hipétesis Pruebas de signifi

Suma de cuadrados

Prueba de Hipétesis

Terorema

BajO Ho

£ _ (SCE, —SCE)/r _ (c— ABY [AX'X)"'A] " (c— AB)
~ SCE/(n—q) rs2

~ Frn—gq

Teorema

Cuando ¢ = 0, bajo Hy
F_N=a Y (H-Puy
r y(l—=Hy
donde Py es la matriz de proyeccion (matriz simétrica e idempotente) tal que
HPy = PyH = Py.
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La prueba de hipétesis Hy : A3

Prueba de Hipétesis

@ Por el teorema de Gauss-Markov, Aj es el mejor estimador lineal insesgado de Ag3 estimable,
que bajo Hy, seria cercano a c. Luego,

SCEy — SCE = (A — o)’ [AX'X)'A] (A8 - o)

es pequefio. En caso contrario, si A3 no es cercano a c, la diferencia SCEy — SCE tenderia
a ser grande. Entonces, la “prueba F” tiene que ser de una cola. Esto es, la regla de decision
seria: Rechazar Hy si F > Fy_,, donde Fi_,, es el (1 — «)-cuantil de la distribucion F.

@ Sir > 2resulta mas préctico calcular SCE y SCE; mediante la minimizacién de €’¢, cony
sin las restricciones (6).

© Puesto que SCEy es Unica, no importa como se obtiene. Se puede usar A3 = ¢ para
eliminar algunos de los ;s y después minimizar ||e| |2 con respecto a los s restantes.

@ El procedimiento basado en los 2 incisos anteriores se conoce como Suma de Cuadrados
Extra, que es la diferencia entre las suma de cuadrados que no alcanza a explicar el modelo
reducido, que satisface Hy, comparado con el modelo completo, sin restricciones.

-ebz
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La prueba de hipi
Cociente de verosimil

Prueba de Hipdtesis fic

Cociente de verosimilitudes

Considere la funcién de verosimilitud asociada con el modelo de regresion lineal sin restricciones

_ 1
L.t 1X.y) = 2no®) e { ~ 5oy~ XY (v~ X8)}
La maximizacion de L respecto a 3 y o2 da lugar a los estimadores de maxima verosimilitud,

dados por
~ E
B=XX)""Xy y 5= 5
n
Entonces el maximo de L esta dado por L(3, 62) = (2m62)~"/2e="/2,

De manera similar, si se satisface Hp, los correspondientes estimadores de maxima verosimilitud
maximizan L(83, 02| X, y), sujeta a las restricciones impuestas por Hy. Luego
o N _ _q7-1 N SCE
Bi=B+(XX)A[AXX) ] (e-AB)  y ot =

En este caso, bajo Ho, L(Bk, 6% |X, y) = (2r63)~"/2e~"/2,

-ebz
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La prueba de hipdt Hp : AB=c¢

Cociente de verosimilitudes

Prueba de Hipdtesis Pr nif

Cociente de verosimilitudes (cont.)

Luego, la razén de verosimilitud esta dada por

PN n n/2
A:L(ﬁH,U% [ 8?

L(B,82)
Ahora bien, el principio de la razon de verosimilitud indica rechazar Hy para valores
pequefos de A, que en este caso es una funcion monétona decreciente del estadistico

F. A saber,
_nN=pPr\2/n
F="y" (A 1)
Luego, se rechaza Hy : A8 = c, para valores grandes del estadistico de prueba F.

22
OH

-ebz
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La prueba de hipétesis Hy : A8 = ¢
Cociente de verosimilitudes

Prueba de Hipétesis Pruebas de significancia
Suma de cuadrados extra

Considere el modelo de regresion lineal multiple

y=Xp+e

tesis sobre la sign

Ho: B=0, vs. Ha:Almenosunp; #0,

En el contexto de la prueba general de hipétesis, si Hy : A3 = ¢, entonces, A= Ip, la
identidad de orden p, y ¢ = 0. Luego, A3 — ¢ = 3. Luego, el estadistico F toma la
forma

F = (X:BA)I(XB)/p _ 5'X'}’/P _ CMReg
&e/(n—q) &  CMpes

~ Fip,n—q) )

que es como se calcula el estadistico F a partir de la tabla de ANOVA. El estadistico F
de la expresion anterior (9) es el que reportan los programas estadisticos para verificar
la significancia de la regresion.
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La prueba de hipétesis Hy : A8 = ¢
Cociente de verosimilitudes

Prueba de Hipétesis Pruebas de significancia
Suma de cuadrados extra

Considere nuevamente el modelo
Y =080+ B1x1+ -+ BpXp + €

conocido en este contexto como modelo completo (MC) escrito matricialmente
Modelo completo (MC)

y=XB+e=XiBi+ XoB> + ¢

donde, By g, x1, B2 g, x1 Y X; las matrices n x g; correspondientes para i = 1, 2.
Ahora bien, se considera la posibilidad de simplificar el modelo al modelo restringido (MR)

Modelo restringido (MR)

y=XiBi +¢€
Para esto, se contrastan las hipétesis

Ho: Bob =0, vs. Ha:Bz;éo

Estadistico de prueba para suma de cuadrados extra

(SCres(MR) — SCres(MC))/ge

(= ~ Fop.n—
SCres(MC)/n — q 2o

y se determina su significancia.
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Regidn de confianza para el vector de parametros
todo de Scheffé

timacion de respuesta media y nuevas observaciones

Regiones de Confianza y Prediccién

Region de confianza para el vector de parametros /3

Recuerde que
N —1 o
(c— AB) [A(X/X)*1 A'] (c— AB) ~ rs2F;,
donderango(A) =r,yv=n—gq.SisetomaA=Igy c=j,

u»{(é —BYX'X(B - B) < r?F(1 — a; r, V)} —1-a

Region de confia

Ri—a={B:(B=BYX'X(B—B) < *F(1 —air,v)}

constituye una regién del 100(1 — a) % confianza para el vector de parametros 3.

-ebz
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Regién de confiar el vector de pardmetros

Método de Scheffé

Estimacion de respuesta media y nuevas observaciones
Regiones de Confianza y Prediccién

Método de Scheffé

Considere la restriccion A3 = c. Entonces, por el teorema Gauss-Markov AB = &es unbuen
estimador de ¢ y como se vio

1-a = pfus-o [ax AT (8- o) < L |
= p{@-o't'E-0<¢}

donde & = AB, L = [A(X’X)*‘A/] y & = rs?F(1 — a; r, v). Luego, tomando v = & — ¢ se puede
mostrar que
1—a = P{yLTv<¢}

_ (H)?
- e S} =)

/_\2
P{(hv) <g, paratodoh;éo}

h'Lh

-ebz
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Region de confianza para el vector de parametros
Método de Scheffé
Estimacion de respuesta media y nuevas observaciones

Regiones de Confianza y Prediccién

Método de Scheffé (cont.)

Por lo que podemos construir un intervalo del 100(1 — «) % de confianza para cualquier
combinacion lineal h'c = h’ AB. A saber,

Intervalo de confianza

We+ (FF(1 —o;r,v))"/2 sV Lh (10)
y la probabilidad sobre toda la familia b’ ¢ es precisamente 1 — a.
(Nots |
@ El denominador s?h’ Lh es un estimador insesgado de la varianza de h’&. En efecto,
var(h'é) = h'var(&)h = h'var(AB)h
o2 [A(X’X)_1A'] h
= oPh'Lh

@ Puesto que h'c = ¢; para algin h, entonces el intervalo de confianza para cualquier
aiB=ci (i=1,...,r)estdincluido en la expresion general (10) anterior.
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gion de confianza para el vector de parametros
todo de Scheffé
Estimacion de respuesta media y nuevas observaciones

Regiones de Confianza y Prediccién

Estimacion de respuesta media y nuevas observaciones

Intervalos de confianza para la respuesta media a nivel x = xp
Y00) £ 1 —a 2,8/ % (X' X) 71X

Intervalos de confianza Bonferroni a nivel X1, . .., Xy

J(Xi) £ t1—a/2m,u)Sy/ X (X' X)X
Intervalos de confianza Scheffé a nivel x;

Y() £ (MF(1 — a;m,v))'/2 /5 (X" X)~ 1%

Similarmente pueden construirse regiones simultaneas para predicciones de observaciones
nuevas. Utilizando por ejemplo el método de Scheffé, una region de prediccion conjunta para
niveles de los regresores X1, . . ., X;, esta dado por

Intervalos de confianza conjunto a niveles X, ..., x;

Y(x) £ (MFA — a; £,1)) /2 5,/1 + X/ (X' X) =1 ebz
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Region de confianza para el vector de parametros
todo de Scheffé

Estimacion de respuesta media y nuevas observaciones

Regiones de Confianza y Prediccién

—-ebz
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