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Modelo de regresión lineal y supuestos

Considere el modelo de regresión lineal múltiple:

yi = β0 + β1xi1 + · · · + βpxip + ϵi

donde,
yi : respuesta al nivel i-ésimo nivel del regresor (i = 1, . . . , n)
xij : j-ésimo regresor a su i-ésimo nivel (j = 1, . . . , p)
β0 : ordenada al origen
βj : coeficiente (tasa de cambio) del j-ésimo regresor

O bien, matricialmente
y = Xβ + ϵ

Supuestos:
ϵ ∼ Nn(0, σ

2In)

Xn×q fija, rango(X) = p + 1 = q (≤ n)

En ocasiones, no se satisfacen uno o más de los supuestos por lo que las conclusiones
alcanzadas son cuestionables.
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Una manera de tratar de verificar si los supuestos se cumplen o no es mediante el análisis de
residuales.
Para algunos tipos de problemas (supuestos no satisfechos) hay pruebas estadı́sticas formales.
Veremos algunas de ellas.
Algunos de los problemas más comunes de los modelos de regresión lineal son:

Errores con distribución distinta a la normal.

Heteroscedasticidad (varianza no constante).

Autocorrelación (correlación de errores).

Colinealidad (regresores linealmente dependientes).
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Problema de No Normalidad

Los residuales son “errores observados” si el modelo es correcto. Luego, intentamos verificar los
supuestos analizando los residuales.

Gráfica cuantil-cuantil normal (gráfica de probabilidad normal).

Prueba Jarque-Bera. Compara de manera conjunta el coeficiente de asimetrı́a y curtosis
contra los correspondientes parámetros de la distribución normal.

Otras pruebas de bondad de ajuste, como son: Lilliefors, Shapiro-Wilks, Anderson-Darling,
Cramér-Von Mises. Sin embargo, todas las pruebas suponen que las observaciones son
independientes. (R: paquetes moments y nortest.)

Consecuencias
Jarque and Bera (1987) comentan que “violaciones al supuesto de normalidad puede llevar al uso
de estimadores subóptimos, aseveraciones inferenciales inválidas y conclusiones inexactas”.
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Prueba Jarque-Bera

La prueba de Jarque-Bera se basa en la prueba de score. Compara de manera conjunta el
coeficiente de asimetrı́a y curtosis contra los correspondientes parámetros de la distribución
normal, resumido en el siguiente estadı́stico de prueba

JB = n

(
s2

6
+

(k − 3)2

24

)
donde,

s =
m3

(m2)3/2
=

1
n
∑

(xi − x̄)3[ 1
n
∑

(xi − x̄)2
]3/2

y k =
m4

(m2)4/2
=

1
n
∑

(xi − x̄)4[ 1
n
∑

(xi − x̄)2
]4/2

con mr = 1
n
∑n

i=1(xi − x̄)r , el r -ésimo momento central muestral.
Los autores muestran que bajo el supuesto de normalidad,

JB d−→ χ
2
2

y la prueba es asintóticamente eficiente, que no lo es para muestras pequeñas (n ≤ 100).
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Muestras simuladas y estadı́stico Jarque-Bera JB (valor-p)
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Corrección

En ocasiones la normalidad se logra mediante alguna transformación, por ejemplo, del
tipo Box-Cox. A saber, Box and Cox (1964) mencionan al inicio de su artı́culo que “las
contribuciones de la transformación a la normalidad, homoscedasticidad y aditividad
son por separado”.
Las transformaciones Box-Cox favorecen tanto la estabilidad de la varianza como la
normalidad de los datos.

Nota: La prueba Jarque-Bera es popular en la práctica de la econometrı́a. Sin
embargo, en muchos casos, el análisis gráfico es suficiente debido a la robustez de los
estadı́sticos t y F a desviaciones moderadas de la normalidad.
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Sobre la robustez de la prueba t

uniforme normal sesgada normal contaminada

distribución
correlación estadı́stico normal

serial ϕ de prueba uniforme normal sesgada contaminada
0 t 0.053 0.051 0.045 0.052

W 0.056 0.054 0.050 0.550
−0.4 t 0.008 0.007 0.007 0.018

W 0.010 0.008 0.008 0.017
+0.4 t 0.185 0.186 0.185 0.118

W 0.180 0.185 0.188 0.133

donde t y W son los estadı́sticos de las pruebas t y de Wilcoxon, respectivamente.
La correlación serial supone que Xk = ϕXk−1 + ak , con {ak} ruido blanco gaussiano.
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Problema de Heteroscedasticidad

Detección
El problema de la heteroscedasticidad se da cuando la varianza no es constante.
Una manera de verificar el supuesto var(ϵi ) = σ2, i = 1, . . . , n es mediante las gráficas de
residuales.
En el contexto del diseño de experimentos y los modelos de análisis de varianza existen pruebas
formales, pero todas ellas hacen uso de réplicas legı́timas que pocas veces se tienen en los
modelos de regresión.
Entre las pruebas formales para probar la igualdad de varianzas están:

Prueba de Bartlett, prueba de Levene, prueba de Box.

Prueba de Breuch, Pagan y Koenker, prueba de White.

En ocasiones se conoce la estructura de la matriz de covarianza cov(ϵ) = Σ de los errores. De ser
ası́, la podemos incorporar explı́citamente en los cálculos.
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Problema de Heteroscedasticidad
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Problema de Heteroscedasticidad

¿Varianza constante?
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Prueba de Breusch y Pagan1

Considere el modelo RLM
yt = β0 + β1x1t + · · · + βpxpt + ϵt (1)

Sea σ2
t = var(ϵt ) y σ2

t = h(zt ;α), donde h es dos veces diferenciable, z = (z1, . . . , zk ) variables
auxiliares posiblemente relacionadas con σ y α un vector de parámetros. Es común utilizar el
modelo

σ
2
t = α0 + α1x1t + · · · + αpxpt (2)

Bajo la hipótesis
H0 : α1 = · · · = αp = 0 (3)

σ2
t = α0 y las varianzas son constantes.

Sean êt = yt − xT
t β̂, los correspondientes residuales del modelo (1). Los residuales êt son la

mejor representación disponible del error ϵt , por lo que ê2
t es una estimación de la varianza σ2

t .
Ajuste ahora el modelo

ê2
t = α0 + α1x1t + · · · + αpxpt + ξt (4)

y determine R2
e el coeficiente de determinación múltiple del modelo (4). Entonces el estadı́stico de

prueba es
BP = nR2

e
·∼ χ

2
p (5)

donde n es el número de observaciones y p el número de regresores en (4).

1Breusch and Pagan (1979); Koenker (1981).
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Prueba de Breusch y Pagan, Koenker

La prueba supone conocimiento previo de qué podrı́a causar la
heteroscedasticidad. Esto se refleja con las variables auxiliares z.

La prueba de Breusch y Pagan es muy sensible a desviaciones de la normalidad.

La studentización del estadı́stico de prueba original de Breusch y Pagan es el
presentado en (5) fue propuesto por Koenker (1981) y depende menos del
supuesto de normalidad.
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Prueba de White2

La Prueba de White está relacionada con la de Breusch y Pagan pero no supone
conocimiento previo sobre la heteroscedasticidad.

Parecida a la Prueba de Breusch y Pagan pero con un conjunto de variables z ’s en particular
y no depende de la normalidad de los errores.

La función h representada por el modelo (2) en este caso queda como

σ
2
t = α0 +

p∑
i=1

αi xit +

p∑
i=1

αii x
2
it +

∑
ij

αij xit xjt (6)

Ajuste el modelo RLM (1) y obtenga los residuales êt .

Ajuste el modelo (6) para las varianzas (ê2
t ) y aplique la prueba de Breusch y Pagan.

Rechace la hipótesis de varianza constante si

nR2
e > χ

2(1 − γ; k)

donde n es el número de observaciones, R2
e es el coeficiente de determinación del

modelo(6), k el número de coeficientes en el modelo (sin considerar α0) y γ el nivel de
significancia de la prueba.

2White (1980).
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Ejemplo: Televisión por cable (cont.)

> mod1 <- lm(renta ˜ ninos + adultos + tvtot + I(valor/1000), data=dat)

> summary(mod1)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 9.80566 10.32633 0.950 0.348838

ninos -4.91432 2.73477 -1.797 0.080973

adultos 2.64006 2.44211 1.081 0.287065

tvtot 0.45053 0.11445 3.936 0.000375

I(valor/1000) 0.12989 0.03141 4.135 0.000211

Residual standard error: 11.99 on 35 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.5916,Adjusted R-squared: 0.545

F-statistic: 12.68 on 4 and 35 DF, p-value: 1.772e-06

> library(lmtest)

> bptest(mod1)

Prueba Breusch-Pagan:

studentized Breusch-Pagan test

data: mod1

BP = 17.138, df = 4, p-value = 0.001817
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Ejemplo: Televisión por cable (cont.)

Análisis de residuales mod1

20 30 40 50 60 70 80

−20

−10

0

10

20

30

Fitted values

R
es

id
ua

ls

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●
●

Residuals vs Fitted

16

226

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

Theoretical Quantiles

S
ta

nd
ar

di
ze

d 
re

si
du

al
s

Normal Q−Q

1618

6

20 30 40 50 60 70 80

0.0

0.5

1.0

1.5

Fitted values

S
ta

nd
ar

di
ze

d 
re

si
du

al
s

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●
● ●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

Scale−Location
16186

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

−2

−1

0

1

2

Leverage

S
ta

nd
ar

di
ze

d 
re

si
du

al
s

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●
●

Cook's distance
1

0.5

0.5

1

Residuals vs Leverage

18

65

E. Barrios Estadı́stica Aplicada II 8 Verificación de Supuestos (25 de octubre de 2023) Otoño 2023



−ebz

18/80

Introducción
Normalidad

Heteroscedasticidad
Autocorrelación

Colinealidad
Referencias

Detección
Prueba de Breusch y Pagan y prueba de White
Ejemplo
Mı́nimos Cuadrados Generalizados y Ponderados
Ejemplos

Ejemplo: Televisión por cable (cont.)

> influence.measures(mod1)

Influence measures of
lm(formula = renta ˜ ninos + adultos + tvtot + I(valor/1000), data = dat) :

dfb.1_ dfb.nins dfb.adlt dfb.tvtt dfb.I..1 dffit cov.r cook.d hat inf
1 0.023748 -0.016212 0.01315 0.00733 -0.036422 0.0442 1.390 4.03e-04 0.1696
2 0.072893 0.021779 0.13039 0.09404 -0.236953 0.4633 1.106 4.25e-02 0.1383
3 0.224457 -0.034260 -0.14998 -0.00328 -0.146391 0.2851 1.208 1.65e-02 0.1218
4 -0.204652 0.080783 0.06338 -0.06754 0.197737 -0.3045 1.042 1.84e-02 0.0705
5 -0.633730 -0.489161 0.04981 0.93488 0.389236 -1.2277 0.826 2.74e-01 0.2501 *
6 -0.623916 -0.524295 0.05925 0.96471 0.362579 -1.2594 0.783 2.86e-01 0.2453 *
7 0.537617 -0.260280 -0.00841 -0.10745 -0.462822 0.5988 0.766 6.67e-02 0.0901
8 -0.293777 0.408067 -0.09501 -0.25050 0.380844 -0.5748 0.981 6.40e-02 0.1331
9 -0.065237 0.079371 0.06607 0.08086 -0.023482 0.2872 1.160 1.66e-02 0.1028
10 -0.083941 0.043308 0.06257 -0.07494 0.068407 -0.1722 1.141 6.02e-03 0.0569
11 0.010861 -0.042421 0.00359 0.07081 -0.032117 0.1019 1.299 2.13e-03 0.1199
12 -0.074077 0.042761 0.01136 0.00345 0.056821 -0.0856 1.214 1.50e-03 0.0629
13 0.080206 -0.055064 -0.01908 0.01057 -0.060905 0.0945 1.210 1.83e-03 0.0633
14 -0.147637 0.122029 0.05671 -0.05331 0.103188 -0.1893 1.131 7.25e-03 0.0594
15 0.078212 -0.054347 0.14409 -0.20080 -0.094412 -0.3288 1.223 2.18e-02 0.1411
16 0.291277 0.093546 -0.51527 0.03049 0.021680 0.7047 0.636 8.91e-02 0.0897
17 -0.012831 -0.009399 0.02933 0.02267 -0.009774 0.0564 1.355 6.55e-04 0.1490
18 -0.649953 1.927511 1.89461 -2.20973 0.014625 2.6380 1.402 1.25e+00 0.5833 *
19 -0.035754 0.009955 -0.07106 0.05272 0.048486 -0.1113 1.208 2.54e-03 0.0673
20 0.193892 -0.170827 -0.28681 0.16585 -0.026155 0.3466 1.162 2.41e-02 0.1224
21 -0.025931 0.001089 0.04435 0.01669 -0.002580 0.0703 1.316 1.02e-03 0.1259
22 0.348784 -0.381146 0.29761 -0.28315 -0.426902 -0.8200 0.697 1.22e-01 0.1264
23 0.001644 -0.000951 0.00640 -0.00370 -0.002470 0.0104 1.217 2.24e-05 0.0502
24 0.088159 -0.019787 -0.12113 -0.00985 0.012624 0.1722 1.223 6.05e-03 0.0935
25 -0.284442 0.575202 -0.57910 0.06758 0.601950 1.0153 0.829 1.90e-01 0.2037
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Ejemplo: Televisión por cable (cont.)

> head(dat,25)

obs colonia manzana adultos ninos teles renta tvtot tipo valor
1 2 20 3 2 2 50 68 B 79928
2 2 25 3 3 1 65 82 B 94415
3 2 20 1 2 1 45 40 A 120896
4 2 8 2 2 2 35 56 A 132867
5 2 25 1 2 0 0 0 N 141901
6 2 14 1 2 0 0 0 N 147997
7 2 22 2 1 1 65 30 A 156410
8 2 20 3 1 3 45 62 C 156841
9 2 25 3 3 2 70 82 A 157041

10 2 20 2 2 3 45 60 C 161222
11 2 8 3 2 1 70 84 A 162509
12 2 8 2 1 3 45 34 A 180124
13 2 14 2 1 1 55 38 C 180437
14 2 8 2 1 2 45 42 A 190314
15 2 14 2 3 1 55 86 A 192265
16 2 25 1 2 3 70 40 B 192816
17 2 14 4 2 4 75 84 C 193279
18 2 20 4 3 3 55 14 C 205656
19 1 2 3 1 3 50 31 C 216190
20 2 22 1 1 3 65 42 C 216321
21 2 22 4 2 2 75 76 C 216465
22 2 22 2 3 2 40 74 C 225694
23 1 4 3 1 3 60 35 C 237752
24 2 25 1 1 1 55 22 C 241531
25 2 8 1 3 2 75 54 C 249098
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Ejemplo: Televisión por cable (cont.)

> mod2 <- lm(renta ˜ ninos + adultos + tvtot + I(valor/1000), data=dat, subset=seq(40)[-c(5,6)])

> print(summary(mod2))

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 28.21648 9.50180 2.970 0.00552

ninos -0.98699 2.42591 -0.407 0.68674

adultos 2.26288 2.01084 1.125 0.26856

tvtot 0.14240 0.11805 1.206 0.23632

I(valor/1000) 0.09640 0.02698 3.574 0.00111

Residual standard error: 9.866 on 33 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.3804,Adjusted R-squared: 0.3053

F-statistic: 5.065 on 4 and 33 DF, p-value: 0.002701

> print(bptest(mod2))

studentized Breusch-Pagan test

data: mod2

BP = 7.6123, df = 4, p-value = 0.1069
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Ejemplo: Televisión por cable (cont.)

Análisis de residuales mod2
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Ejemplo: Televisión por cable (cont.)

> influence.measures(mod2)
Influence measures of
lm(formula = renta ˜ ninos + adultos + tvtot + I(valor/1000), data = dat, subset = seq(40)[-c(5, 6)]) :

dfb.1_ dfb.nins dfb.adlt dfb.tvtt dfb.I..1 dffit cov.r cook.d hat inf
1 -0.010784 0.006404 -0.00610 -0.001675 0.016920 -0.02088 1.406 8.99e-05 0.1709
2 0.085559 0.031565 0.15075 0.074327 -0.270498 0.53988 1.028 5.69e-02 0.1386
3 -0.035636 -0.004593 0.01991 0.014206 0.024306 -0.04272 1.406 3.76e-04 0.1715
4 -0.375441 0.060129 0.11116 0.012909 0.359007 -0.52708 0.779 5.20e-02 0.0784
7 0.513812 -0.095662 -0.01860 -0.233472 -0.439748 0.55898 0.929 6.01e-02 0.1178
8 -0.207257 0.415175 -0.09836 -0.265557 0.326183 -0.57706 0.990 6.45e-02 0.1386
9 -0.102101 0.087976 0.09538 0.117597 -0.019371 0.40915 1.044 3.30e-02 0.1040
10 -0.128423 0.043915 0.09363 -0.063459 0.107928 -0.25637 1.052 1.31e-02 0.0583
11 -0.035269 -0.207181 0.02038 0.307987 -0.069317 0.41394 1.156 3.42e-02 0.1409
12 -0.242999 0.070432 0.03773 0.078418 0.190237 -0.27279 1.102 1.49e-02 0.0771
13 0.010903 -0.004829 -0.00258 -0.001497 -0.008543 0.01260 1.256 3.28e-05 0.0714
14 -0.233454 0.151581 0.09066 -0.027297 0.171728 -0.30049 1.010 1.79e-02 0.0622
15 0.076411 -0.017628 0.10543 -0.152278 -0.083121 -0.25189 1.293 1.29e-02 0.1478
16 0.381093 0.203976 -0.46494 -0.185337 -0.080149 0.70496 0.761 9.18e-02 0.1175
17 -0.178462 -0.142390 0.23481 0.260684 -0.014612 0.47950 1.213 4.59e-02 0.1807
18 -0.006902 -0.303369 -0.23982 0.342520 0.051347 -0.39196 4.649 3.16e-02 0.7511 *
19 -0.123107 -0.017516 -0.16396 0.163396 0.140520 -0.28452 1.092 1.62e-02 0.0780
20 0.193951 -0.144597 -0.29155 0.108601 -0.037300 0.35292 1.163 2.50e-02 0.1241
21 -0.169561 -0.044228 0.21752 0.142727 0.025824 0.36066 1.212 2.62e-02 0.1451
22 0.402256 -0.403052 0.35531 -0.308012 -0.509490 -0.98889 0.514 1.67e-01 0.1269 *
23 -0.011646 -0.000531 -0.02737 0.019927 0.013667 -0.04692 1.225 4.53e-04 0.0535
24 -0.022162 -0.003058 0.02296 0.011805 0.002711 -0.03597 1.325 2.67e-04 0.1211
25 -0.131969 0.591772 -0.55491 -0.093927 0.473884 0.98520 0.884 1.80e-01 0.2165
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Mı́nimos Cuadrados Generalizados

Suponga el modelo y = Xβ + ϵ con

E[ϵ] = 0, y var(ϵ) = Σ = σ
2V ̸= σ

2I

En este caso, utilizar mı́nimos cuadrados ordinarios (MCO) no es lo apropiado pues las
condiciones de Gauss-Markov no se cumplen. (Piense en la variación de observaciones o pesos
de las observaciones.)
Puesto que V = 1

σ2 var(ϵ), podemos suponer que la matriz V es definida positiva. Entonces, existe
Rn×n no singular y simétrica tal que V = R′R.

Defina:

w = R−1y

Z = R−1X

δ = R−1
ϵ

Luego,

y = Xβ + ϵ

R−1y = R−1Xβ + R−1
ϵ

w = Zβ + δ
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Mı́nimos Cuadrados Generalizados

Considere el modelo:

w = Zβ + δ donde:

E[δ] = R−1E[ϵ] = 0

cov(δ) = R−1cov(ϵ)R−1′

= σ
2R−1VR−1′

= σ
2R−1(R′R)R−1′

= σ
2In

Esto es, el modelo w = Zβ + δ satisface las condiciones de Gauss-Markov, por lo que el
estimador β̂G de mı́nimos cuadrados es el de mı́nima varianza entre todos los estimadores lineales
insesgados de β. A saber,

β̂ = (Z ′Z )−1Z ′w

= (X ′R−1′R−1X)−1X ′R−1′R−1y

= (X ′V−1X)−1X ′V−1y

= β̂G

β̂G es el estimador de mı́nimos cuadrados generalizados (MCG).
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Mı́nimos Cuadrados Generalizados

β̂G = (X ′V−1X)−1X ′V−1y

entonces,

E[β̂G] = E
[
(X ′V−1X)−1X ′V−1y

]
= E

[
(X ′V−1X)−1X ′V−1(Xβ + ϵ)

]
= β + AE[ϵ]

= β

cov(β̂G) = σ
2(Z ′Z )−1

= σ
2(X ′R−1′R−1X)−1

= σ
2(X ′V−1X)−1

Por Gauss-Markov, β̂G es el mejor estimador lineal insesgado del vector de parámetros β.
Nota: Si cov(ϵ) = Σ, y utilizamos MCO β̂ = (X ′X)−1X ′y , el estimador β̂ es aún insesgado pero
no de varianza mı́nima, pues

var(β̂) = σ
2(X ′X)−1X ′VX(X ′X)−1
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Mı́nimos Cuadrados Ponderados

Cuando los errores no están correlacionados pero tienen distinta varianza, éstos
corresponden a un caso particular de mı́nimos cuadrados generalizados. A saber, si

Σ =


σ2

1
. . .

σ2
n

 = σ2


1/w1

. . .

1/wn

 = σ2W−1

donde
W = diag{w1, . . . ,wn}

Si var(ϵi ) es grande, entonces wi (> 0) es pequeño y a la correspondiente observación
se le da poco peso.
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Mı́nimos Cuadrados Ponderados

En el caso de errores no correlacionados, sea

R = W−1/2 = diag{1/
√

w1, . . . , 1/
√

wn}

w = R−1y =


√

w1y1
...

√
wnyn

 ; Z = R−1X =


√

w1
√

w1x11 · · · √
w1x1p

...
...

. . .
...

√
wn

√
wnxn1 · · ·

√
wnxnp


Entonces, el estimador de mı́nimos cuadrados ponderados (MCP)

β̂W = β̂G = (X ′WX)−1X ′Wy

es insesgado y tal que
cov(β̂W) = σ2(X ′WX)−1
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Ejemplo: Venta alimentos vs. gastos en publicidad3

La siguiente tabla muestra los datos sobre los ingresos mensuales promedio (Y ) por ventas de
alimentos y los correspondientes gastos anuales en publicidad (x) para 30 restaurantes. La
gerencia está interesada en establecer una relación entre estas variables.

obs ingreso gasto grupo obs ingreso gasto grupo
1 81.464 3.000 1 16 144.630 12.310 5
2 72.661 3.150 1 17 147.041 13.700 5
3 72.344 3.085 1 18 179.021 15.000 6
4 90.743 5.225 2 19 166.200 15.175 6
5 98.588 5.350 2 20 180.732 14.995 6
6 96.507 6.090 3 21 178.187 15.050 6
7 126.574 8.925 4 22 185.304 15.200 6
8 114.133 9.015 4 23 155.931 15.150 6
9 115.814 8.885 4 24 172.579 16.800 7

10 123.181 8.950 4 25 188.851 16.500 7
11 131.434 9.000 4 26 192.424 17.830 8
12 140.564 11.345 5 27 203.112 19.500 9
13 151.352 12.275 5 28 192.482 19.200 9
14 146.926 12.400 5 29 218.715 19.000 9
15 130.963 12.525 5 30 214.317 19.350 9
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3Sec. 5.5.5: Montgomery, Peck, and Vining (2001).
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Ejemplo: Venta alimentos (cont.)

Regresión lineal simple:

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 49.4434 4.2889 11.53 3.81e-12

gasto 8.0484 0.3265 24.65 < 2e-16

Residual standard error: 8.999 on 28 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9559, Adjusted R-squared: 0.9544

F-statistic: 607.5 on 1 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16

• Problema: Varianza creciente.
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Regresión lineal S2
Y vs. x̄ :

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -9.903 16.764 -0.591 0.58040

xbar 7.703 1.309 5.885 0.00201

Residual standard error: 19.26 on 5 degrees of freedom

(2 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.8739, Adjusted R-squared: 0.8486

F-statistic: 34.64 on 1 and 5 DF, p-value: 0.002012
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Ejemplo: Venta alimentos (cont.)

Mı́nimos cuadrados ponderados

w <- 1/predict(mod2,data.frame(x=dat$gasto))

lm(formula = ingreso ˜ gasto, data = dat, weights = w)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 51.0475 2.4095 21.19 <2e-16

gasto 7.9162 0.2503 31.62 <2e-16

Residual standard error: 0.9961 on 28 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9728, Adjusted R-squared: 0.9718

F-statistic: 1000 on 1 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

16 17 18 19 20

−2

−1

0

1

Residuales vs. respuesta ajustada (WLS)

w1 2ŷ
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Ejemplo: Gastos en educación en los E.E.U.U4

La Tabla 1 muestra los datos sobre gasto en educación para el año de 1975 en los E.E.U.U. Note
que los estados han sido clasificados en alguna de las 4 regiones definidas: noreste, central,
noroeste y sur. variable concepto

y Gasto per cápita para educación.

x1 Ingreso per cápita en 1973.
x2 Menores de 18 años por millar en 1974.
x3 Personas por millar viviendo en zona urbana en 1970.

estado y x1 x2 x3 región
1 ME 235 3944 325 508 1
· · · · · · ·
9 PA 300 4894 300 715 1

10 OH 221 5012 324 753 2
· · · · · · ·

21 KS 337 5057 304 661 2
22 DE 344 5540 328 722 3
· · · · · · ·

37 TX 269 4336 335 797 3
38 MT 302 4418 335 534 4
· · · · · · ·

50 HI 311 5309 333 831 4

4Sec. 7.4, Chatterjee, Hadi, and Price (2000).
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Ejemplo: Gastos en educación en los E.E.U.U (cont.)

Ajuste MCO datos completos:

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -5.566e+02 1.232e+02 -4.518 4.34e-05

x1 7.239e-02 1.160e-02 6.239 1.27e-07

x2 1.552e+00 3.147e-01 4.932 1.10e-05

x3 -4.269e-03 5.139e-02 -0.083 0.934

Residual standard error: 40.47 on 46 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.5913, Adjusted R-squared: 0.5647

F-statistic: 22.19 on 3 and 46 DF, p-value: 4.945e-09
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Ajuste MCO sin Alaska:

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -277.57731 132.42286 -2.096 0.041724

x1 0.04829 0.01215 3.976 0.000252

x2 0.88693 0.33114 2.678 0.010291

x3 0.06679 0.04934 1.354 0.182591

Residual standard error: 35.81 on 45 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.4967, Adjusted R-squared: 0.4631

F-statistic: 14.8 on 3 and 45 DF, p-value: 7.653e-07
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Ejemplo: Gastos en educación (cont.)

Mı́nimos cuadrados ponderados
Sin considerar Alaska, calculamos la varianza muestral de los residuales por región y usamos su
recı́proco como ponderación o peso para las observaciones.

Ri 1 2 3 4
s2 1629.76 2640.89 185.82 810.21

Ponderaciones: wi = 1/s2
Ri

Ajuste MCP datos sin Alaska:

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -3.195e+02 7.122e+01 -4.486 4.99e-05

x1 6.372e-02 7.295e-03 8.735 3.01e-11

x2 8.733e-01 1.827e-01 4.781 1.90e-05

x3 2.576e-02 3.179e-02 0.810 0.422

Residual standard error: 1.017 on 45 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7877, Adjusted R-squared: 0.7735

F-statistic: 55.65 on 3 and 45 DF, p-value: 3.494e-15

residuales vs. región
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Problema de Autocorrelación

Uno de los supuestos de la regresión es la no correlación de los errores. Sin embargo,
en series temporales o datos espaciales es común tener situaciones donde
cov(ϵi , ϵi+k ) ̸= 0. En tal situación, se dice que los errores están correlacionados
serialmente, o bien, autocorrelacionados.

Se define la autocorrelación de orden k , a

rk = corr(ϵi , ϵi+k ) =
cov(ϵi , ϵi+k )

var(ϵi )
, k = 1, 2, . . .

para todo error ϵi , puesto que se supone que var(ϵi ) = σ2.
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Fuentes de la autocorrelación

Ocurre cuando se tienen datos temporales como son las series económicas, o
espaciales como lo son los datos geográficos y no se incluyen regresores
importantes en el modelo, como aquellos que comparten relación entre
observaciones. Por ejemplo, en series temporales quizás se deba incluir
explı́citamente la variable t tiempo; en estadı́stica espacial alguna variable para
indicar la cercanı́a.
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Consecuencias de la autocorrelación

1 Los estimadores de Mı́nimos Cuadrados Ordinarios (MCO) siguen siendo
insesgados pero no son de varianza mı́nima como lo garantizan las condiciones
de Gauss-Markov. Esto es, son ahora estimadores ineficientes.

2 Si los residuales se correlacionan positivamente, s2 subestima a σ2, lo que
implica errores estándar pequeños. Esto conduce a indicar como “significativos” a
términos que en realidad no lo son.

tj =
β̂j

ee(β̂j )
=

β̂j

s
√

Cjj

Errores estándar pequeños sugieren precisión que en realidad no se tiene.

3 Estrictamente, una σ2 mal estimada implica que las pruebas de hipótesis
basadas en las distribuciones t y F no son válidas ni apropiadas.
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Notas

1 Si el problema de la autocorrelación es debido a no haber incluido términos o regresores
necesarios, incluirlos en el modelo elimina el problema.

2 Si no es posible el caso anterior, habrá que incluir la estructura del error en el modelo y
estimar de manera apropiada (estimación no lineal).

3 La dependencia temporal es frecuente en series econométricas y financieras, que muchas
veces son estudiadas con modelos de series de tiempo. Por ejemplo, modelos
autorregresivos y de promedios móviles – ARMA(p, q):

Φ(B)yt = Θ(B)at

donde Φ(B) y Θ(B) se conocen como polinomios de retraso y los at ∼ N(0, σ2
a) i.i.d. El

modelo se puede escribir explı́citamente como:

yt = ϕ0 + ϕ1yt−1 + · · · + ϕpyt−p + at + θ1at−1 + · · · + θqat−q

O más generalmente, los modelos ARIMA(p, d, q):

Φ(B)Yt = Θ(B)at

donde Yt = (yt − yt−1)
d = ∇d yt , es la diferencia de orden d .
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¿Cómo identificar el problema de la autocorrelación?

1 Gráfica de residuales êt con respecto al tiempo t .

2 Gráfica de dispersión de la autocorrelación de primer orden (êt−1 vs. êt ).

3 Función de Autorrelación (ACF).
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Función de Autocorrelación

4 Prueba formal para la autocorrelación de primer orden en RLM, propuesta por Durbin and
Watson (1950, 1951, 1971).
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Problema de Autocorrelación

Suponga el modelo de primer orden para el error ϵt = ρϵt−1 + at , donde at ∼ N(0, σ2
a I) es ruido

blanco5 y |ρ| < 1. Luego, el modelo completo queda:

yt = x′
t β + ϵt

ϵt = ρϵt−1 + at

Ahora bien,

ϵt = ρϵt−1 + at = ρ(ρϵt−2 + at−1) + at = · · · =
∞∑

u=0

ρ
uat−u

De donde,

E[ϵt ] = 0

var(ϵt ) = var

( ∞∑
u=0

ρ
uat−u

)
= σ

2
a

1
1 − ρ2

cov(ϵt , ϵt−k ) = ρ
|k|

σ
2
a

1
1 − ρ2

Entonces los ϵt tiene media cero pero están correlacionados a menos que ρ = 0.

5Variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas
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Estadı́stico d de Durbin-Watson

Puesto que el problema más común es la correlación positiva, se contrasta

H0 : ρ = 0 vs. Ha : ρ > 0

Estadı́stico Durbin-Watson:

d =

∑n
t=2(êt − êt−1)

2∑n
t=1 ê2

t

La distribución del estadı́stico d depende del tamaño de la muestra y de la matriz de regresión X .
Asimismo, d ∈ (0, 2) donde 0 indica autocorrelación.
• Por tanto, valores pequeños de d implican que êt y êt−1 son parecidos, por lo que H0 será
rechazado.
• Para contrastar autocorrelación negativa (H0 : ρ = 0 vs. H1 : ρ < 0), se toma d ′ = 4 − d y
procedemos como antes.
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Estadı́stico d de Durbin-Watson

Durbin y Watson mostraron que existen cotas o lı́mites independientes de los datos X
tales que, con

d =

∑n
t=2(êt − êt−1)

2∑n
t=1 ê2

t

si

d < dL =⇒ Rechazar H0 : ρ = 0
d > dU =⇒ Aceptar H0 : ρ = 0

dL < d < dU =⇒ Prueba inconclusa

d

dL dU

rechazar inconcluso aceptar

H0: ρ = 0    vs.    H1: ρ > 0

Los lı́mites dL y dU dependen del número de observaciones n, el número de
regresores p y la significancia de la prueba α.
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Tablas de Durbin y Watson6

6Durbin and Watson (1950,1951)

E. Barrios Estadı́stica Aplicada II 8 Verificación de Supuestos (25 de octubre de 2023) Otoño 2023



−ebz

43/80

Introducción
Normalidad

Heteroscedasticidad
Autocorrelación

Colinealidad
Referencias

Fuentes y consecuencias de la autocorrelación
Detección
Estadı́stico Durbin-Watson
Ejemplos
Corrección de Cochran–Orcutt

Tablas del estadı́stico de Durbin y Watson
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⋆ Ejemplo: Construcción de casas habitación7

La Tabla muestra los datos sobre nuevas construcciones de casas habitación (N) en los E.E.U.U.
La tabla presenta también la población (P) en millones de personas y un ı́ndice de hipotecas
disponibles (H).

obs N P H obs N P H
1 0.09090 2.200 0.03635 13 0.11048 2.386 0.04770
2 0.08942 2.222 0.03345 14 0.11604 2.433 0.05282
3 0.09755 2.244 0.03870 15 0.11688 2.482 0.05473
4 0.09550 2.267 0.03745 16 0.12044 2.532 0.05531
5 0.09678 2.280 0.04063 17 0.12125 2.580 0.05898
6 0.10327 2.289 0.04237 18 0.12080 2.605 0.06267
7 0.10513 2.289 0.04715 19 0.12368 2.631 0.05462
8 0.10840 2.290 0.04883 20 0.12679 2.658 0.05672
9 0.10822 2.299 0.04836 21 0.12996 2.684 0.06674

10 0.10741 2.300 0.05160 22 0.13445 2.711 0.06451
11 0.10751 2.300 0.04879 23 0.13325 2.738 0.06313
12 0.11429 2.340 0.05523 24 0.13863 2.766 0.06573

25 0.13964 2.793 0.07229
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7Sec. 7.8, Chatterjee, Hadi, and Price (2000).
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Ejemplo: Construcción de casas habitación (cont.)

Modelo 1:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.060884 0.010416 -5.845 5.89e-06
P 0.071410 0.004234 16.867 1.91e-14

Residual standard error: 0.00408 on 23 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9252, Adjusted R-squared: 0.922
F-statistic: 284.5 on 1 and 23 DF, p-value: 1.911e-14

lag Autocorrelation D-W Statistic p-value
1 0.6511468 0.6208403 0
Alternative hypothesis: rho != 0

Modelo 2:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.010427 0.010291 -1.013 0.322
P 0.034656 0.006425 5.394 2.04e-05
H 0.760464 0.121588 6.254 2.70e-06

Residual standard error: 0.002503 on 22 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9731, Adjusted R-squared: 0.9706
F-statistic: 397.6 on 2 and 22 DF, p-value: < 2.2e-16

lag Autocorrelation D-W Statistic p-value
1 0.03957229 1.852409 0.462
Alternative hypothesis: rho != 0
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Ejemplo: Pronóstico de un Índice Financiero8

8Coen, Gomme, and Kendall (1969).
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Ejemplo: Pronóstico de un Índice Financiero (cont.)

yt = α+ β1x1,t−6 + β2x2,t−7 + at
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Ejemplo: Pronóstico de un Índice Financiero9

9Box and Newbold (1971).
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Ejemplo: Pronóstico de un Índice Financiero (cont.)

yt = α+ β0t + β1x1,t−6 + β2x2,t−7 + ηt

De Coen et al. (1969) 1954/2–1966/4, ecuación (7)
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Corrección de Cochran–Orcutt

Considere el modelo de regresión lineal simple

yt = β0 + β1xt + ϵt donde ϵt = ρϵt−1 + at

y suponga que rechaza la hipótesis nula H0 : ρ = 0 en favor de la hipótesis alternativa H1 : ρ > 0.
Entonces, considere

Yt = yt − ρyt−1

= (β0 + β1xt + ϵt ) − ρ (β0 + β1xt−1 + ϵt−1)

= β0(1 − ρ) + β1(xt − ρxt−1) + (ϵt − ρϵt−1)

Yt = α0 + α1Xt + at

que sı́ satisface los supuestos usuales de un modelo de regresión lineal. El problema ahora es que
Yt y Xt dependen de ρ, que en general es desconocido.
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Método iterativo:

ϵt = ρϵt−1 + at
MC−→ ρ̂ =

∑n
t=2 êt êt−1∑n

t=1 ê2
t

Utilice ρ̂ en la definición de Yt y Xt , estime mediante mı́nimos cuadrados ordinarios
(MCO)

Yt = α0 + α1Xt + at

y valide el modelo. Si los residuales aún están correlacionados itere una vez más.
Note que el problema de estimación del modelo corregido es no lineal . A saber,

ḿın
β0,β1,ρ

∑
[yt − ρyt−1 − β0(1 − ρ)− β1(xt − ρxt−1)]

2
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Ejemplo: Pronóstico de un Índice Financiero (cont.)

La Tabla muestra parte de los datos sobre ı́ndice financiero trimestral del Financial Times (yt ), la
producción de automóviles (x1t ) y el ı́ndice de precios de artı́culos (x2t ). (En realidad las variables
x1 y x2 han sido desfasadas 6 y 7 periodos respectivamente como lo indica el artı́culo original de
Coen, Gomme y Kendall (1969).)

y = ı́ndice financiero de Financial Times al tiempo t .
x1 = producción de automóviles al tiempo t − 6.
x2 = ı́ndice de precios de artı́culos al tiempo t − 7.

obs y x1 x2
1 148.5 121874 96.21
2 165.4 126260 93.74
3 178.5 145248 91.37
4 187.3 160370 86.31
5 195.9 163648 84.98
6 205.2 178195 86.46
7 191.5 187197 90.04
8 183.0 195916 94.74
9 184.5 199253 92.43

10 181.1 227616 92.41
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Ejemplo: Pronóstico de un Índice Financiero (cont.)

Modelo:
yt = β0 + β1x1,t−6 + β2x2,t−7 + ϵt

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) | Durbin-Watson test:

(Intercept) 6.532e+02 5.653e+01 11.554 1.82e-15 | Lag Autocorrelation D-W Statistic p-value

x1 4.747e-04 3.363e-05 14.114 < 2e-16 | 1 0.4828553 0.9796219 0

x2 -6.127e+00 6.199e-01 -9.885 3.70e-13 | Alternative hypothesis: rho != 0

Residual standard error: 22.29 on 48 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.9018, Adjusted R-squared: 0.8977

F-statistic: 220.5 on 2 and 48 DF, p-value: < 2.2e-16
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Ejemplo: Pronóstico de un Índice Financiero (cont.)

Corrección de Cochran-Orcutt:

(yt − ρ̂yt−1) = β0(1 − ρ̂) + β1(x1,t−6 − ρ̂x1,t−7) + β2(x2,t−7 − ρ̂x2,t−8) + (ϵt − ρϵt−1)

Yt = α0 + α1X1,t + α2X2,t + at

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 3.131e+02 4.218e+01 7.423 1.87e-09

X1 4.490e-04 5.004e-05 8.972 9.41e-12

X2 -5.494e+00 9.233e-01 -5.950 3.20e-07

Residual standard error: 19.07 on 47 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.7416, Adjusted R-squared: 0.7306

F-statistic: 67.46 on 2 and 47 DF, p-value: 1.539e-14

Durbin-Watson test:

Lag Autocorrelation D-W Statistic p-value

1 0.1407426 1.650757 0.14

Alternative hypothesis: rho != 0
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Ejemplo: Pronóstico de un Índice Financiero (cont.)

Estimación mediante procedimiento nolineal del modelo con error autocorregresivo AR(2)

yt = α + β0t + β1x1,t−6 + β2x2,t−7 + ϵt con ϵt = ϕ1ϵt−1 + ϕ2ϵt−2 + at

library(nlme)
mod20 <- gls(y ˜ t+x1+x2, correlation=corARMA(p=2,q=0), data=dat)
print(summary(mod20))

Generalized least squares fit by REML
Model: y ˜ t + x1 + x2
Data: dat
AIC BIC logLik
451.109 464.06 -218.5545

Correlation Structure: ARMA(2,0)
Formula: ˜1
Parameter estimate(s):
Phi1 Phi2
0.9938832 -0.1000777

Coefficients:
Value Std.Error t-value p-value

(Intercept) 268.44716 112.14436 2.393764 0.0207
t 2.28648 1.20227 1.901800 0.0633
x1 0.00016 0.00008 1.933058 0.0593
x2 -1.36845 1.17484 -1.164804 0.2500

Correlation:
(Intr) t x1
t -0.409
x1 0.023 -0.448
x2 -0.950 0.246 -0.117

Standardized residuals:
Min Q1 Med Q3 Max
-1.2333119 -0.2599283 0.1147286 0.6418843 1.7014727

Residual standard error: 40.10971
Degrees of freedom: 51 total; 47 residual
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Colinealidad

Modelo:
yi = β0 + β1xi1 + · · · + βpxip + ϵi

donde,
yi : respuesta al nivel i-ésimo nivel del regresor (i = 1, . . . , n)
xij : j-ésimo regresor a su i-ésimo nivel (j = 1, . . . , p)
β0 : ordenada al origen
βj : coeficiente (tasa de cambio) del j-ésimo regresor

O bien, matricialmente
y = Xβ + ϵ

Supuestos:
ϵ ∼ N(0, σ2In)

rango(X) = p + 1 = q (≤ n)

Luego, (X ′X) es una matriz invertible.
Si la matriz es “cercanamente singular” (columnas “casi dependientes”) se dice que se tiene el
problema de colinealidad . Si (X ′X) es singular se dice que se tiene colinealidad perfecta.
• El problema de colinealidad implica sensibilidad numérica (números de condición muy altos).
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Diagnóstico de la colinealidad
Corrección
Ejemplo

Fuentes principales de la colinealidad.

El método empleado en la recolección de datos. E. g., muestras en regiones
limitadas que hacen que los casos sean parecidos. Por ejemplo, conjunto
habitacional de un sindicato.

Restricciones en el modelo o población. E. g., las casas habitación grandes están
asociadas a altos ingresos. O bien, cuando se incluye un ı́ndice y la mayorı́a de
sus componentes.

Especificación del modelo. E. g., polinomios con x cercanos a 0, entonces x y x2

se parecen mucho. Polinomios de grado alto tienden a ser colineales.

Sobre-especificación del modelo. E. g., incluir un número ı́ndice y todos sus
componentes. O bien, incluir k variables indicadoras para representar variables
categóricas con k clases.
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Efectos de la colinealidad.

Potencialmente, las consecuencias de la presencia de colinealidad son muchas. E. g.,
si se considera el modelo

y = β1x1 + β2x2 + ϵ

entonces las ecuaciones normales pueden escribirse como[
1 r12

r21 1

][
β1

β2

]
=

[
ry1

ry2

]

con r12 = corr(x1, x2), ryi = corr(y , xi ). Entonces,

C = (X ′X)−1 =
1

1 − r2
12

[
1 −r12

−r12 1

]

Por lo que

β̂i =
ryi − r12ryj

1 − r2
12

, i = 1, 2 ̸= j = 1, 2

Por lo que si x1 y x2 están correlacionados, r2
12 ↗ 1 =⇒ β̂i ↗ ∞.
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Diagnóstico de la colinealidad
Corrección
Ejemplo

Efectos de la colinealidad.

En el caso general de p regresores, Marquardt (1970) mostró que

Cjj =
1

1 − R2
j

, j = 1, . . . , p

donde R2
j es el coeficiente de determinación múltiple al explicar el j-ésimo regresor Xj en función

de las otras p − 1 variables independientes. Una R2
j cercana a 1 implica un elemento Cjj muy

grande, por lo que
var(β̂j ) = σ

2Cjj ↗ ∞

Lo que hace muy incierta la estimación de βj .
También, se puede mostrar que

E
[
||β̂ − β||2

]
= σ

2
p∑

i=1

1
λi

donde los λi son los valores propios de la matriz (X ′X). Entonces, si existe el problema de
colinealidad, algunos de los λi serán cercanos a 0, lo que significa que β̂ y β estarán muy alejados
en algunas de sus entradas.
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Diagnóstico de la colinealidad.

1 Correlación entre regresores X ’s cercanos a ±1: |corr(Xi ,Xj )| ≈ 1.

2 Factores de Inflación de la Varianza (VIF’s) debido a Marquardt (1970).

VIFj = Cjj = (1 − R2
j )

−1

VIFj > 10, son indicadores de posibles problemas por colinealidad.

3 Número de condición de la matriz (X ′X):

κ =
λmáx

λḿın
:

κ ≤ 100 =⇒ No hay problema
100 < κ ≤ 1000 =⇒ Posible colinealidad

1000 < κ =⇒ Colinealidad
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Corrección de la colinealidad

1 Elimine aquellos regresores que puedan estar causando la colinealidad.
Re-especifique el modelo.

2 Tome o recoja más información de manera que “rompa” la dependencia entre
regresores.

3 Estandarice los regresores y la respuesta.

4 Utilice regresión lineal con regresores ortogonales obtenidos mediante
componentes principales (PCR). Buenos para predicción pero poco útiles en la
“explicación” de la respuesta.

5 Regresión cordillera o cresta (ridge regression) por Hoerl and Kennard (1970).
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Notas

Si se cumplen las condiciones de Gauss-Markov, el estimador β̂ es el de varianza
mı́nima entre la clase de estimadores insesgados. Pero si se amplia la clase
(permitiendo estimadores sesgados) se pueden obtener estimadores de menor
varianza que el de mı́nimos cuadrados ordinarios (MCO).

Existe un compromiso entre insesgamiento y
varianza:

ECM(β̂) = var(β̂) + Sesgo2(β̂)

Hay una vecindad donde el parámetro cresta
o ridge es más eficiente que el de MCO.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0
10

0
20

0
30

0
40

0

Error Cuadrático Medio

γ

E
C

M

Varianza
Sesgo Cuadrático
ECM

E. Barrios Estadı́stica Aplicada II 8 Verificación de Supuestos (25 de octubre de 2023) Otoño 2023



−ebz

63/80

Introducción
Normalidad

Heteroscedasticidad
Autocorrelación

Colinealidad
Referencias

Fuentes de la colinealidad
Efectos de la colinealidad.
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Regresión risco (ridge)

Las ecuaciones normales se modifican de manera que para γ ≥ 0

β̂γ = (X ′X + γI)−1X ′y

= (X ′X + γI)−1(X ′X)β̂

= Zγ β̂

Esto es, el estimador cordillera es la transformación lineal Zγ = (X ′X + γI)−1(X ′X)

del estimador de mı́nimos cuadrados ordinarios (MCO) β̂. Se tiene además

var(β̂γ) = σ2(X ′X + γI)−1X ′X(X ′X + γI)−1

ECM(β̂γ) = σ2
q∑

j=1

λj

(λj + γ)2
+ γ2β′(X ′X + γI)−2β

Note que conforme crece γ el estimador β̂γ se hace más estable pero también más
sesgado.

¿Qué γ usar?
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Regresión risco: selección del parámetro de sesgo γ 10

GCV Validación cruzada generalizada γ = arg ḿın

 ||I − Aγ ||

tr(I − Aγ
)

2

Buen estimador pero

Golub et al. (1979) (datos escalados) donde: intensivo numéricamente.

Aγ = X(X′X + γI)−1X′

MHKB: Interpretación bayesiana γ = (p − 2)
ˆ
σ2

β̂′β̂
No recomendado en casos

Hoerl et al. (1975) de colinealidad fuerte.

MLW: Interpretación bayesiana γ =
p − 2

p
·

tr(X′X)

ŷ′ ŷ
σ

2 Recomendado con

Lawless and Wang (1976) (y y X escalados) valores propios pequeños.

10Brown (1993); Golub et al. (1979); Hoerl et al. (1975); Lawless and Wang (1976)
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Utilizar aquella γ que “estabilice” las estimaciones.
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Ejemplo: Acetileno11

Se desea modelar la cantidad convertida (y ) en un reactor como un modelo de segundo orden en
términos de la temperatura (T ), la relación molar (M) y el tiempo (t).

obs conversión temperatura relMolar tiempo
i C T M t
1 49.0 1300 7.5 0.0120
2 50.2 1300 9.0 0.0120
3 50.5 1300 11.0 0.0115
4 48.5 1300 13.5 0.0130
5 47.5 1300 17.0 0.0135
6 44.5 1300 23.0 0.0120
7 28.0 1200 5.3 0.0400
8 31.5 1200 7.5 0.0380
9 34.5 1200 11.0 0.0320

10 35.0 1200 13.5 0.0260
11 38.0 1200 17.0 0.0340
12 38.5 1200 23.0 0.0410
13 15.0 1100 5.3 0.0840
14 17.0 1100 7.5 0.0980
15 20.5 1100 11.0 0.0920
16 29.5 1100 17.0 0.0860

11Montgomery et al. (2001).
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Ejemplo: Acetileno (cont).

obs
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Ejemplo: Acetileno (cont).

Ajuste del modelo con variables originales

Modelo Ajustado:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -3617.228 3136.044 -1.153 0.293

T 5.324 4.879 1.091 0.317

M 19.244 4.303 4.472 0.004

t 13766.321 10448.318 1.318 0.236

TM -0.014 0.003 -4.404 0.005

Tt -10.577 8.241 -1.283 0.247

Mt -21.035 9.241 -2.276 0.063

T2 -0.002 0.002 -1.016 0.349

M2 -0.030 0.012 -2.597 0.041

T2 -11581.683 7698.610 -1.504 0.183

Matriz de Correlacion:

T M t TM Tt Mt T2 M2 t2

T 1.000 0.224 -0.958 0.346 -0.963 -0.756 1.000 0.202 -0.893

M 0.224 1.000 -0.240 0.990 -0.238 0.333 0.221 0.982 -0.248

t -0.958 -0.240 1.000 -0.353 1.000 0.762 -0.951 -0.213 0.981

TM 0.346 0.990 -0.353 1.000 -0.352 0.205 0.344 0.974 -0.349

Tt -0.963 -0.238 1.000 -0.352 1.000 0.764 -0.957 -0.210 0.975

Mt -0.756 0.333 0.762 0.205 0.764 1.000 -0.753 0.319 0.723

T2 1.000 0.221 -0.951 0.344 -0.957 -0.753 1.000 0.199 -0.882

M2 0.202 0.982 -0.213 0.974 -0.210 0.319 0.199 1.000 -0.230

t2 -0.893 -0.248 0.981 -0.349 0.975 0.723 -0.882 -0.230 1.000
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Ejemplo: Acetileno (cont).

Variables originales: diagnóstico

VIF’s:
T M t TM Tt Mt T2
2.856749e+06 1.095614e+04 2.017163e+06 9.802903e+03 1.428092e+06 2.403594e+02 2.501945e+06
M2 t2
6.573359e+01 1.266710e+04

Valores Propios:
[1] 3.543840e+13 6.843691e+08 1.133772e+05 1.156082e+04 1.371599e+03 1.79400e+00 1.00000e-02
[8] 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

Valores Singulares:
[1] 5953016.142 26160.449 336.715 107.521 37.035 1.339 0.104
[8] 0.006 0.001 0.000
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Ejemplo: Acetileno (cont).

Ajuste del modelo con los regresores escalados

Modelo Ajustado:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 36.106 0.225 160.216 0.000

T 4.004 4.509 0.888 0.409

H 2.778 0.307 9.048 0.000

C -8.042 6.071 -1.325 0.233

TH -5.711 1.297 -4.404 0.005

TC -24.202 18.856 -1.283 0.247

HC -3.162 1.389 -2.276 0.063

T2 -9.930 9.772 -1.016 0.349

H2 -1.075 0.414 -2.597 0.041

C2 -11.909 7.916 -1.504 0.183

Matriz de Correlación:

T H C TH TC HC T2 H2 C2

T 1.000 0.224 -0.958 -0.132 0.443 0.206 -0.271 0.031 -0.577

H 0.224 1.000 -0.240 0.039 0.192 -0.023 -0.148 0.498 -0.224

C -0.958 -0.240 1.000 0.195 -0.661 -0.274 0.501 -0.018 0.765

TH -0.132 0.039 0.195 1.000 -0.265 -0.974 0.246 0.398 0.275

TC 0.443 0.192 -0.661 -0.265 1.000 0.324 -0.972 0.126 -0.972

HC 0.206 -0.023 -0.274 -0.974 0.324 1.000 -0.279 -0.375 -0.359

T2 -0.271 -0.148 0.501 0.246 -0.972 -0.279 1.000 -0.124 0.894

H2 0.031 0.498 -0.018 0.398 0.126 -0.375 -0.124 1.000 -0.158

C2 -0.577 -0.224 0.765 0.275 -0.972 -0.359 0.894 -0.158 1.000
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Ejemplo: Acetileno (cont).

Variables escaladas: diagnóstico

VIF’s:
T H C TH TC HC T2

375.247759 1.740631 680.280039 31.037059 6563.345193 35.611286 1762.575365
H2 C2

3.164318 1156.766284

Valores Propios:
[1] 104.767 39.425 22.998 15.005 9.660 2.864 0.615 0.155 0.070 0.001

Valores Singulares:
[1] 10.236 6.279 4.796 3.874 3.108 1.692 0.784 0.394 0.265 0.034
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Ejemplo: Acetileno (cont).

Ajuste de modelo con la respuesta y regresores escalados

Modelo Ajustado:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 0.000 0.019 0.000 1.000
T 0.336 0.379 0.888 0.409
H 0.233 0.026 9.048 0.000
C -0.676 0.510 -1.325 0.233
TH -0.480 0.109 -4.404 0.005
TC -2.034 1.585 -1.283 0.247
HC -0.266 0.117 -2.276 0.063
T2 -0.835 0.821 -1.016 0.349
H2 -0.090 0.035 -2.597 0.041
C2 -1.001 0.665 -1.504 0.183
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Ejemplo: Acetileno (cont).

Traza cresta:

gamma 0 0.002 0.004 0.008 0.016 0.032 0.064 0.128 0.256

T 0.336 0.572 0.631 0.667 0.676 0.663 0.633 0.597 0.564
H 0.233 0.229 0.227 0.225 0.224 0.222 0.219 0.217 0.214
C -0.676 -0.355 -0.276 -0.227 -0.213 -0.231 -0.271 -0.318 -0.354
TH -0.480 -0.473 -0.468 -0.460 -0.446 -0.423 -0.387 -0.339 -0.283
TC -2.034 -0.924 -0.627 -0.408 -0.267 -0.183 -0.131 -0.099 -0.079
HC -0.266 -0.250 -0.242 -0.232 -0.215 -0.189 -0.149 -0.097 -0.038
T2 -0.835 -0.263 -0.110 0.001 0.069 0.106 0.122 0.126 0.125
H2 -0.090 -0.082 -0.080 -0.077 -0.073 -0.068 -0.061 -0.055 -0.051
C2 -1.001 -0.538 -0.411 -0.312 -0.239 -0.180 -0.126 -0.078 -0.043

E. Barrios Estadı́stica Aplicada II 8 Verificación de Supuestos (25 de octubre de 2023) Otoño 2023



−ebz

74/80

Introducción
Normalidad

Heteroscedasticidad
Autocorrelación

Colinealidad
Referencias

Fuentes de la colinealidad
Efectos de la colinealidad.
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Ejemplo: Acetileno (cont).
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Ejemplo: Acetileno (cont).

Selección de modelo con los regresores escalados

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 36.1063 0.2666 135.432 < 2e-16
T 10.5194 0.2936 35.828 6.81e-12
M 2.7181 0.3318 8.192 9.56e-06
TM -2.9614 0.3227 -9.177 3.47e-06
T2 0.9184 0.3017 3.044 0.0124
M2 -0.8389 0.3610 -2.324 0.0425

Residual standard error: 1.066 on 10 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9946,Adjusted R-squared: 0.992
F-statistic: 371.5 on 5 and 10 DF, p-value: 5.13e-11

Analysis of Variance Table

Response: C
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
T 1 1896.68 1896.68 1667.8278 1.855e-12
M 1 56.30 56.30 49.5084 3.557e-05
TM 1 138.42 138.42 121.7211 6.413e-07
T2 1 14.80 14.80 13.0105 0.004792
M2 1 6.14 6.14 5.3993 0.042508
Residuals 10 11.37 1.14
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Ejemplo: Acetileno (cont).
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Ejemplo: Acetileno (cont).

Matriz de Correlacion:

T M TM T2 M2

T 1.000 0.224 -0.132 -0.271 0.031

M 0.224 1.000 0.039 -0.148 0.498

TM -0.132 0.039 1.000 0.246 0.398

T2 -0.271 -0.148 0.246 1.000 -0.124

M2 0.031 0.498 0.398 -0.124 1.000

VIF’s:

T M TM T2 M2

1.137070 1.452181 1.373653 1.200615 1.719028

Valores Propios:

[1] 25.482 22.274 16.000 11.466 10.600 5.177

Valores Singulares:

[1] 5.048 4.720 4.000 3.386 3.256 2.275

Traza cresta:

0 0.002 0.004 0.008 0.016 0.032 0.064 0.128 0.256

T 10.519 10.518 10.516 10.513 10.507 10.496 10.472 10.425 10.332

M 2.718 2.718 2.718 2.718 2.717 2.716 2.714 2.709 2.700

TM -2.961 -2.961 -2.961 -2.960 -2.959 -2.956 -2.950 -2.939 -2.917

T2 0.918 0.918 0.917 0.916 0.913 0.908 0.898 0.878 0.840

M2 -0.839 -0.839 -0.839 -0.839 -0.839 -0.839 -0.839 -0.838 -0.837
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Ejemplo: Acetileno (cont).
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Diagnóstico de la colinealidad
Corrección
Ejemplo

Ejemplo: Acetileno (cont).

Modelo final (regresores escalados)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 36.1063 0.2666 135.432 < 2e-16
T 10.5194 0.2936 35.828 6.81e-12
M 2.7181 0.3318 8.192 9.56e-06
TM -2.9614 0.3227 -9.177 3.47e-06
T2 0.9184 0.3017 3.044 0.0124
M2 -0.8389 0.3610 -2.324 0.0425

Residual standard error: 1.066 on 10 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9946,Adjusted R-squared: 0.992
F-statistic: 371.5 on 5 and 10 DF, p-value: 5.13e-11
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