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1. La funcion Gamma

Proposiciéon Para todo u > 0, se tiene que
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donde se ha empleado la transformacién a coordenadas polares, a saber, © = rcosf y y = rsin6.

Se concluye entonces que
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Proposicién
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Demostracion. Se sigue de la proposicién anterior para u = 1.

Definicién 1 Se define la funcién (matemadtica) Gamma por
oo
I(z) = / u” e du (1)
0
para todo € R\{0,—1,—2,...}. La figura 1 muestra la forma de la funcién gamma.

Propiedades La funcién gamma cumple las siguientes propiedades:

1. T'(x 4+ 1) = 2T'(z), para todo x € R
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Figura 1: Grafica de la funcién gamma.

3. T(1) =1
4. I'(n+ 1) = n!, para todon € N
5. 0l=1
6. I (n—l— 1) = nlﬂ OOvne_%”gdv
2 272 Jo
Demostracion.

1. Se sigue de aplicar un paso de la integracién por partes.

2. En la expresién (1) de la funcién para I'(1/2) utilice el cambio de variable u = 32 y aplique
la primera proposicién.

w

Se obtiene mediante cédlculo directo de la integral.

.~

Se sigue de las propiedades 1 y 3 para n entero positivo.
5. Consecuencia de las dos propiedades anteriores.

6. Se sigue de la aplicacion sucesiva de n pasos en la integracién por partes de I’ (”%‘1)

2. La distribucion Gamma

Considere la funcién f dada por

[y, \) = F?:)ya_le”yﬂw (y)

— a—1,-y/B] 9
e TR ) )
para constantes & > 0y A = 1/8 > 0 y donde I+ denota la funcién indicadora de los reales
positivos. La funcién es una funcién de densidad de probabilidad (f. d. p.) propia o legitima ya que
para toda o > 0, A > 0 fijas,

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 3 de julio de 2019



Distribuciones Gamma y Beta 3
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i) fly:a,\) = @) y*~le™ > 0 para toda —o0 < y < oo.
ii) /f(y'a AN)dy = /OO A e My =1
R o D)

Para mostrar la igualdad anterior defina u = Ay y utilice la definicién de I'(«).

Definicién Sea Y la variable aleatoria (v. a.) continua positiva con funcién de densidad dada por
(2). Se dice que Y sigue una distribucién gamma con pardmetro de forma « y pardmetro de tasa A
(pardmetro de escala [3) y se denota como Y ~ Ga(a, \) = Ga(a, f)

La figura 2 muestra la funcién de densidad de probabilidad gamma para distintos valores de los
parametros.
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Figura 2: Funcién de densidad Gamma para distintos valores de los pardmetros.

Proposicion Sea Y una variable aleatoria que sigue una distribucion gamma con paramerto de
forma « y pardametro tasa A. Entonces, para todo r > —« se tiene que

)= ek _ () tas - (o

Demostracion: Sea Y con f. d. p. dada por la expresién (2). Entonces,
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Corolario Sea =1/ el pardmetro de forma de la densidad anterior. Entonces,
Ma+71)

B =T

8", paratodo r>—a

Proposicién Sea Y una variable aleatoria distribuida gamma con funcién de densidad de proba-
bilidad (f. d. p.) dada por la expresién (2). Entonces,

ElY] = a/A=ap
var[Y] = o/ =afp?
Demostracién: Considere la proposicién anterior para r = 1,2 y el hecho que var(X) = E[X?] —

E2[X].

Proposicién Sea Y ~ Ga(a, \) tal que E[Y] = a/A = af. Entonces la funcién generadora de
momentos (f. g. m.) de Y estd dada por

my(t)=(1—t/A)"*=(1-pt)"% parat<A=1/p
Demostracion:
my (t) = E[e"]
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y donde K = (A —t)*/T'(a) es la constante normalizadora de la densidad Ga(a, (A —t)).

Proposicion Si T una variable aleatoria que se distribuye exponencialmente con valor esperado
E[T] = 8 =1/A. Entonces T' ~ Ga(1, \), con A como parametro tasa y /5 parametro de escala.

Demostracion: Sustituya o« = 1 en la expresién (2) e identifique la f. d. p. de la distribucién
exponencial.
Proposicién Sea Y ~ Ga(a, ) tal que E[Y] = «/f y k > 0 fija, entonces, X = kY ~ Ga(a, kf3).

Demostracion: Seak > 0y X = kY, con funcién de probabilidad acumulada Fx y f. d. p. fx.
Luego,
Fx(z) =P(X <z)=PkY <z)=P(Y <z/k) = Fy(z/k)

Entonces,

d d xy 11 x 1
— - F 7)7:7 (7 . — e
frelw) = o) = B (1) 3= 2 (3) W)@ ©
que corresponde a la funcién de densidad de probabilidad de una distribucién gamma con parametro
de forma « y pardmetro de escala kg.
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3. La distribucién Ji-cuadrada x>

Definicion Sean € Ny Y la variable aleatoria que sigue una distribucién Gamma con paramentro
de forma o = n/2 y pardmetro de escala 8 = 2. Entonces Y ~ Ga(n/2,2) se dice que sigue una
distriubucién ji-cuadrada con n grados de Iibertad y se denota por Y ~ x2.

Corolario Sea Y ~ x2. Entonces, E[Y] =n y var(Y) = 2n.

4. La funcion Beta

La funcion Beta se define para a1 > 0, ag > 0, por

Blaw, an) = /Oltm—lu _ gyl gy 3)

y satisface la siguiente identidad

['(a)(az)

B _
(a1, ) a1 + az)

donde I'(-) denota la funcién mateméatica Gamma dada por la expresién (1) de la pagina 1.

5. La distribucion Beta

De hecho con base a la funcién Beta se define la distribucién Beta. La variable aleatoria X
se dice que sigue una distribucién Beta con pardametros aj(> 0) y az(> 0), denotada como X ~
B(z; a1, a3), si X tiene como funcién de densidad de probabilidad

1

R ) R [
B(al,CYQ) ( ) [0,1}( )

fX(JJ;Oél,OéQ) =
con la funcién B(aq, ag) definida en (3).

Proposicién El valor esperado y varianza de X ~ B(z; a1, a9) estdan dados por:

(a1 (0545
IEX — 5 X =
[X] a1+ g var(X) (a1+a2)2(a1+a2+1)
Demostracion.
1
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utilizando el hecho que I'(a + 1) = aI'(«). Similarmente se puede ver que

(a1 —+ 1)041

E[X?] =

de donde se sigue el resultado para var(X).

(1 + ag + 1) (a1 + a2)

La Figura 3 muestra la funciéon de densidad de la distribuciéon Beta para varios valores de los

parametros a; y as.

Notas:

= Si a; = ay, la funcién de densidad es simétrica alrededor de 1/2.

» Siag = 1= ay, la distribucién beta resulta la uniforme en el intervalo (0, 1).

= La distribucién beta, entre varias aplicaciones, se utiliza para modelar el valor de probabili-

dades.
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Figura 3: Funcion de densidad de la distribucién Beta para distintos valores de los parametros.
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