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Ejercicios y respuestas 2

Prefacio

Los ejercicios en este documento consisten en problemas tedricos y de calculo de proba-
bilidades seleccionados de varios textos para apoyar el curso de Cédlculo de Probabilidades
IT impartido en ITAM.

La mayoria de los problemas tienen la referencia a los libros de donde fueron tomados.
La ficha bibliografica completa se incluye al final del documento. Aquellos que no tienen
referencia es porque no recordamos de dénde fueron extraidos o bien son de nuestra autoria.

Al final de los problemas se han incluido las respuestas y en algunos casos ayudas en la
solucion de los mismos.

Cualquier comentario y/o sugerencia serd bienvenido. Dirfjalo a Ernesto Barrios <ebarrios
at itam.mx>.

Ciudad de México, 18 de enero de 2022

E. Barrios & P. Chambon CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 1.26



Ejercicios y respuestas

1. Vectores Aleatorios Bivariados

) Ej. 4.1) Para los siguientes vectores aleatorios bivariados X =

1 (
a){X-Y <2}
d) {|[X -Y[<2}
9) {X? <Y}

2. ((

b) {eX <6}

e) {IX|> Y]}
h) {XY <2}

(
(X,Y), bosqueje la region del plano que corresponda a los siguientes eventos.

¢) {méx(X,Y) < 6}

NAX/Y <1}
i) {méx(|X], [Y]) <3}

) Ej. 4.5) Cousidere las siguientes funciones de probabilidad con-

junta.
X X X
‘ Y|-1 0 1 B Y| -1 0 1 Y| -1 0 1
) -1[1/6 0 1/6 ) —1[1/9 1/9 1/9 ) -1 0 0 1/3
0l 0 1/3 0 0/1/9 1/9 1/9 0l 0 1/3 0
1|16 0 1/6 111/9 1/9 1/9 1113 0 0

a) En cada caso determine las f. m. p.’s marginales de las variables aleatorias X y

Y.
b) Encuentre la probabilidad de los eventos: A = {X <0}, B={X <Y}, C =
{X=-Y}.

3. (

) Ej. 4.9) Sean X y Y las sefiales de 2 antenas. El vector aleatorio

(
(X,Y) tiene la siguiente f. d. p. conjunta

f(xvy) = axe—ax2/2by6_by2/2]1{0<m<oo, O<y<oo}(aj?y)7 con a, b>0

a) Encuentre la f. p. a. conjunta Fx y.
b) Encuentre P(X >Y).

¢) Encuentre las f. d. p. marginales fx y fy.

4. ;Son independientes las v. a.”s del problema anterior?

5 ((

) Ej. 4.11) Considere las regiones mostradas en la figura 1.

ii)

Figura 1: Regiones con distribucién uniforme definidas.

En cada caso, el vector aleatorio (X,Y") es uniformemente distribuido. Esto es, f(z,y) =

k, en las regiones mostradas y 0 en cualquier otra parte.

E. Barrios & P. Chambon
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Ejercicios y respuestas 4

6.

a) Para cada una de las regiones encuentre el valor de k.

b) Encuentre las f. d. p. marginal de X y Y en cada caso.

i Son independientes las v. a.’s del problema anterior?

7. (( ) Ej. 4.23) Sean X y Y v. a.’s independientes. Encuentre una

10.

11.

12.

expresion en términos de las f. p. a. Fix y Fy para la probabilidad de los siguientes
eventos:

a)fa < X <bIfY <d}; b){a <X <bpn{e <Y <d}; o) {[X[Zajn{c <Y <d}

. Considere el vector aleatorio discreto (X,Y") con funcién masa de probabilidad con-

junta
Ne Ap®(1—p)V=?
fxy(z,y) = 2y — ) L2, 3 (®) iz wr1,..3 ()
a) En un plano cartesiano describa graficamente el soporte de la distribucién con-
junta.

b) Encuentre las funciones masa de probabilidad marginal fx y fy.
¢) Determine P(X =7Y).

. Sea (X1, X2) un vector aleatorio con funcién de densidad de probabilidad (f. d. p.)

conjunta dada por
f(z1,22) = 2117 (21, 72)
donde T es el tridngulo determinado por los vértices (0,0), (1,1) y (2,0). Responda
los siguientes incisos:
a) Sea F(x1,x2) la funcién de probabilidad acumulada del vector. Calcule F(0.5,0.7).
b) Determine f1, la f. d. p. marginal de Xj.

¢) iSon X7 y X5 estocdsticamente independientes? Justifique su respuesta.
Considere las v. a.’s continuas X y Y con la funcién de densidad conjunta f dada por

f(x’y) = g(gy)(gx()y)]l{oo<y<a:<oo}(x’ y)

donde G(u) es la funcién de distribucién tal que g(u) = %&u). Muestre que las f. d.
p.’s de X y Y son respectivamente fx () = g(x)1lr(x) y fy (y) = —g(y) log G(y)1r(y).

Verifique que fy es una f. d. p. legitima.

(( ) Ej. 4.6) Dos personas Ay B deciden encontrarse en un lugar
predefinido entre la 1 y las 2 de la tarde. Suponga que llegaran al sitio aleatoriamente y
de manera independiente durante los 60 minutos. Encuentre la distribucién del tiempo
(aleatorio) T' que A esperard a B.

a) Encuentre Frr, la f. p. a. del tiempo de espera de A. (Si B llega antes que A defina
el tiempo de espera como 0.)

b) Determine fr, la correspondiente f. d. p., indicando claramente el soporte de la
distribucién.

Calcular la probabilidad de que la matriz

A:

SEIv RS
W Q
= Qo

con entradas A, By C, v.a.i.i.d.’s con distribucién comun unif(—1,1) tenga todos sus
valores propios reales.

E. Barrios & P. Chambon CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 1.26
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2.

10.

Distribuciones Condicionales

- (( ) Ej. 4.17) Sea X la entrada a un canal de comunicacién. X toma los

valores +1 con la misma probabilidad. Suponga que la salida de el canales Y = X +W |,
donde W es una v. a. Laplaciana parametro o > 0, con f. d. p.:

1

fW(w) — §ae—a\w|,

—o<w <X

y ademas W es independiente de X.

a) Encuentre P(X =k,Y <y), para k = £1.
b) Encuentre la funcién de densidad marginal de Y.

¢) Suponga por dado que Y > 0. ;Qué es mds probable, X =16 X = —17

(( ) Ej. 4.32) Encuentre f(y|z) del problema 5 de la Lista 1, para
cada uno los casos i) — iii).

Sea f la funcién de densidad conjunta de X e Y dada por f(z,y) = € ¥ 1{ocacy<oc} (T, ¥)-
Verifique que P(X > 2|Y < 4) = 0.0885

(( ) €j. 4.22) El ntmero total de defectos X en un chip sigue una
distribucién de Poisson pardmetro o (= E[X]). Suponga que cada defecto tiene una
probabilidad 0 < p < 1 de caer en una regién especifica R, y que la localizacién es
independiente del nimero de defectos. Muestre que la f. m. p. de N, el nimero de
defectos en R, sigue una distribucién Poisson con media ap.

(( ) €j. 4.23) El nimero de clientes que llegan a un servicio al tiempo
t se distribuye Poisson con media gt. El tiempo de servicio T se distribuye exponencial
pardmetro «, esto es, E[T] = 1/a. Encuentre la f. m. p. de N, el nimero de clientes
que arriban en T, el tiempo de servicio de un cliente especifico.

Si X ~ Bin(n,p) y P ~ unif(0, 1). Encontrar fx(z). (Sugerencia: revise la distribucién
Beta.)

Sea Y una v. a. distribuida exponencialmente con valor medio 1/A. A su vez, A se
distribuye exponencialmente con valor medio 1/6. Encuentre fy, la f. d. p. marginal
de Y.

(( ) €j. 4.24) Sea X ~ unif[0,1], y ¥ ~ unif[0, X|. Encuentre E[Y] y
var(Y).
(( ) Ej. 4.37) El niimero aleatorio de defectos N del banco de memoria

de una computadora se distribuye con una ley de Poisson con una media A(> 0). A su
vez, el pardmetro A(= \) es aleatorio y sigue una distribucién gamma con pardmetros
de forma a(> 0) y de escala 5(> 0), luego, E[A] = af.

a) Encuentre la funcién masa de probabilidad de N, el nimero de defectos.

b) Use la esperanza condicional para encontrar E(N) y var(V).
Una tarea llega a un sistema y es atendida por el procesador C; con probabilidad

pi, © = 1,...,n. El tiempo aleatorio que toma el procesador en terminar la tarea es
distribuido exponencialmente parametro A;.

a) Muestre que la f. d. p. de T, el tiempo que toma el sistema para el procesamiento
de la tarea esta dada por

fr(t) = sz)\ie_)\itv 0<t¢
i=1

E. Barrios & P. Chambon CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 1.26
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b) Muestre entonces que

B =Y 1 BC=)=Y" v wam=2) (YR
) ' i=1"" i=1""

11. (( ) Ej. 4.101) El tiempo de vida Y de un dispositivo es un v. a.
exponencial con media 1/r. Suponga que debido a irregularidades del proceso de pro-
duccion, el pardmetro R = r es aleatorio siguiendo una distribucién Gamma con

2

parametros de forma « y tasa .

a) Encuentre la f. d. p. conjunta de Y y R.
b) Encuentre la f. d. p. marginal de Y.

¢) Encuentre los primeros dos momentos de Y.
(Sugerencia: Utilice las propiedades de esperanza condicional. Complete la f. d.
p- de una distribucién gamma.)

12. La f. d. p. conjunta del vector (X,Y) es

flz,y) = (z + y)]]-{0<w<1, 0<y<1}($7y)
Encuentre E[XY].

13. Se tiran tres monedas justas y se denota por X el niimero de aguilas obtenidas. Las
monedas con las que se obtuvo dguila se vuelve a tirar. Sea ahora Y el nimero de
aguilas obtenidas.

a) Tabule la f. m. p. conjunta de (X,Y") y use la tabla para obtener E[X + Y.
b) Calcule E[Y|X] y tselo para obtener de manera alternativa E[X + Y.

14. (( ) Ej. 7.38) Considere el v. a. (X,Y) con f. d. p. conjunta dada por

2 T
flz,y) = e 1 o<y<a<oot (T,Y)
Determine E[X] y E[Y].
Sugerencia: Note que por el teorema de Fubini, E[Y] = [y[ [ f(z,y)dz]dy = [ [ [yf(z,y)dy|dx

15. Considere X,Y v. a. con f. d. p. conjunta dada por

flw,y) =267 o) (2) 10,00 ()
Calcule var(Y|X > 3,Y > 3).

16. (( ) Ej. 7.1.25) Un compaiia que elabora lamparas eléctricas
modela razonablemente el tiempo de vida de sus productos mediante la distribucién
exponencial. La compania tiene dos lineas de produccién, L1 y Lo con los respectivos
tiempos medio de vida E[T1] = p1 y E[T2] = pe. La linea L; genera una fraccién p;
del total de la produccién, por lo que 1 = p; + p2. Si Y denota la variable indicadora
de la linea de produccién L; y ¢ una ldmpara elegida al azar, Y (¢) = 1 si la ldmpara
se produjo en la linea L; 6 0 si se produjo en la linea Lo, luego, Y ~ Ber(py).

Sea T la variable aleatoria que denota el tiempo de vida de una lampara.
a) Determine la funcién de probabilidad acumulada Fr de T' y la correspondiente
funcién de densidad de probabilidad fr.

b) ;Tiene la distribucién de T la propiedad sin memoria de la distribucién expo-
nencial? La distribucién de T se dice una mezcla de dos exponenciales.

¢) Dado T = t, determine la distribucién condicional de Y.

d) Si supone que py > po, determine th’m P(Y =1|t =1).
—00

E. Barrios & P. Chambon CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 1.26
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3.

Medias, varianzas y covarianzas. Mezclas

- (( ) €j. 7.4c)

Sean X y Y v. a.’s con varianzas finitas 0% y 0%, respectivamente. Entonces

X Y var(X var(Y cov(X,Y
0§var(+)— (2 )+ (2)+2 ( ):2[1+pxy]
ox oy Ox Oy Ox0y

Por lo que —1 < pxy. Considere ahora

(=)
O0<var| —— —
ox oy

y elabore un argumento como el anterior para mostrar que pxy < 1. Concluya que

-1<pxy <1

- (( ) Ej. 4.20) Sean X;, X5, X35 v. a. independientes con

varianzas finitas o7, 03,037 respectivamente. Encuentre la correlacién entre X; — X5
y Xo + X3.

. Suponga una urna con tres bolas numeradas 1,2, 3. Dos bolas son seleccionadas de la

urna sin reemplazo. Sea X el nimero de la primer bola y Y el nimero de la segunda
bola. Determine cov(X,Y) y corr(Y, X).

. Sea U =a+bX,V =c+dY. Muestre entonces que |pxy| = |puv]|.

- (( ) Ej. 7.38) Considere el v. a. (X,Y) con f. d. p. conjunta dada por

2 _ T
f(x,y) = ;6 2 1{0§y§x<oo}(xvy)

Determine cov(X,Y).

- (( ) Ej. 4.19) Sean a; y b; constantes, X; y Y; v. a. con
i1=1,...,m;j5=1,...,n. Entonces, muestre que
COV(Z aiXi, Z b]Y;) = Z Z aibjcov(Xi, Y})
i=1 j=1 i=1 j=1
(( ) €j. 5.27) Sea W = Zfil X, donde

las X;’s son v.a.i.i.d. con f. d. p. dada por f(x) = Ae ** 1y (z). N es una v. a. inde-
pendiente de las X;’s y que toma valores 1, 2 6 3, cada uno con la misma probabilidad
de 1/3. Encuentre var(WW).

. Sean Xi,...,X, v.a.iid. con media p y varianza o2 finita. Se definen la media

muestral (X) y la varianza muestral (52) por

1 1 & _
X==) X, S2 = X; — X)?

respectivamente.

a) Muestre que E[X] = p y var(X) = o2/n.

b) Verifique que var(X; — X) = %=1 o2,

¢) Muestre que E[S?] = o2. (Sugerencia: Sume y reste p dentro del paréntesis de

52))

E. Barrios & P. Chambon CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 1.26
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9. (( ) €j. 7.4e) Sean Xi,..., X, v.a.iid. con varianza 0% finita. Muestre que

cov(X; — X, X)=0, 1<i<n

10. Suponga que el nimero de clientes de un cajero automatico en cierto intervalo de
tiempo puede aproximarse mediante una distribucién Poisson con media 15.3. Por
otro lado, se sabe que independientemente de la cantidad de clientes, la cantidad que
extrae cada uno de ellos puede modelarse como variables aleatorias con media de $1400
y desviacién estdndar de $225. Determine la media y desviacién estandar de cantidad
total extraida en ese intervalo de tiempo.

11. Considere el v. a. (X7, X3) con f. p. conjunta dada por:

£ZZ1\ZL'2 ‘ 0 1
—-11].24 .06
0(.16 .14
1].40 .00

Verifique que el vector de medias y la matriz de covarianzas estan dados por
|1 . 69 —.08
PXZH o | Y X701 08 16
Determine la variacién total del vector X, vartot(X) = o2.

12. Considere el ejemplo de los dados cargados representados por el v. a. (X,Y) con f. p.
conjunta dada por

1 2
f(xvy) = EI{x;éy}(xvy) + EI{r:y}(‘r»y)

a) Determine el vector de medias p y la matriz de covarianzas X.

b) Determine la matriz de correlacién R del v. a. (X,Y)

13. Sea X v. a. con vector de medias u” = (—1,0,41) y matriz de covarianzas ¥ dada

por
25 -2 4
Y= =2 4 1
4 19

a) Determine vartot(X).

b) Refiérase a las notas del curso. Determine entonces las matrices V'/2 y R la
matriz de correlaciones para este ejercicio.

¢) Verifique que VY/2RV1/2 = 3.
d) Determine los valores propios A; de la matrix ¥ y verifique que vartot(X) = 3 A;.

Sugerencia: utilice un programa de computo para determinar los valores propios
A

14. Parai=1,2,3, sean X; v. a. tales que E[X;] = p; y var(X;) = 02, cov(X;, X;) = 0.
Determine la media y varianza de:
a) X1 + X2 —|— X3
b) X1+2Xs — X3

15. Si X esta dado por el problema 13, determine la media y varianza para los incisos del
problema anterior.

E. Barrios & P. Chambon CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 1.26
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16. Considere el vector aleatorio X = (X17X2,X37X4,X5)T que sigue une distribucién
con vector de medias ux y matriz de covarianzas X x dadas por

0 1 0 -1 1 0
1 0 2 -1 1
Ux = -1 y ZX = -1 -1 3 -1 0
2 1 0 -1 4 1
3 0 1 0 15

Utilice alguna aplicacién como MATLAB, OCTAVE Python o R para responder los
siguientes incisos:

a) Determine vartot(X), la variacién total del vector X.
b) Verifique que la matriz de covarianzas X x es definida positiva.

¢) Encuentre la descomposicion espectral de la matriz X x. Esto es, determine una
matriz ortogonal () y una matriz diagonal A = diag{A1,..., A5} tales que, Xx =
QAQT.

d) Determine el vector de medias jy y la matriz de covarianzas Yy de Y = QT X.

e) Verifique que vartot(Y") coincide con vartot(X), enonctrado en el inciso b.

f) ¢Cudntas componentes de Y requiere para explicar el 90 % de la variacién de X7

17. Sean X = (Xq,...,Xpn) vy Y = (Y1,...,Y,) dos vectores aleatorios. Se define la
covarianza entre los vectores X y Y por la matriz de dimensién m x n

cov(X,Y) = (0y))

donde 0;; = cov(X;,Yj).

Considere ahora las matrices reales A, xm ¥ Byxn. Muestre que

cov(AX,BY) = Acov(X,Y)B"

18. Sea X un v. a. p-variado con vector de medias p y matriz de covarianzas ¥ y considere
la matriz A, ,. Entonces la forma cuadratica gx = «T Az tiene valor esperado dado
por

Elgx] = E[XTAX] = tr(A%) 4+ uT Ap

donde tr(-) es el operador traza. Demuestre la igualdad anterior. (Sugerencia: Note
que gx es un escalar y utilice las propiedades del operador traza.)

19. El ndmero de personas N que entran en un elevador se distribuye aproximadamente
como un Poisson de media A = 2.3 (P(N > 10) = 0.00014). Por otro lado, el peso W
de una persona es modelado mediante una distribucién Gamma con parametros de
forma y escala, @« = 53 y 8 = 1.25, respectivamente. Determine el valor medio y la
desviacién estdndar con que opera (carga) el elevador por recorrido.

20. El nimero de personas que retira efectivo de cierto cajero automatico entre las 10 y
las 11 de la manana se modela mediante una distribucién binomial negativa con una
media de 9.7 personas con una desviacién estandar de 3.9. Ademds se ha visto que la
cantidad de efectivo que saca una persona es razonablemente modelado mediante una
distribucién normal centrada en $1750 y un rango intercuartilico de $600. Determine la
cantidad media que se retira entre las 10 y las 11 de la manana asi como su desviacién
estandar.

E. Barrios & P. Chambon CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 1.26
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21.

22.

23.

24.

4.

1.

2.

Mezcla de distribuciones

(( ), EX 7.65) El nimero de tormentas invernales en un buen afio se distribuye
como una ley Poisson de media 3, mientras que en un mal ano es de 5. Si el ano que
entra serd un buen ano con probabilidad de 0.4, o un mal ano con probabilidad de
0.6, encuentre la media y varianza del nimero de tormentas invernales que ocurrirdn
el préximo ano.

(( ), Ex. 3.7.1) Considere la siguiente mezcla de distri-
buciones loggamma y gamma con probabilidad de mezcla p y (1 — p). Entonces, la f.
d. p. de la mezcla estd dada por

L=p  ar-1,-2/8
r) = o T reT P2 ] T
@ = | e 011(@)
p ar—1,.—(B1+1)/B1 I—p az—1_—x/B2
Y 0 1 N I
+ 1alr(al)(ogx) T + gzr(%)x e (1,00) ()

Suponga que 1 < 1/2. Muestre entonces que el valor esperado de la mezcla estd dado
por
p=p(1=p51)""" + (1 —pazfz

(( ), Ex 3.7.4) Una distribucion sesgada con cola pesada.
Considere una v. a. distribuida gamma, X ~ Gamma(k, \), y donde el pardmetro A
es a su vez distribuido gamma, tal que A ~ Gamma(c, 8). Entonces, la distribucién
marginal o compuesta de X es

I'(a+k) Bk

Ix (=) = F oy T 1 payere & Loso (@) (1)

que corresponde a la f. d. p. de una distribucién de Pareto generalizada. Si k =1,
entonces la f. d. p. condicional es la exponencial, y la funcién marginal de X es

Fx (@) = aB(1 + Bz) =@tV ()

que corresponde a la distribucién de Pareto. Muestre que efectivamente X tiene la
la funcién de densidad dada por la expresién (1).

(( ), EX 3.7.7) Sea X una v. a. distribuida Pareto
pardmetros o y . Muestre que la correspondiente tasa de fallos (o funcién de
riesgo) es

f(z) o

Funcién generadora de momentos

Suponga X variable aleatoria (v. a.) con todos sus momentos finitos dados por /1,()];) =

k!, k € N. Si X tiene funcién generadora de momentos, encuentre la distribucién de
X.

Considere (X7, X3) v. a. con f. g. m. conjunta dada por
Lo 2
M(tl,tQ) = exp —to + §t1 —t1t2+t2 s tl,tQ eR

Calcule, E[X;], var(X;) y corr(Xy, X2)

E. Barrios & P. Chambon CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 1.26



Ejercicios y respuestas 11

3. Considere (X1, X5) v. a. con f. g. m. conjunta dada por

2
1 1
MX1X2(t1,t2) = §(6t1+t2 + 1) + 6(6t1 +€t2) s tl,tQ eR

Calcule, E[X}], var(Xs) y cov(X7, X3), suponiendo que éstas son finitas.

4. Sea X v. a. con funcién caracteristica (£. ¢.) dada por o(t) = e t € R (—o0 <
a < oo, f>0)y donde i =+/—1. Identifique la ley de probabilidades de X y calcule
E[X3].

5. (( ) Ej. 4-4.5) Sea W v. a. que sigue la distribucién Cauchy (0, 1). Esto es,
con f. d. p. dada por

1

fw(w) = m,

—oo<w <o

Muestre que W no tiene f. g. m. my (t) salvo para t = 0. Sin embargo, si tiene la
funcién caracterfstica oy (t) = eIt para t € R.

6. (( ) Appendix 3*) Sea X v. a. con £. p. a. F(z) y £. ¢. ¢(t). Entonces, ¢(t)
es real si y solo si F' es simétrica, en el sentido que F(—z) = 1 — F(z), para todo z.

7. (( ) Ejem. 8.7) Suponga que X ~ N(0,02). Use la f. g. m.
de X para mostrar que los momentos impares de X son cero y los pares estan dados
por

(2n) (271)!02”
Bx = o)

8. Sea Z v. a. distribuida normal estdndar. Verifique que E[Z%] = 3.

9. SeaW = Zf\il X;, donde las X;’s son v.a.i.i.d. con f. d. p. dada por f(z) = Ae M1+ (z).
N es una v. a. independiente de las X;’s y que toma valores 1, 2 6 3, cada uno con la
misma probabilidad de 1/3. Encuentre la funcién generadora de momentos (f. g. m.)
de W.

10. Suponga que © es una v. a. distribuida gamma pardmetros a y A, con « entero positivo,
y suponga que condicionado a ©, X sigue una distribucién Poisson con parametro
©. Encuentre la distribucién marginal de o + X. (Sugerencia: encuentre la f. g. m.
mediante la esperanza condicional. Esto es, mx (t) = E[e!X] = E[E[¢!*|0]].)

Distribuciones de algunas sumas de variables aleatorias

Utilice la funcién caracteristica o la funcién generadora de momentos y el teorema de
unicidad para mostrar las siguientes proposiciones.

8. Sean X; ~ Bin(n;,p), i = 1,2, v. a. independientes. Entonces X; + X5 ~ Bin(n; +
n27p)'

9. Sean Y; ~ BinNeg(r;,p), i = 1,2, v. a. independientes. Entonces Y1 +Y5 ~ BinNeg(r; +
TQap)'

10. Sean N; ~ Po();), i = 1,2, v. a. independientes. Entonces N1 + Na ~ Po(A1 + \2).
11. Sean X; ~ Ber(p), i = 1,...,n, v.a.i.i.d.. Entonces S,, = X; + --- + X, ~ Bin(n,p).

12. Sean Y; ~ Geom(p), i = 1,...,r, v.a.i.i.d.. Entonces Y7 + - - - +Y,. ~ BinNeg(r, p).
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13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

Sean W; ~ Gamma(a;,A), ¢ = 1,2, v. a. independientes. Entonces Wy + Wy ~
Gamma(ag + ag, A).

(Con esta parametrizacion, « es el pardmetro de forma y A el pardmetro tasa, asf
W ~ Gamma(a, A), entonces E[X] = a/A. O bien, si el pardmetro de escala es 3,
entones § = 1/\ y E[W] = af.)

Sean T; ~ Exp(A),i=1,...,m, v.a.i.i.d.. Entonces E,, = T1+- - - T, ~ Gamma(m, \),
conocida también como distribucién m-Erlang de parametro .

Sean U; ~ N(u;,0%),i = 1,2, v. a. independientes. Entonces Uy +Us ~ N(u1 + pa, 0% +
2
03).

Sean Z; ~N(0,1), i =1,...,n, v.a.lid.. Entonces S, = Y| Z; ~ N(0,n).
Sean X; ~ N(p,0?),i=1,...,n, v.a.iid. Entonces X = > X; ~ N(u, 0% /n).

Sea Z distribuida normal estandar. Calcule la f. g. m. (£. ¢.) de Z2. Utilice el teorema
de unicidad para mostrar que Y = Z? sigue una distribucién Gamma(a = 1/2, 3 = 2).

SeaY ~ Gamma(a = v/2, 8 = 2). Y se dice que sigue una distribucién Ji-cuadrada
con v grados de libertad (v = 1,2,3,...) y es denotada por Y ~ x2. Muestre que
siY; ~x3, parai=1,...,k v.a.iid., entonces Sy = Z’f Y, ~ X%.

Sean V; ~ x2., i = 1,...,m, v. a. independientes, entonces > 1" V; ~ x2, con v =
m

21 Vi

Sean X; ~ N(u,0%),i=1,...n, v.a.i.i.d. Entonces

n L 2
> (X’a M) ~x2

=1

Distribucion Multinomial

- (( ) Ej. 6.1) Sesenta personas fueron elegidas aleatoriamente y se les

pregunté por marcas que compiten A, B y C. Las preferencias fueron 27, 18 y 15,
respectivamente. ;Qué tan probable es este resultado si no hay otras marcas y se
supone que tienen la misma preferencia (market share)?

(( ) Ej. 3.15) Considere que un dado honesto se lanza siete veces
de manera independiente. Calcule la probabilidad (condicional) de que cada una de las
caras haya salido en una ocasién si se sabe que la cara 1 salié dos veces exactamente.

Tres monedas honestas se lanzan 10 veces. Sea X; el nimero de veces que se obtuvieron
1 dguilas, i = 0,1,2,3. Note que Xy + X7 + X2 + X3 = 10. Calcules las siguientes
probabilidades.

a) P(X0:17X1=2,X2:3,X3:4)
b) P(X? <5)
C) ]P)(Xo —+ X1 = )
d) P(X; < 2|X; =5,Xy=3)
(( ) Ej. 5.120) Considere una muestra con

n observaciones de un lote de gran tamano. Sea p; la proporcién de articulos con un
defecto y ps la proporcion de articulos con méas de un defecto. Luego, 0 < p1+po < 1. El
costo de reparar el lote es C' = Y7 +3Y5, donde Y7 y Y5 denotan el nimero de articulos
con uno o mas de un defecto respectivamente. Si n = 100, p; = 0.3 y po = 0.2,
determine la media y la varianza de C.
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5. (( ) Sec. 3.1) El caso particular de la distribucién multinomial con
3 clases se conoce como la distribucién trinomial.

Sea p; la probabilidad de que un objeto sea clasificado como Cj, i = 1,2, 3. Entonces,
0<p; <1ly1l=p;+ps+ p3. Considere una muestra de tamano n y sea X; el

ntimero de objetos de la clase C;, i = 1,2,3. Luego para x; € {0,1,...,n} y tales que
n n! . ) .
n = x1 + r9 + x3, donde = —— es el coeficiente multinomial.
T1 XT3 z1! 29! 23!

La funcién anterior es en realidad la f. m. p. conjunta de un vector bivariado pues
la distribuciéon queda determinada por 2 de las v. a.’s solamente pero se expresa mas
facilmente en términos de X = (X1, Xs, X3), que tiene como su funcién generadora
de momentos

My (t) _ E[et1X1+t2Xz+t3X3]

Z ( n >(plet1)m1(p26t2)m2 (pyets)

T1 X223
{z1+z2+23=n}

= (pie" + pae’ + pze’)"

para todo t = (t1,ta,t3) € R3.

a) Utilice la f. g. m. para mostrar que marginalmente X; ~ Bin(n, p;), i = 1,2, 3.
b) Concluya que X1, X5 y X3 son necesariamente v. a.’s dependientes.

¢) Muestre que

(X2|X1:x1)~Bin(n—x1,1p2 )
—P1
d) Muestre que
p3
E[X3|Xe = x3] = (n — 29) ——
(Xl X2 = 2] = (0 — a2) T2

e) Utilice la f. g. m. conjunta para mostrar que

P1P3

corr(Xy, X3) = p13 = — —(1 YT

6.
. .. . . . clase tipo proporcién
Una agencia de noticias emite por twitter comunicados que C politica 015
pueden ser clasificados como noticias. La tabla de la dere- Cl obierno O. m
cha muestra la clasificacién del tipo de noticias y su co- > . & . '
. ., (3  internacionales 0.10
rrespondiente proporcién del total de 100 % de notas. .
. . . i Cy crimen 0.09
Considere que los comunicados que se emiten son indepen- ,
dient Cs espectaculos 0.12
HOLes: Cs otros 0.14

a) Determine la probabilidad de que en los préximos 5 tweets hay 2 noticias de
gobierno, 1 internacional y 2 de espectdculos.

b) Calcule la probabilidad de que en los 5 tweets haya habido al menos uno de
espectaculos si se sabe que 3 fueron de politica.
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6. Distribucién Normal Multivariada

Definicién : El vector bivariado X = (X1, X»)? con funcién de densidad de probabilidad
(f. d. p.) conjunta dada por

1

_— X

2mo1094/1 — p?

X expd — 1 T1 — 2—2/) T1 — 1 Ta—p2 | (T2 2
2(1—p?) o1 o1 o9 o9

se dice que sigue una distribucién normal bivariada con medias p; y po; varianzas o% y

flz1,22) = (2)

o2 y coeficiente de correlacién p.

Definicién : En general se dice que el vector aleatorio p-variado X = (X1,...,X,)T con
f. d. p. dada por

feta) = Cm)E e {5 0T e | )

sigue una distribucién normal multivariada con vector de medias p y matriz de cova-
rianzas X.

Proposicién : Sean X y X sub-vectores del vector aleatorio X ~ N, (i, ¥). Esto es, si
X
X — 1 H1 7
M2

Xo
(X1|X2 = z2) ~ Ny, (p1)2, Z1j2)

donde el vector de medias p1j2 y la matriz de covarianzas %5 estdn dados por

~ N
P o1 oo

Y1 2o ]

se tiene entonces que,

pig =+ 2102550 (T2 —p2) ¥y S =11 — 12855 T (4)

1. La f. d. p. conjunta de la demanda aleatoria de dos productos, X e Y, es una normal
bivariada dada por

1 2 /z—-50\> [z-50\ (y—25 y—25\°
e = et 5| () (50 () + () |

a

b

) {Cudl es el coeficiente de correlacién entre X y Y7

) {Cudl es la covarianza entre X y Y'?

¢) Determine la distribucién condicional de X dado Y = y.
)

d) Suponga que la demanda real de Y es 30. Determine entonces la probabilidad de

que la demanda de X mayor a 55.

2. Suponga que el nivel de IQ (X) y la calificacién promedio de cierta prueba (Y') son
variables aleatorias distribuidas conjuntamente normal bivariadas con px = 100, 0x =
10, uy =3, oy = 0.3 y cov(X,Y) = 2.25.
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a) Si el nivel de IQ de una persona es 120, jcudl es la media y desviacién estdndar
de la calificacién promedio de la prueba?

b) Si el nivel de IQ es 120, determine la probabilidad de que la persona tenga una
calificacién mayor a 3.5.

¢) Suponga que una persona tuvo una calificacién promedio de 2.8. ;Cudl es la
probabilidad que el 1Q de esa persona sea mayor que 1157

3. (( ) Ej. 4.76) Suponga que las v. a.’s X y Y tienen la £. d. p. conjunta
114 16 8
fxy(@,y) =k expq—5 [*IQ + —y? + —xy — 8z — 16y + 16}
’ 213 3 3
a) Encuentre la constante k apropiada (k = %\/g)

b) Determine las densidades marginales de X y Y.

¢) Encuentre los siguientes momentos: E[X], var(Y), cv(X), sNr(Y).
(cv = o/|u| denota el coeficiente de variacién y SNR=|u|/o la relacién senal-
ruido.)

d) Determine cov(X,Y) y corr(Y, X).

e) Encuentre la distribucién condicional de X dado Y = 2 y la condicional de Y
dado X = —1.

f) Determine E[X|Y = —1] y var(Y|X = 2).
g) Calcule nuevamente E[X] y var(Y") utilizando los momentos condicionales E[X |Y]

y var(Y]X).

4. Considere el vector bivariado X = (X1, X2)T distribuido normalmente con funcién de
densidad conjunta dada por (2). Muestre que la f. d. p. (1) se puede escribir matri-
cialmente como la f. d. p. dada por (3), con

11 011 012
M2 012 022

_ 2 _ 2 _
donde 011 = 07, 022 = 05 ¥y 012 = pO103.

5. Sean X1, X5 y X3 variables aleatorias independientes, tales que X7 y X3 se distribuyen
N(1,1) y X5 se distribuye N(0,1). Defina Y] = X; +2X5 y Y5 = X5 4+ 3X3. Determine
P(Ys > 4]Y; = 2). Exprese el resultado en términos de @, la funcién de probabilidad
acumulada del la distribucién normal estdndar.

6. Considere X ~ N5(u, %), con

0 1 0 -1 1 0
1 2 -1 1
uw=1 —1 y YX=| -1 -1 3 -1 0
2 -1 4 0
0 1 0 0 5

a

b

;,Cémo se distribuye X57
Encuentre la f. d. p. marginal de X; y la de X4. ;Cudl es su correlacién?

d

)
)

¢) Encuentre la distribucién marginal de (X2, X3).
) Muestre que X2 y X4 son v. a.’s independientes.
)

e) Encuentre la distribucién condicional de X, dado X; = —2.
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f) Encuentre una matriz Asxs tal que el v. a. Y = AX tenga componentes inde-
pendientes.

g) Verifique que vartot(X) = vartot(Y").

h) Para cada una de las entradas del vector Y calcule su participacién proporcional
en la variacién total, esto es §; = var(Y;)/vartot(Y'). Determine la proporcién
acumulada A; = §; + - + J; hasta la componente j-ésima para 1 < j <5.

7. Sean X; y X, variables aleatorias independientes normalmente distribuidas, X; ~
N(us,02); i = 1,2 que representan las ventas de dos tiendas de departamentos ubicadas
en ciudades diferentes. Sea Yo = X1+ X5 la variable aleatoria que representa las ventas
totales, mientras que Y; = X representa las ventas de la tienda uno.

a) Muestre que la distribucién conjunta de (Y7,Y3) es una normal bivariada.

b) Encuentre la distribucién condicional de las ventas totales (Y2) dado que la tienda
uno tuvo ventas iguales a y;.

8. Sea X ~ N3(u,X), donde

X3 0 2 0 -1
X=| Xo|; p=|-11]; ¥= 0
X3 1 11

a) Encuentre la distribucién de Y; = 3X; + Xo — X3.

)

b) Encuentre la distribucién conjunta de Y3, y Y5 = Xo + X3.

) Encuentre E[X;X5].

d) Sea Z = (X1,X3)T y X2 = 1. Encuentre la distribucién condicional de Z dado
Xo = 1. Esto es, y abusando de la notacién, la distribucién de (Z]| X2 = 1).

C

9. Considere el vector aleatorio X = (X17X2,X3,X4,X5)T que sigue une distribucién
normal multivariada con vector de medias y y matriz de covarianzas Y dadas por

1 0 -1 1 0

1 0 2 -1 1

=1 —1 y YX=| -1 -1 3 -1 0
2 1 0 -1 1

3 0 1 0 1 5

a) Determine la distribucién del vector (X4, X2)? dado que X; = 1.
b) Calcule en particular E[2Xs — X4|X; = 1] y var(2Xy — X4| X1 = 1).
¢) Calcule P(X4 — X5 > 0).

d) Calcule P(X4 — X3 > 0| X3 =1,X5 = —1).

10. Suma de normales no necesariamente se distribuye normal. Sea X7 ~ N(0,1), y sea

X, — -X; -1<X;<1
2= X;  otra forma

a) Muestre que X5 ~ N(0,1).
b) Muestre que X7 y X2 no siguen conjuntamente una distribucién normal bivariada.

Sugerencia: considere P(X3 — X; = 0) para este caso. Calcule la misma probabili-
dad para el caso que efectivamente (X, X2) fuesen distribuidas como una normal
bivariada conjunta y compare.
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7. Transformaciones de variables aleatorias

1. a) Un cuadrado tiene un lado de longitud distribuido uniformemente en [0, 1]. En-
cuentre el area esperada del cuadrado.

b) Un rectdngulo tiene sus lados aleatorios distribuidos independientemente unifor-
mes en el intervalo [0,1]. Encuentre el drea del rectdngulo esperada. Compérelo
con el inciso anterior.

¢) Repita los dos incisos anteriores si la longitud de los lados se distribuye exponen-
cialmente.

2. Considere un tridngulo equildtero con lados de longitud /.

a) (( ) 5.6) Se elige un punto al azar de la base del tridngu-
lo. Sea X la distancia del punto seleccionado al vértice opuesto. Encuentre Fy,
la f p.a.de X.

b) Encuentre la funcién de densidad de probabilidad fx.

¢) Se elige ahora un punto al azar de cualquiera de los lados del tridngulo. Encuentre
la probabilidad de que la distancia del punto al vértice opuesto sea mayor que
2
0"

3. (( ) Ej. 5.22) Sean X una v. a. , g una funcién de densidad
con respecto a la integracién y ¢ una funcién diferenciable estrictamente creciente en
el intervalo (—oo, 00). Suponga que

()
P(X <z)= / g(z)dz, —00 < 2 < 00.
— 00

Muestre que la v. a. Y = ¢(X) tiene funcién de densidad g.

4. Sea X una v. a. con funcién de distribucién (f. p. a.) dada por
Fx(z)=1—-¢ >0

Sea Y la v. a. definida en términos de X como Y = msim < X < m+ 1, donde m
es un entero no negativo. ;Cémo se distribuye Y7

5. Sea U ~ unif(0,1). Encuentre la funcién de densidad de probabilidad (f. d. p.) de
Y = —1log(1-0).

6. Muestre que si X se distribuye exponencialmente también lo hace cX, para ¢ > 0.

7. (( ) 5.6.2) Sea X v. a. con f. d. p. dada por

1
f(SC) = P]]-(l,oo)(x)

Encuentre una transformacién g de manera que Y = g(X) se distribuya uniformemente
en (0,1).

8. Sea Y ~ Gamma(a, 3), tal que E[Y] = af y var(Y) = a2

a) Muestre que si ¢ > 0, ¢Y ~ Gamma(c, ¢f3).
b) Encuentre la f. d. p. de W =Y.

¢) Si a > 1, encuentre la moda de la distribucién.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Sea T ~ Exp(a), con E[T] = 1/a > 0y para 8 > 0 sea W = T/, Muestre que la f.
d. p. de W estd dada por

fur(w) = aBul L™ I ) (w)

La v. a. W se dice que sigue una distribucién Weibull parametros o y 5, y en tal
caso

a) EW] =a /8T(1 + 5)-
b) var(W) = a~%/# |T(1 + %) —-T?(1+ %)}

Sea © una variable aleatoria que se distribuye uniformemente en el intervalo (-5, +7%)
y sea V = tan ©. Muestre que V sigue una distribucién de Cauchy. Esto es,

a) Fy(v) = 3+ X arctanv, para todo v € R.
b) fv(v) = wrrmy L(—oo,00) (V)-
(( ) 5.31) Sea X ~ N(0,0?). Encuentre la f. d. p. de Y = | X|.

(( ) 5.32) Sea X ~ N(u,0?). Encuentrela f. d. p.de Y = eX.
La densidad se conoce como funcién de densidad lognormal.

Sea X ~ Beta(aj,az2). Si Y = —InX, encuentre fy, la f. d. p. de la v. a. Y. En
particular verifique que si a; = Ay ag = 1, entonces, Y ~ Exp()).

Si X sigue una distribucion Beta, ;cémo se distribuye 1 — X7
Si f(r) = e "1(0,00)(x), encuentre la distribucién de X /(1 + X).
Si fx(x) = m 1(—o0,400), encuentre la distribucién de ¥ = 1/X.

Sean Y7 y Y3 v.a.iid. distribuidas gamma pardmetros o y A y tal que E[Y;] = a/\.
Encuentre E[R?], donde R? = Y + Y.

(( ) Ejem. 4.6) Sean X; y X», v.a.i.i.d. con distribucién comin x3.
Sea Y7 = %(Xl —X3) v Yy = X5. Muestre que Y; sigue una distribucién Laplaciana
o Doble Exponencial con f. d. p. dada por
L1
F) = 3¢z ()

Sean X; y X» v.a.ii.d. normal estdndar. Sea Y = (X5 — X1)?/2. Muestre que Y ~
Gamma(1/2,1/2) = x3.

Sean X;, i = 1,2 v. a. independientes con X; ~ Gamma(n;, A). Encuentre la f. d. p.
Y1 = X1/(X1 + Xa2). (Sugerencia: defina Yo = X7 + X5 y aplique el teorema cambio
de variables para vectores bivariados.)

(( ) 5.51) Sea (X,Y) v. a. con £. d. p. conjunta dada
por
f(:c,y) = e_($+y)]1(0,oo)(x)]]-(0,oo) (y)

Sea U = e~ (X+Y) Determine la f. d. p. de la v. a. U.
Sean X; y Xo v.a.i.i.d. normal estandar.
a) Encuentre la distribucién conjunta de Y} = (X1 +X32)/v2y Y2 = (X1 — X2)/V2.

b) Discuta por qué 2X; Xo y (X7 — X2) tienen la misma distribucién.

(Sugerencia: note que (X7 — X3) = % . % =YYs.)
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23.

24.

25.

10.

Si fxy(z,y) = 4yl o1)(2)0,1)(y), encuentre la f. d. p. conjunta de X2 y Y2

(( ) 5.52) Sean X y Y v. a. con f. d. p. conjunta dada
por

Ixy(z,y) = 267(m+y)]{0,y] (@) 10,00y (¥)
Encuentre la f. d. p. conjunta de X y X 4+ Y. Encuentre las f. d. p. marginales de X
yX+Y.

(( ) 5.57) Considere
fxyiz(wylz) = [z + (1= 2)(@ + y)o,1) (%) L(0,1) (y)

para 0 < z < 2,y fz(2) = $10,2)(2).
a) Encuentre E[X + Y.

b) ;Son X y Y independientes? Verifiquelo.
¢) iSon X y Z independientes? Verifiquelo.
d) Encuentre la f. d. p. conjuntade X y X +Y

e) Determine la distribucién de max{X,Y}|Z = z.
f) Determine la distribucién de (X +Y)|Z = z.

Sumas y cocientes de variables aleatorias

Sean X y Y v.a.i.i.d. uniformes en el intervalo (0, 1). Determinela f. d. p.de Z = X+Y.

Sean X; y X3 v. a. distribuidas independientemente Gamma(«;, ), ¢ = 1, 2. Utilizando
la convolucién de densidades muestre que Z = X + X5 ~ Gamma(a; + aa, 8).

(( ) Ej. 6.10) Sean X y Y v. a. independientes. Encuentre
lafdpdeU=Y —-X.

(( ) Ej. 6.13) Sean X y Y v.a.i.i.d. uniformes en el intervalo
(a,b). Determine la f. d. p. de | X =Y.

Sean X; y Xy v.a.iid. distribuidas N(0,02). Muestre que W = X?/X2 tiene una
funcién de densidad dada por

1
fw(w) = 0T w)e 1(0,00) (w)

(( ) Ej. 6.18) Sean X y Y v. a. independientes. Encuentre
laf d p.deV =XY.
Sean X7 y X» v.a.i.i.d. normal estdndar. Encuentre My, (), la f. g. m. de W = X; X5,

(( ) Ej. 6.19) Sean X y Y v.a.i.i.d. normal estdndar. Entonces
X/Y y X/|Y] se distribuyen Cauchy.

Sean X y Y v.a.iid. distribuidas uniformemente en el intervalo (0,1). Sean Z = XY
y U = X/Y. Encuentre las £. d. p. marginales de Z y U. Verifique que E[X]/E[Y] = 1,
mientras que E[U] * oo.

Si X y Y son v.a.iid. normal estandar. Encuentre la densidad de Z = |Y|/|X].
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Distribucion ¢t de Student

11, (( ) Ej. 7.14) Sea Z una v. a. distribuida
normal estandar independiente de Y distribuida y2. Entonces

Z

B VY/v

sigue una distribucién ¢ con v grados de libertad.

a) Determine E[Z] y E[Z?]. (Sugerencia: recuerde que para toda v. a., E[Z?] =
var(Z) + E[Z]2))
b) Muestre que si Y ~ x2, entonces
W2T7 para r > —v/2
¢) Use los incisos anteriores para mostrar que
1) ET]=0,siv > 1.
2) var(T) =v/(v —2),siv > 2.

E[Y"] =

Distribucién F' (Snedecor-Fisher)

12.  a) Muestre que si Y ~ x?2, entonces
G+

I'(3)

E[Y*] = 2k, para k > —g

b) Sean X ~ Gamma(ay, )y Y ~ Gamma(as, §), v. a.’s independientes. Entonces
la f. d. p. de Y/X estd dada por

I'a; +« w21
Fryx(w) = réal);wz)) [T ayrar Loso ()

¢) Sean Yy y Y5 v. a.’s independientes distribuidas ji-cuadrada con ny y ns grados
de libertad respectivamente. Encuentre la funciéon de densidad de probabilidad
de Y2/Y1. (Sugerencia: aplique el resultado del inciso anterior.)

d) Muestre que si X ~ x2, vy Y ~ x2 independientemente, entonces

X/m

Yin

Esto es, la variable aleatoria W sigue la distribucién F' con m y n grados de

libertad, con funcién de densidad dada por

W = NFm,n

—

D(mgn) (mY ()t
fw(w) = (%)F(% () (1+ %w)(m+n)/2 IL(0~O<>)(w)
(

)
(Recuerde que f.x(w) = I fX %))
e) Muestre que E[W] = n/(n — 2), si n > 2. (Sugerencia: exprese W = kXY 1.
Luego, por independencia de X y Y, se sigue que E[W] = kE[X]E[Y ~1].)
f) Similarmente, muestre que var(W) = [2n?(m +n — 2)] / [m(n — 2)*(n — 4)], si
n > 4.
g) Sea W ~ F,, ,, 0 < p <1y denote F(p;m,n) al p-ésimo percentil de la distri-
bucién de W. Esto es, p = P(W < F(p;m,n)). Muestre entonces que
1

F(p; =

13. Muestre que si X ~ F, ,,, entonces X 1 ~ F), ..

14. Muestre que si T ~ t,,, entonces T? ~ F} ,,.
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9. Estadisticos de Orden

1. Considere X7i,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién distribuida uniforme-
mente en el intervalo (0, #). Considere los estimadores 6 y ¢ del pardmetro ¢ dados
por

6=2X, 6=

donde X = L 3" | X; es la media muestral y X(,,) = méx{Xy,...,X,} el n-ésimo
estadistico de orden. Muestre que ambos son estimadores insesgados de 6. Es
decir,

Ef]=60 y Ed]=0

2. Considere Uy,...,U, una m. a. de una poblacién distribuida uniformemente en el
intervalo (0,1).

a) Muestre que el k-ésimo estadistico de orden sigue distribucién Beta(k,n —k+1).
b

C

)

) Encuentre la media y la varianza del k-ésimo estadistico de orden Uy, 1 < k < n.

) Encuentre E[Rango(U)] = E[(Un) — Uy)]-
d) Encuentre E[(Ux) — Ug—1y)]-

3. (( )) Sean X, ..., X, v.a.iid. que siguen una ley de probabilidades expo-

nencial con media 1. Sean Y; = X(;) para¢ = 1,...,n, los correspondientes estadisticos
de orden. Considere ahora las v. a.’s W; definidas como

X
[ —
n
X X
Wy ==+ :
n n—1
X1 X2 n
Wy, = — —
n n—1 + + 1
Muestre entonces que la distribucién conjunta de (W7, ..., W,,) es la misma que la de
(Yr,...,Y,).
4. (( ):5.6.6) Considere Xi,...,X, una muestra aleatoria de

tamano n de una distribucién exponencial recorrida con f. d. p. dada por

1 .
flz)= 7°¢ ( A)/QH(A,OO)@C)

para alguna 6 > 0. Sean Y7,...,Y, los correspondientes estadisticos de orden de las
X’s. Muestre que Y7, Yo — Y7,....,Y,, — Y,,_1 son v. a.’s independientes.

5. (( ):5.6.7) Considere Xq,..., X, una m. a. de tamaiflo n de
una distribucién con f. d. p. dada por

fx) = awa_lll(o,l)(x)

para alguna a > 0. Sean Y7,...,Y,, los correspondientes estadisticos de orden de las
X’s. Muestre que Y;/Y;41, parai=1,...,n— 1y Y, son v. a.’’s independientes.

6. Suponga que la vida 1til de ciertas lamparas se distribuye exponencialmente con vida
media de 100 horas. Si 10 de tales lamparas son instaladas de manera simultinea,
jcudl es la distribucion del tiempo de vida de la primer lampara que falla? ;Cudl su
vida esperada?
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7. Sean X1,...,X, v.a.i.id. con f. d. p. dada por

f(z) = 33_2[(1700) (x)

Sea Y = min{Xy,...,X,}. (Existe E[X;]? Si es asi, determinelo. jExiste E[Y]? Si es
asi, determinelo.

8. (( ):Ej. 6.6.a) Tres personas “se distribuyen al azar” a lo largo de una milla.
Encuentre la probabilidad que para ningtin dos personas la distancia entre ellas sea
menor que d millas, con d < 1/2.

10. Desigualdades de Probabilidad

Regla empirica. (Ref: ( ) pag. 10-
11.) Para una distribucién de mediciones (con media p y desviacién estdndar
o) que sigue aproximadamente una distribucién normal, se tiene la siguiente
cobertura:

» =+ o contiene aproximadamente el 68 % de las mediciones.

» 1+ 20 contiene aproximadamente el 95 % de las mediciones.

» 1+ 30 contiene aproximadamente el 99.7 % de las mediciones.

1. (( ) Ej. 3.167) Sea Y una v. a. con media
11 y varianza 9. Utilice la desigualdad de Chebyshev para encontrar:
a) Una cota inferior para P(6 <Y < 16).
b) El valor de ¢ para el cual P(|Y — 11| > ¢) < 0.09.
2. (( ) Ej. 3.169) La desigualdad de Chebyshev
no puede mejorarse.

Sea Y una variable aleatoria tal que

Y -1 0 +1
P(Y=y)|1/18 16/18 1/18

a) Muestre que p =E[Y] =0y 0? = var(Y) = 1/9.
b) Use la distribucién de probabilidad para calcular P(]Y — p| > 30). Compare el

resultado con el provisto por la desigualdad de Chebyshev y verifique que la cota
se alcanza para k = 3.

¢) En el inciso anterior se garantiza que E[Y] = 0 basando la distribucién en los
valores —1,0,+1 y haciendo que P(Y = —1) = P(Y = +1). La varianza fue
controlada por las probabilidades asignadas a P(Y = —1) y P(Y = 1). Usando la
misma idea, construya una distribucién de probabilidades para la v. a. X y tal
que P(|X — ux| > 20x)=1/4.

d) Si se especifica cualquier k, jcémo se puede construir una v. a. W tal que P(|W —
pw| > kow) = 1/k*?

3. (( ) Ej. 3.173) Una moneda balanceada
es lanzada tres veces. Sea Y el niimero observado de dguilas.

a) Calcule la probabilidad de que Y tome los valores de 0,1,2 y 3.
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b) Encuentre la media y desviacién estdandar de Y.

¢) Empleando la distribucién encontrada en el primer inciso, encuentre la fraccién
de la poblacién tedrica que se encuentra a mas de una desviacién estandar de
la media. Repita los célculos para 2 desviaciones estandar. ;Cémo se comparan
los resultados con los obtenidos empleando la desigualdad de Chebyshev? ; Como
comparando con la distribucién normal (regla empirica)?

4. (( ) Ej. 4.147) Una méquina empleada
para llenar cajas de cereales dispensa en promedio, ;1 onzas por caja. El empresario
desea que la cantidad real dispensada Y no esté mas alld de p por una onza al menos
75% del tiempo. ;Cuél es el valor mds grande de oy que puede ser tolerado para
satisfacer lo pedido por el empresario?

5. (( ) Ej. 4.148) Sea Y una v. a. con f. d.
p. dada por
f(y) = c2—=y)lpxy)

Encuentre P(|Y —pu| < 20) y compare la probabilidad con la que le ofrece la desigualdad
de Chebyshev y la regla empirica.

6. (( ) Sec. 8.6) Sea X v. a. con segundo momentos finito. Se define la razén

senal-ruido de X (SNR(X)) por

SNR(x) = 12x]
ox

a) Muestre que si SNR(X) > 44.7, se tiene entonces que

P (‘X_“X’ < o.10> > 0.95
nx

(Sugerencia: utilice la desigualdad de Chebyshev.)

b) Si ademds se sabe que X se distribuye normal, entonces basta que SNR(X) =~
19.6.

7. (( ) Ej. 4.149) Encuentre P(|U — u| < ko)
donde U se distribuye uniforme en el intervalo (0,1), y compare la probabilidad con
la que le ofrece la desigualdad de Chebyshev, para k =1,2, y 3.

8. (( ) Ej. 8.20) Sea X una v. a. no negativa con media 25. {Qué puede decir
de los siguientes valores esperados?

i) B[X3]; i) E[VX]; iii) Eflog X]; iv) E[e™¥]
9. (( ) Ej. 8.21) Sea X una v. a. no negativa. Muestre que

E[X] < (BIX?)"? < (BXY)° < -

10. Desigualdades entre medias.
= Media aritmética: % Yo = % (x1 4+ +xp)
= Media geométrica: exp {% Z?Zl log xl} = /x1-Xo Xy

—1
. fiem. |1 L] om
= Media arménica: [n Dot w} = Iyt
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Sean x1,xa,...,Ty,, n numeros positivos. Muestre que siempre se cumple que
. 1 , 1 .
min{zy,..., 2.} < 77 — < Va1 x, < (vt twy) <méx{wy,..., 2, )
E(T 4+ ) n
1 Tn
donde las desigualdades serdn igualdades solamente si z; = --- = x,. (Sugerencia:

asigne la distribucion uniforme a los valores x;’s y utilice la desigualdad de Jensen con
la funcién céncava logaritmo para mostrar la desigualdad entre las medias aritmética
y la geométrica.)

11. (( ) Ej. 8.19) En un lago hay 4 distintos tipos de peces. Suponga que al pescar
un pez los distintos tipos son igualmente probables. Sea Y que denota el nimero de
peces que se necesitan pescar para obtener al menos uno de cada uno.

a) De un intervalo (a,b) tal que P(a <Y < b) > 0.90.

b) Usando la desigualdad de Chebyshev de un lado, jcudntos peces se necesitan
pescar para tener al menos 90 por ciento de certeza de tener por lo menos uno
de cada tipo.

(Sugerencia: Defina Y; ;1 la variable aleatoria que denota el nimero de peces que deben
ser capturados hasta obtener el nuevo tipo de pescado habiendo ya ¢ distintos para

i=0,1,2,3)
12. (( ) Self Test 8.3) Si E[X] = 75, E[Y] = 75, var(X) = 10, var(Y) = 12 y
cov(X,Y) = —3. De una cota superior para las siguientes probabilidades:

a) B(X - Y| > 15)
b) P(X > Y + 15)
¢) P(Y > X +15)
13. Sea N; en ndmero de particulas emitidas en [0,¢]. Suponga que N; ~ Po(\t) para
algin A > 0. Para A = 1.7, ¢t = 10 microsegundos y € = 1, determine P(|N;/t — A| > €),
a) utilizando la desigualdad de Chebyshev.

b) utilizando la distribucién exacta.

11. Ley de los Grandes Numeros y Teorema Central del
Limite

1. (( ) Ej. 8.2) Por experiencia, un profesor sabe que el resultado de un examen
final de un estudiante es una variable aleatoria con media 75.

a) Encuentre un cota superior para la probabilidad de que el estudiante obtenga
una calificacién mayor a 85. Suponga que el profesor sabe que la varianza la
calificacién del estudiante es 25.

b) ;Qué se puede decir sobre la probabilidad de que la calificacién del estudiante
esté entre 65 y 857

¢) Sin usar el Teorema Central del Limite, determine cudntos estudiantes deben to-
mar el examen para asegurar, con probabilidad de al menos 0.90, que el promedio
de la clase esté a no mas de 5 unidades de 75. Esto es, ]P’(\X'n — 75 < 5) > 0.90,
con X, = %(Xl +-+ X5).

2. (( ) Ej. 8.4) Sea Xi,..., Xy variables aleatorias independientes con f. m. p.
distribuida Poisson con media 1.
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a) Utilice la desigualdad de Markov para obtener una cota a P ( %0 X; > 15)
b) Aplique el teorema central del limite para aproximar P ( ?0 X; > 15)

3. (( ) Ej. 8.7) Una persona tiene 100 bombillas cuyo tiempo de vida se distri-
buye exponencialmente y de manera independiente con media 5 horas. Si las bombillas
son usadas una por una, reemplazando inmediatamente una bombilla cada que otra
falla, aproxime la probabilidad de que al menos una bombilla siga funcionando después
de 525 horas.

4. (( ) Ej. 8.9) Si X es una variable aleatoria distribuida Gamma con pardme-
tros (n, 1), aproximadamente que tan grande necesita ser n para que se cumpla que

P (‘f -1 > .01) < .01,

5. (( ) Ej. 8.13) Las calificaciones de los exdmenes de cierto profesor tienen
media 74 y desviacién estandar 14. Si el profesor va a entregar dos exdmenes, uno a
un grupo con 25 alumnos y otro a una con 64.

a) Aproxime la probabilidad de que el promedio de las calificaciones del grupo de
25 sea mayor a 80.

b) Aproxime la probabilidad de que el promedio de las calificaciones del grupo gran-
de sea mayor que las del grupo chico por més de 2.2 puntos.

6. (( ) Self Test 8.7) Mandar a arreglar a una mdquina consta de un servicio
de dos pasos por separado. El tiempo del primer paso se distribuye exponencial con
media 0.2 horas y el tiempo del segundo paso se distribuye exponencial con media 0.3
de manera independiente. Si una persona tiene 20 méquinas para mandar al servicio,
aproxime la probabilidad de que todo el trabajo sea completado en 8 horas.

7. (( ) Self Test 8.11) En una coleccién de 40 pilas cada pila es igualmente
probable de ser del tipo A o del tipo B. El tipo A tienen una duracién media es de 50
y desviacién estandar de 15, el tipo B tiene una duraciéon media es de 30 y desviacién
estandar de 6.

a) Aproxime la probabilidad de que la vida total de las pilas sea mayor a 1700.

b) Suponga que se sabe que 20 de las pilas son del tipo A y 20 del tipo B. Ahora
aproxime la probabilidad de que la vida total de las pilas sea mayor a 1700.

8. (( ) EJ. 7.13) Un jugador de basquetbol sabe que en pro-
medio él puede anotar el 60 % de sus tiros libres. ;Cudl es la probabilidad de que en
25 intentos el anote mas de la mitad? Suponga que el nimero S,, de anotaciones de n
tiros se distribuye binomial con pardametros n y p = 0.6.

9. (( ) EJ. 7.14) Se toma una muestra de tamano n para
determinar el porcentaje de personas que planean votar por un partido en la siguientes
elecciones. Sea X, = 1 si la k-ésima persona de la muestra que planea votar por
ese cierto partido y X = 0 de cualquier otra manera. Suponga que Xi,..., X, son
v.a.iid. tal que P(X; =1) =p, y P(X; =0) = 1 — p. Entonces = py o2 = p(1 —p),
suponga también que p se acerca lo suficiente a 0.5 de tal forma que o = /p(1 — p)
puede ser aproximada de manera correcta por o = 1/2. La variable aleatoria S,,/n
denota la fraccién de las personas en la muestra que planean votar por ese partido y
puede usarse para estimar la verdadera probabilidad p. Utilice la aproximacién normal
para resolver:

a) Suponga que n = 900. Encuentre la probabilidad de que ‘% — p’ > .025
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

b) Suponga que n = 900. Encuentre la ¢ tal que P ( % — p‘ > c) =.01

n

¢) Encuentre n tal que P ( S _ p‘ > 0.025) =.01
(( ) Ej. 7.38) Una moneda justa se lanza hasta que caen 100
soles. Encuentre la probabilidad de que al menos 226 tiros sean necesarios.

(( ) Ej. 7.29) Considere {X,,} una sucesién de ensayos Bernoulli con pro-
babilidad de éxito p. Esto es, P(X; = 1) = py P(X; = 0) = 1 — p. Se define la
proporcién empirica p,, = %Z?:l X;. Encuentre el menor entero para el cual
P(|prn, — p| < 0.01) > 0.95. (Use la aproximacién normal.)

(( ) Ej. 7.49) Considere la proporcién empirica p,. Si p = 0.5, utilice la
desigualdad de Chebyshev para que determinar el minimo entero n para el cual P(0.4 <
Pprn < 0.6) > 0.9.

(( ) Ej. 7.50) Suponga que p = 0.2. Encuentre n tal que P(|p,, — 0.2| >
0.01) < 0.05, usando la desigualdad de Chebyshev y compérela con aquella obtenida
mediante el teorema central de limite.

(( ) Ej. 7.51) Encuentre n tal que P(|p, — p| > 0.01) < 0.05, usando la
desigualdad de Chebyshev y compérela con aquella obtenida mediante el teorema
central de limite. Compare el resultado con el problema anterior.

(( ) Ej. 7.52) Sea X1,...,X, una m. a. de X con f. d. p. dada por f(z) =
re”"1(g,00)(2). Usando la desigualdad de Chebyshev y el teorema central de limite
encuentre n tal que P(|X — p| < 0.10) > 0.95.

(( ) Ej. 8.8) Sea X una variable aleatoria tal que su f. g.
m. es M,(t), finita para toda t. Utilice el mismo argumento de la demostracién de la
desigualdad de Chebyshev (( ) Sec. 4.6) para concluir que

P(X >z) <e "M,(t)

para t > 0. Se sigue que
P(X >z) < rn>1(r)1 e " M, (t)
t>

suponiendo que €' M, (t) tenga un minimo en 0 < ¢ < co.

(( ) Ej. 8.9) Sea X una variable aleatoria que sigue una
distribucién gama con pardametros de forma «a 'y tasa A. Utilice el resultado del ejercicio
anterior para probar que P(X > 2a/)) < (2/e)“.

(( ) Ej. 7.1) Usando funciones caracteristicas muestre que la sucesién de
distribuciones binomiales con parametros n y pn, tal que np, — A mientras que
n — oo, converge en distribucién a la distribucién Poisson pardmetro A.

(( ) Ej. 7.6) Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
uniforme en [0,a). Sea V;, = min{Xy,...,X,}, y sea W,, = nY,,. Muestre que Y,, y
W,, convergen en distribucién y encuentre las distribuciones limite.

(( ) Ej. 7.16) Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
Cauchy. Muestre que X,, no tiene una distribucién asintética normal. Encuentre la
distribucién limite. (Considere la funcién caracteristica de la distribucién Cauchy(0,1)

dada por p(t) = e~ It)
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Respuestas

1. Vectores Aleatorios Bivariados

1:1. La Figura 1 muestra el bosquejo de los eventos definidos para el vector bivariado

(X,Y).
a) Y b) Y C) Y
Y )
A
, ) (6,6)
v 1 1
7 ] ]
/’ 1 1
. x ' 1 x
2 1log(6) :
/, 1 1
A2 | )
v’ 1 1
7’ 1 1
7 ' '
d v , e) v x=y ) Y xy
// /// \\ /'/ /'/
_2/// i \\\ /,/ /,/
2 Z X 3% =X : X
// /// /// \\\ ///
// ’ X:\_y ’
) v h) |)
g ¢ Y :’ y=x2 Y Y
¥ 7 ) 3
¥ 0 " ------------
;
N s y=2/x ; '
S ) s X : : X
Y% -3 '3
y=2/x 7 , '
| /4 7 .
'
\ -3
f

Figura 2: Representacién de eventos en el vector bivariado (X,Y).

1:2. Este problema muestra que no necesariamente se puede construir la f. m. p. conjunta
fx,yv a partir de las f. m. p. marginales fx y fy.

a) Para los tres incisos i—iii), las funciones masa de probabilidad marginales estdn
dados por:

Fxlz) = 1/3 z=-1,0,1 Fy(y) =

0 otra forma

1/3 y=-1,0,1
0 otra forma
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i) P(A)=2/3, P(B)=5/6, P(C)=2/3
i) P(A)=2/3, P(B)=2/3, P(C)=1/3
iii) P(A)=2/3, P(B)=2/3, P(C)=1

1:3.  a) Para todo z,y > 0,

Fxy(z,y) = (1 _ e*aw2/2> (1 _ efby2/2>

P(X >Y)=——

fx(x)= axe_”2/2]l(0700) (x)

Fr (@) = bye " 214 00y (1)

1:4. Las v. a.’s X y Y del problema anterior son independientes puesto que la f. d. p.
conjunta fx y es el producto de las marginales fx y fy.

i) k=1/m, i) k=1/2, i) k=2

fx(x) = %\/ 1 — 22 1 1y(x)
fr(y) = %\/ 1—y? 1y q(x)

fx (@) = (x+ D)1y g(x) + (=2 + 1)L 1(2)
fy (W) =+ D)11,0)(y) + (=y + Do 1(y)

Ix(x) = (2 —22)1g,1)(x)
Ty (y) = (2 —2y)10,1(y)

1:6. Las v. a.’s X y Y del problema anterior son dependientes pues por un lado la f. d. p.
conjunta fxy = k, mientras que por el producto de las marginales fx - fy involucra
explicitamente x y y.

P({a <X <b}N{Y < d}) = [Fx(b) — Fx(a)] Fy(d)

P({a <X <b}n{c<Y <d}) = [Fx(b) — Fx(a)] [Fy(d) — Fy(c)]
¢) Suponiendo las v. a.’s continuas, P(X < a) = P(X < a). Entonces,

P{|X]>a}n{c<Y <d}) =[1+ Fx(—a) — Fx(a)| - [Fy(d) — Fy ()]
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1:8. a)

La figura de la derecha muestra el
soporte de la distribucién, a saber,
S ={(0,0),(0,1),(1,1),...}.

o B N W~ OO O
.
°
.
o

b)
A x
fr@y =0, @)
-2
Fro) = 012 0)
)

P(X=Y)=e 7P

1:9. a) F(0.5,0.7) = 0.0417
b) f1(z) = x2]l[011] () +2(2 — )11 9(x)

¢) X7 y X5 no son independientes.
1:10. —

1:11. Sea T el tiempo que espera A a B.

a)
0 sit <0
1 .
5 sit=0
Pr(t) = 2
r(f) Lye—1  sio<t<1
1 sit>1

b) fr(t) = $103(t) + (1 — )10,1)(t)

1:12. p=1/2.

2. Distribuciones Condicionales

2:1. a) Sik=-1,

1 1 .
P(X =k Y <y) = Ze"‘(“l)l(—w,—u W)+ {2 —e (y“)] 1(—1,00) ()
Si k=41,
L a-1) 1 —a(y—1)
]P)(X = kvy < y) = Ze ]1(70071] (y) + Z |:2 —€ :| ]1(1,00) (y)

b) La funcién de probabilidad acumulada marginal de Y,

Fy(y) =P(X =-1Y <y)+P(X =1,Y <y)
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fy/x=—1 ‘ fy/x=1

Figura 3: Funciones de densidad Laplacianas centradas en +1.

Luego,

e ” oy, y< -1

Fyy) =9 L4 (ew—ew), —1<y<l1

1-— eatf_a e Y, y>1

de donde,
e*+e e Y v —a e*+e v _,
fy(y) = —y  ae y]l(—oo,—u(y)ﬂLTa(e Yte y)ﬂ(—1,11(y)+Tae
¢)

P(X = k|Y >0) = mu —P(Y <0|X = k)]

por lo que basta comparar P(Y < 0|X = k), para k = £1. Por lo tanto,

P(X = —1]Y > 0) < P(X = 1]Y > 0)
2:2. i) Para 0 < |z| <1,
1
Frlyle) = 52— Locisivizs W)

i) Si—1<z<0,
1
fy (ylz) = mﬂ[ﬂﬂ,uz] (v)

Sio<z<-1,
1
fy(ylz) = ml[—l+w,l—x] (y)

1) Para 0 < x < 1,
1
fy(ylz) = 1f]l[o,kac](y)

T
2:3. —
2:4. El ntmero de defectos en la regiéon R se distribuye Poisson pardmetro ap,

e—(ap)

P(N =n) = (ap)”T Igo,1,...3(n)
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2:5. El ntmero de clientes N que arriban durante el tiempo T' de servicio de un cliente se
distribuye geométricamente con pardmetro a/(a + ). A saber,

P(N =n) = —> < B )nl{o,17...}(n)

a+ 8 \a+p
2:6. X es una v. a. discreta que se distribuye uniformemente en {0,1,...,n}. Esto es,
Fx(@) = ——= Lo, (@)
X = n+1 {0,1,...,n}
2:7.
o) = e (9)
T e

2:8. E[Y] =1/4 y var(Y) = 7/144.

= (1) () (125

Esto es, marginalmente la variable N sigue una distribuciéon binomial negativa
con pardmetros a y 1/(1+ ).

2:9. a)

b)
E[N]=aB y var(N) = afB(1+ 3)

2:10. —

2:11.  a) La £ d. p. conjunta del vector bivariado (Y, R) estd dada por

Aa o —T
fYR(yar) = F(a) re (3ty) ]]‘{OSy,r<oo}(y7T)

b) La f. d. p. marginal de Y

frly) = -2 (A) 12+ (1)

Aty \ Aty
c)
A A2
EY]= Ey?=2— "
Yi=o=m v EVI=20—5a=g
Y/2+1/3
2:12. EX|Y]| = ———7—
XY= 57775
2:13.  a) La funcién masa de probabilidad conjunta de (X,Y) estd dada por la siguiente
tabla:
2\y| 0 1 2 3| fx
8 . . .| 8
1 1 112 12 . .| 24 144
PX=oY=0=5" 5|6 126 .| oa’ FEXTYI=7
3 1 3 3 1 8
Fy 127 27 9 1] 64
b) La esperanza condicional de Y dado X = z:
z 0 1 2 3 48 96
E[Y|X = z] 0 32/64 64/64 96/64 ; E[Y] = E[E[Y|X]] = 61’ E[X] = o1
Fx(z) | 8/64 24/64 24/64 8/64
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2:14. E[X] =1/2y E[Y] = 1/4.
2:15. var(Y|X > 3,Y > 3) = 1/4.
2:16. Sean A\; = 1/p;, i =1,2.
)
Pr(t) = [(1 = e )py + (1= e )ps ] 10,000 (1)

Jr(t) = [P1)\1€_A1t +P2>\2€_)‘2t} L(0,00) (%)

b) La distribucién no tiene la propiedad sin memoria de la distribucién exponencial.

c)
P(Y =y|T =1t) = pidre” M 1y (y) + padee” 2 Loy (y)
Y prAare Mt poge A2t

d) Sipg > pe, PY =1|t =t) = 1 cuando n — oo.

3. Medias, varianzas y covarianzas

3:1. —
3:2. cov(X; — Xg, Xo + X3) o
. . 1 - 27 2 3 = -
V(o +03)(03 +03)
1 1
3:3. cov(X,Y) = —g; corr(X,Y) = ~5
34, —

3:5. cov(X,Y) =1/8.

3:6. —
3:7. var(W) = 8
o - 3)2
3:8. —
3:9. —

3:10. Sea T la cantidad total extraida. Entonces,

E[T] = 15.3 - 1400 = 21420.
var(T) = 15.3 - 1400% + 15.3 - 2252
de(T) = /15.3(14002 + 2252) = 5546.40

3:11. vartot(X) = 0.85.

3:12. a)

35 | - _ 2917 0417
Tl 35 |7 | 0417 20917

b) corr(X,Y) = 0.1429.

3:13.  a) vartot(X) = 38.
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3:14.

3:15.

3:16.

3:17.

3:18.

3:19.

3:20.

3:21.

3:22.

3:23.

3:24.

b)
1 -2 4
25 0 0 52 53
_ _ 2 1
00 9 4 1 g
5-3 2.3

c¢) Célculo. ...

d) A= (26.078,8.496,3.426) y > \; = 38.

a) E[X1 + Xo+ X3] = p1 + p2 + p3; var[X; + Xy + X3] = 0 + 03 + 05 +2(012+
013 + 023).

b) E[Xl + 2X2 — X3} = 1 + 2/,&2 — M35 Var[Xl + 2X2 — X3} = O‘% + 40’% + 0'32) +

40’12 - 20’13 - 40’23.

a

b

E[X; + Xo+ X3] =0;  var[X; + Xo + X3] = 44.
E[X; +2Xs — X3 =—2; var[X; 42X, — X3] = 30.

b
¢) ¥ =QAQT, donde A = diag{6.1335, 4.3598, 3.0000, 1.0981, 0.4087} y

)
)

a) vartot(X) = 15.
) Los valores propios de la matriz 3 son todos positivos.
)

—-0.1691 —-0.2945  0.0000 -0.3510  0.8726
—0.2468  0.0534  0.5774  0.7302 0.2639
Q= 0.3106  0.5215 —-0.5774  0.3823  0.3900
—0.5574 —0.4680 —0.5774  0.3479 —0.1260
—-0.7095  0.6476 —0.0000 —0.2763 —0.0300

d) E[Y] = (—3.8006, 0.5387,0,0.2148, —0.4682)"
var(Y) = diag{6.1335, 4.3598, 3.0000, 1.0981,0.4087 }
e) vartot(Y) = 6.1335 + 4.3598 + 3 + 1.0981 + 0.4087 = 15.

f) La varianza relativa acumulada por las componentes de Y es: 0.4089, 0.6996,
0.8996, 0.9728 y 1.0000, por lo que con Y7, Y5 y Y3 se explica el 90 % de la variacién
total.

Sea W la carga con la que opera el elevador. Entonces, uy = 152,4 kg. y oy = 101.42
kg.

Sea T la cantidad total extraida del cajero automdtico. Entonces, ur = $16975.0 y
or = $6964.16.
Mezcla de distribuciones

p=42yo?=>5.16.
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4:1.
4:2.
4:3.

4:4.
4:5.
4:6.
4:7.
4:8.

4:9.
4:10.

4:11.
4:12.
4:13.
4:14.
4:15.
4:16.
4:17.
4:18.
4:19.
4:20.
4:21.

5:1.
5:2.
5:3.

5:4.
5:5.
5:6.

Funcién generadora de momentos
X ~ Gamma(1,1).

E[X;] =0, E[Xz] = —1, var(X;) = 1, var(X3) = 2 y corr(X1, Xo) = —1/v/2.

1 1
E[Xl] = 1; V&I‘(XQ) = 5; COV(XhXQ) = =

E[X?] = M¥(0) = 6af + o®.

Para k= 0,1,2,.. ., ]E[X2k+1} =0y E[XWC} — (2’261)9!]:!%,

M (1) = 5 [(1=t/N) 7+ (1= t/2) 2+ (1= t/3) ]

c,om—u

X ~ BinNeg(

ﬁ) con soporte {0,1,2,...}. Porloque Y = a+X ~ BinNeg(a, ﬁ)
con soporte {a, a + 1,.

-}

Distribucién Multinomial

P(X4 =27, Xp = 18, X¢ = 15) = 0.0022.
P(Xy == X¢ =1|X; = 2) = 0.038
) IP’(XO—l X1 =2,X, =3, X3 =4) = 0.0029.
b) P(X2 < 5) = 0.211.
¢) P(Xo
d) P(

E[C] = 90; var[C] = 129.

+ X = 6) = 0.205.
X, < 2|X; =5, X, = 3) = 0.00399/0.00912 = 0.438.

a) — e) Demostraciones.

a) P(X1=0,X;=2,X3=1,X4 =0, X5 =2, X = 0) = 0.0069.
b) P(X5 > 1|X; = 3) = 0.2624.
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6. Distribucién Normal Multivariada

6:1. a) corr(X,Y)=p=-1/2.
b) cov(X,Y) = oxy = —50
¢) (XY =y) ~N(50 — £ (y — 25),75).
d) P(X > 55|Y = 30) = 0.193.
6:2. a) (Y]X =) ~ N(3.45,0.0394).
b) P(Y > 3.5/X = 120) = 0.4005.
¢) (X|Y = 2.8) ~ N(95.0,43.75), P(X > 115) = 0.0012.
6:3. a) k= m[
b) X ~N(2,1) y Y ~ N(1,1/4).
¢) E[X] =2, var(Y) =1/4, cv(X) = 3 y SNR(Y) =
d) cov(X,Y)=—-1/4y corr(Y,X) = —1/2.
e) (X\Y =2)~N(1,3/4) y (Y|X = —1) ~ N(7/4,3/16).
f) EX|Y =-1] =4y var(Y|X =2) = 3/16.
9) EB[X] = px y var(X) = o%.
6:4. —

6:5. P(Ys > 4]Y; = 2) = 1 — $(0.1978) = 0.4216.

6:6. a) X5~ N(0,5).
b) X1~ N(0,1), X4 ~ N(2,4) y corr(Xy, X4) = 1/2.

X, 1 2 —1
)1 x, 1] -1 3

d) Se sigue de 024 = 0 y la normalidad.
e) (X4]X; = —2) ~ N(0,3).

f) La matriz de covarianzas ¥ acepta la descomposicién espectral ¥ = QAQT,
con (@ es la matriz ortogonal formada por lo vectores propios de ¥ y A =
diag{A1,...,An}, con Ay > Ay > ...\, > 0, sus correspondientes valores pro-
pios y donde

NN2

0.161 —0.271 0.027 0.390 0.865 5.423
0.331 0.035 0.470 —0.768 0.281 - 5.064

Q=] —0.352 0.436 —0.628 —0.374 0.390 |; A= . - 2.869

0.360 —0.664 —0.579 —0.277 —0.132
0.782 0.543 —0.220 0.205 —0.061

Y = QTX con var(Y) = A. Asi, cov(Y;,Y;) = 0, para i # j. Se sigue de la
normalidad la independencia de las componentes de Y.

El cédigo en lenguaje R que define la matriz Yx y calcula su descomposicion
espectral seria

1.247

0.397

R > Sigma <- matrix(c(1,0,-1,1,0, 0,2,-1,0,1, -1,-1,3,-1,0, 1,0,-1,4,0, 0,1,0,0,5),

nrow=5)
R > print(Sigma)
R > print(eigen(Sigma))

g) vartot(X)=>" 02 =1+---+5=15=>3 \; = 5423+ --- 4+ 0.397 = vartot(Y).
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X1
X1+ X9

H1

6:7. a) Y=
M1+ pe2

of  of
2 2 2
o1 0{+03

|

b) (Y2|Y1 = y1) ~ N(u2 + y1,03).

6:8. a) Y1 ~N(—2,28).

)COV(Xl,XQ
-1
d) (Z1|Z2 = x2) ~ ( 7 ])
2
6:9. a)
4 P 40 1
~ Nj 1(,/]0 2 0
0 1 0 1
Yy
X4 B _ B 3 3 0
[X2]X1— =MlYa=1)~ Ny 1]7[0 2]
b)
E[2X, — X4|X; = 1] = —1
y

var[2X2 - X4‘X1 = 1] =11

¢) P(Xy — X2 > 0) ~ 0.6584.
d) P(Xs— Xy >0|X35=1,X5 = —1) ~ 0.6584

6:10. —

7. Transformaciones de variables aleatorias

7:1.  a) E[Area] =1/3.
b) E[Area] = 1/4.

¢) L ~ Exp(\), luego E[L?] = 2/)\2.
Por otro lado, si Ly ~ Exp(A1), Lo ~ Exp(\2), entonces E[L; - Lo] = 1/A1 Aa.

7:2. a)
0 x <302
Fx(z) =< V4a? =302/t  /3tj2<x </
1 x>/
b)
_ Az, /2)-1/2
Ix(z) = 7(45” - 36%) ]1[\/55/2,@] (z)
¢)
9 V24
PlX>—/]=1—— =051
( - 10€> 10 05
7:3. —
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7:4. Y es un variable aleatoria discreta distribuida geométricamente con parametro p =

1 — e~ y soporte {0,1,2,...}. Esto es,
) =0 —eMNe Moy

7:5. Y se distribuye exponencialmente con E[Y] = 1/A.
7:6. Si X ~ Exp(\), entonces Y = ¢X ~ Exp()\/¢).
77.Y=1-1/X.

7:8. a) Demostracion.

) fw(w) = Sp

¢) Demostracién.

2w2a—1€—w2/ﬁ

7:9. Demostracion.

a) —
b) —

7:10. Demostracion.

a) —

b

711 fix|(y) = % eV 27 g (y)

7:12. fy(y) = \/%Uy e_(lny_“)2/2”21R+(y)

713, fy(y) = m(e_y)‘“_l(l —e ¥ | —e Y| I+ (y) = Ae ™Y

7:14. Si X ~ Beta(a, 8), entonces Y =1 — X ~ Beta(s, o).

v
e 1-v

7:15. fy(y) = 197 Lo,1)(v)
7:16. fy(y) = m ]1(00,+00) (y)

7:17. E[R?] = 2a(a + 1)/\2
7:18. —
7:19. —
7:20. Y7 ~ Beta(ni, ns).
7:21. fy(u) = —In(u)L(o,1)(u).
7:22. Sea W = X1 Xs.

)

fry) = 217re—;<(y1;52)2+(w)2>

b)

7:23. fxeye(wi,ws) = 1(071)><(0,1)(w17w2)
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7:24. Sean W1 =X yWo=X+Y,
fw(w) = fw,w, (w1, wa) = 2672 L (0,1 /2) (W1) L (0,00) (w2)

Marginalmente Wiy ~ Exp(A = 2) y Wy ~ Gamma(a = 2, A = 1). Esto es,

fW1 (w) = 26_2w ]l(O,oo) (w)

fW2 (w) = weiw]]-(O,oo) (U})

7:25. Considere
fxviz(zylz) = [+ (1 = 2)(z + y)]L0,1)(@)L(0,1)(y)
para 0 < z <2,y fz(2) = £10,2)(2).
a) Encuentre E[X + Y.
b) ;Son X y Y independientes? Verifiquelo.
¢) iSon X y Z independientes? Verifiquelo.

d

e) Determine la distribucién de max{X,Y}|Z = z.

)
)
)
) Encuentre la f. d. p. conjunta de X y X +Y
)
)

f) Determine la distribucién de (X +Y)|Z = 2.

Solucion:

a) EX+Y]=1.
b) X y Y son v. a. independientes pues fx(z)fy(y) = fxv(z,y).

¢) X y Z no son independientes, pues

fxzlw,2) = 7 +a(l—2) - 32 # fx (@) f2()

d) Sean W1 =X yWo=X+Y,yseaS={(u,v):0<u<l;ju<v<l+u}, por
lo que la funcién de densidad conjunta de W = (Wq, W) es

fw (w1, w2) = Lg(wr, w2)
e) Sea W = méx{X,Y}. Luego,
Fywiz(wlz) =P(W <w|Z =2)=P(X <w,Y <w|Z =2] = 2w° + (1 — 2)w’

Por lo tanto
fulwlz) = (2w +3(1 = 2)u?) Lo.1) (w)

f) SeaW=X+4Y

P(W <w|Z = z) = fxiy|z(w|z) = /foy|z(x,w —z|z)dx

= [z+ (1 - 2)w] {]1(0,1] (w) + (2 —w) 1 g (w)}
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8. Sumas y cocientes de variables aleatorias

8:1.
x4y (2) = 2100 (2) + (2 — 2) 11,2y (2)

8:2.
1

= 6a1+a2r(a1 _|_ az)
Esto es, X + Y ~ Gamma(a; + ag, 3).

fx+y(Z) eiz/ﬂza1+a271]].ﬂg+ (Z)

8:3.

fy_X(Z) = [ fx(ﬂf)fy(z + x)dx
8:4. b

fy—x(z) = <(—bi)a_)2|2| Lia—p,p—a)(2)

Y dFw (w) 2
fix-y|(w) = vaw = b—a) {1 - (bi}a)} 1 (a—bp—a)(w)

85, —
8:6. -

fxy(v) = /_ mfx(l‘)fy (Z) dz
8:7.

MX1X2(t) = (1 - t2)71/2
8:8.
8:9. 1 1
Fxy(z)=—In(z) Lon(z) v fxyv(w) =5 Lo+ 55 Laec(u)

Luego, E[X/Y] = oo, pero E[X]/E[Y] = (1/2)/(1/2) = 1.

8:10.
fvix(z) = mﬂ(o,m)(z)

8:11. Distribucién F (Snedecor-Fisher)

a) —

b) —

2 + 1

fY/X(u) = F?%)ﬁ(é) (1+u z)nlgnz ]1(0.00)(“)

d) —

e) —

/) —

9) —
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9. Estadisticos de Orden

(n+2)(n + 12

n+1_n—|—1_n—|—1

1

9:1. —
9:2. a) —

b)

ElUw] = —kir 7 v var(Up) = hin —k+1)
¢)
E[U(n) — U] = ElUw)] — E[Uqy] = —
d)
EUx) — Ug-1)] =E[Uw) — Up-1)] = <n_kF 1) - (

9:3. —
9:4. —
9:5. —
9:6. E[Y;] = 10.

9:7. E[X;] no existe, pero E[min{Xy,..., X,}] = 5.

n+1

9:8. P(D) = (1—2d)3, donde D el evento {La distancia entre ningiin dos personas es menor

que d millas}.

10. Desigualdades de Probabilidad

10:1. a) P(6 <Y < 16) > 16/25.

b) ¢=10.
10:2. —
10:3.  a)
o 1 2 3
P(X=x)|1/8 3/8 3/8 1/8
b) E[X] = 3/2; var[X] = 3/4.
c) = P(Y —3/2| >3/2) =1/4.
» Regla empirica: P(|Y — 3/2| > v/3/2) = 0.32
» Chebyshev: P(|Y —3/2| > 0) < 1.
= P(JY —3/2| >2(V3/2)) = 0.
= Regla empirica: P(|Y — 3/2| > 2(\/§/2)) =0.05
= Chebyshev: P(|Y — 3/2| > 20) < (255 = 1/2
10:4. oy < 1/2.

10:5. = P(]Y — p| < 20) = 0.962.
= Chebyshev: P(|Y — u| < 20) > 0.75.
» Regla empirica: P(|Y — u| < 20) = 0.95.

10:6. —
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10:7. » Parak=1:

o P(JU — | <o) = 0577
e Chebyshev: P(|U — p| <o) >0

» Para k=2:
o P(U —p[<20) =1
e Chebyshev: P(|U — p| < o) > 0.75

» Para k =3:
« B(U -l <0)=1
e Chebyshev: P(|U — u| < 30) > 0.888

10:8. i) E[X3] > 15625.

[
i) E[VX] <
iii) Ellog(X )} < 3.22.
) Ele=*] > 1.389 x 1011,
10:9. —
10:10. —
10:11. a) a — /10432 = 3,685y b= 2 + /10532 = 20.352.
b) Mayor o igual a 20.
10:12.  a) P(|X — Y| > 15) = 0.1244.
b) P(X >Y 4 15) = 0.11067.
¢) P(Y > X 4 15) = 0.11067.
10:13.  a) P(|Nyo/10 —1.7] > 1) < 0.17
b) P(|N1p/10 — 1.7| > 1) =~ 0.0206

11. Ley de los Grandes Nimeros y Teorema Central del Limite

11:1.  a) 0.8824.
b) 0.75.
¢) 10.

12 a) P(XP X >15) = 5.

b) IP’( 0%, > 15) — 0.8810.
11:3. 0.3085.
11:4. n > 66564.

11:5.  a) 0.0162.
b) 0.2514.

11:6. 0.1075.

11:7. a) 0.149.
b) 0.0838.

11:8. 0.8461.
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11:9.

a)
b)
)

Sa —p| > 025 = 0134,
¢ = 0.043.
n = 2663.

11:10. 0.04186.

11:11. n = 38416(p(1 — p)).

11:12. n = 250.

11:13.

11:14.

11:15.

11:16.

11:17.

11:18.

11:19.

11:20.

Chebyshev: n = 32000.

Teorema Central del Limite: n = 6147.

Chebyshev: n. = 50000.

Teorema Central del Limite: n = 9604.

Chebyshev: n = 4000.

= Teorema Central del Limite: n = 769.
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