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Cuadrantes es un Diagrama de Dispersion
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Temario

@ Introduccién

@ Incertidumbre
o Poblacién y muestras
o Datos

@ Estadistica Descriptiva
@ Andlisis Exploratorio de datos
© Probabilidad

o Definiciones de probabilidad y axiomas
@ Probabilidad condicional e independencia
@ Ley de probabilidad total y Regla de Bayes
© Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad
@ Variables aleatorias
e Funciones de distribucién y de densidad
o Distribuciones discretas
o Distribuciones continuas
© Vectores aleatorios y distribuciones conjuntas
o Distribuciones conjuntas
@ Independencia
e Covarianza y correlaciones
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Introduccién

Introduccion

@ Lo que da lugar a la estadistica es el problema de variacién del fenémeno
estudiado.

@ La palabra estadistica viene del latin status. En la antigliedad se referia a la
descripcion de un estado politico. Evoluciona a la descripcién de un conjunto de
datos cualitativos y cuantitativos.

@ El estudio de métodos alternativos de analisis de datos da lugar a la Teoria
Estadistica.
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Introduccién

Ejemplos de problemas estadisticos

Contabilidad

@ Seleccionar muestras representativas con propdsito de auditorias.
@ Prondstico de precios en andlisis de costos.

@ Finanzas

@ Analisis de tendencias de precios. Pronostico de ventas.
@ Balance/descripcién de carteras.

Administracion

@ Descripcion de la plantilla de empleados de la compariia.
@ Programas de mejoramiento de la calidad.

@ Mercadeo

@ Segmentacion del mercado. 4 Quién prefiere qué?
o Disefio y andlisis de encuestas por grupo socioeconémico.

@ Ciencias Politicas

o Distribucion de diputados por representacién proporcional.

@ Andlisis de la direccion del voto por partido a distintas iniciativas.
Relaciones Internacionales

e Entender y analizar las cuentas nacionales por region.
o Entender y analizar problemas de migracion.

4/20
E. Barrios Estadistica | 1 - Introduccion 31 de agosto de 2024



Introduccién

Elecciones presidenciales 2006

ELECCION DE PRESIDENTE DE LOS ESTADOS UNIDOS MEXICANOS
OMPUTOS DISTRITALES DE LAS ELECCIONES FEDERALES DE 2006
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https://portalanterior.ine.mx/documentos/Estadisticas2006/presidente/pdfs/gra_nal.pdf

(19 enero 2024)
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Introduccién

Ejemplo: Eventos con incertidumbre

a) Encuesta en salida de casilla

Preguntas:

@ Se van 30 % del total de casillas
contadas. ¢Gana la eleccion
presidencial el PAN?

@ ;Son los porcentajes de los
partidos PRIy el PRD iguales?

@ El porcentaje que lleva el PVE es
menor 1.5 %. ¢ Perdera el registro?

E. Barrios Estadistica |
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Introduccién

Ejemplo: Eventos con incertidumbre

b) Desempleo urbano 1985-2005

Empleo y i de empleo urbano (EHEU) - Tasa general de desempleo abierto - Me
- Por principales areas uvbanas
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— Ciudad de México — Guadalajara — Monterrey

Unidades: Tasa de desempleo
Fuente: INEGI. Encuesta Nacional de Empleo Urbano.

@ ;Hay comportamiento estacional en el empleo en zonas urbanas?
@ ;Cambi6 el comportamiento después del “error de diciembre™?

@ ;Hubo un cambio en el patrén de empleo en Guadalajara durante el gobierno
panista (1995-2000)?
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Introduccion
Ejemplo: Eventos con incertidumbre

b) Nivel de inventarios insumos-productos

El inventario de la compafiia C, entre insumos (100 articulos) y
productos (10 productos) tiene $200M. Los articulos estan
clasificados en 4 tipos: A, B, C y D, con un costo promedio de $100,
$1000, $10,000 y $50,000. Nuestros productos, distribuidos en la
misma proporcién (10 % de cada producto), tienen un costo unitario
de $1000, ..., $100,000.

La empresa va a ser adquirida por el consorcio XYZ y se desea
verificar el nivel del inventario reportado en libros. Qué volumen del
inventario (insumos y productos) verificaria si se desea una
estimacion con un error no mayor del 5% del monto total del
inventario?
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Introduccién

Ejemplo: Eventos con incertidumbre

d) Distribucion de la riqueza: indice Gini

Gini Coefficient

Preguntas:

. A & Perfect distribution line
° CDe que tamano deb.e ser I? . sometimes called 45 degree line
muestra para determinar el indice?

=
@ ;Cual es la precision del indice? £
o £3
@ Hipétesis Hy : £E
'E o
i
1G chile < IG méxico 5;

¢ Es correcta?

Lorenz Curve

»
The cumulative share of people 100%
from lower income

https://www.laits.utexas.edu/lawdem/unit03/reading2/Gini_definition.html
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Introduccién

Ejemplo: Eventos con incertidumbre

e) Distribucion mundial de la riqueza

Gini Coefficient - World Bank

2000 2500 | 3000 []3500 [l 40.00 4500 [l 50.00 [l 55.00 6000 [l 65.00

https://worldpopulationreview.com/country-rankings/gini-coefficient-by-country
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Introduccién

Incertidumbre

En todos los ejemplos anteriores hay cierta incertidumbre
involucrada. Incertidumbre debida a la falta de informacion que
formalmente medimos en términos de probabilidad.

De igual forma, la probabilidad nos sirve para medir el grado de
creencia de que un evento, cuyo resultado es incierto, ocurra 6 no
ocurra.

11/20
E. Barrios Estadistica | 1 - Introduccion 31 de agosto de 2024



Introduccién

Incertidumbre y Estadistica

Variacién «— Incertidumbre +— Informacion

@ Consecuencia de la complejidad del problema.
@ No podemos anticipar con precision el resultado.

El estudio cientifico de fendbmenos bajo incertidumbre o variaciéon se basa en la
estadistica. Esto permite la toma de decisiones de manera objetiva.

La estadistica provee de herramientas, muchas de ellas matematicas, para el estudio
de fendmenos sujetos a incertidumbre.

Objetivo de la estadistica:

@ Descripcion (resumen) de una poblacion cuyos elementos muestran variacion.

@ Inferir propiedades de la poblacion a partir de la informacion de un subconjunto o
muestra de la poblacion.
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Introduccién

Inferencia estadistica

Procesos de Conocimiento

General
Poblacién y Muestra

L Induccién .
Deduccion (inferencia) Inferencia

Particular

Muestra

Z Proyectos a ser auditados
- Procesos por verificar

- Pequefos consumidores
- Proveedores extranjeros

Universo o Poblacién

- Proyectos

- Procesos

- Consumidores
- Proveedores

13/20
E. Barrios Estadistica | 1 - Introduccion 31 de agosto de 2024



Introduccién

Definiciones basicas

@ Datos: Mediciones, observaciones documentadas tomadas de un fenémeno o
experimento. Mediciones de caracteristicas observadas.

@ Unidad Experimental (u.e.): Elemento, objeto, persona sujeta la tratamiento bajo
estudio.

@ Variable respuesta: Caracteristica observada en las unidades experimentales
(sujetos) que pueden ser registradas y/o cuantificadas, no necesariamente
numéricamente.

@ Poblacion estadistica: Totalidad de los posibles valores de una variable respuesta
sobre la poblacién bajo estudio.

@ Parametro: Caracteristica de la poblacion expresada numéricamente.
@ Muestra: Subconjunto de la poblacién.

@ Estadistico: También llamado estadigrafo, es una caracteristica numérica de la
muestra.
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Introduccién

Elementos de un problema estadistico

o Definir los objetivos del estudio en términos de parametros de
interés.

e Determinar la poblacion de interés.

o En su caso, determinar el proceso de muestreo. ;Cémo se
levanta la muestra?

o Describir la poblacion de interés. Analizar la muestra.

o Estimacién de los parametros y la calidad de los mismos.
o Resumen de resultados.

e jUso!
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Introduccién

Ejemplo de un problema estadistico

El inventario de la compafia K, entre insumos (100 articulos) y productos (10
productos) es de $200M. Los articulos estan clasificados en 4 tipos: A,B,Cy Dy
tienen un costo promedio de $100, $1000, $10,000 y $50,000. Los productos estan
distribuidos en la misma proporcién (10 % de cada producto), y tienen un costo unitario
de $1000,...,$100,000.

La empresa va a ser adquirida por el consorcio XYZ y se desea verificar el nivel del
inventario reportado en libros. ¢ Qué volumen del inventario (insumos y productos)
verificaria si se desea una estimacién con un error no mayor del 5% del monto total
del inventario?

@ ;Cual es el objetivo del estudio?
@ ;Cual es la poblacién de interés?
@ ;Tomaria muestras o levantaria un inventario al 100 %?

@ ;Como reportaria los resultados?
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Introduccién

Clasificacion basica de la Estadistica

B Tabular

Presentacion de datos
Grafica
Descriptiva Tendencia central
Medidas descriptivas < Localizacion

L. Dispersién
Estadistica P
Puntual

Estimacion
Intervalo
Inferencial Igualdad de medias

Prueba de hipétesis < Igualdad de proporciones

Bondad de ajuste
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Introduccién

Tipo de Variables

Variables Cualitativas: Cuando la informacién tomada denotan cualidades o atributos. Pueden
clasificarse en un nimero fijo de clases o categorias exhaustivas y excluyentes. Asi, los datos
quedan clasificados en una y solo una categoria. E. g., considere los empleados de la empresa

ABC:
Variable Categorias
Departamento produccién, ventas, contabilidad, . ..
Turno matutino, vespertino, nocturno
Escolaridad primaria, secundaria, . ..
Género masculino, femenino

Variables Cuantitativas: Variables o respuestas con significado numérico obtenidas por conteo o
medicién. Si son por conteo, las variables se dicen discretas. Si por medicién, continuas. E. g.,
considere nuevamente a los empleados de la empresa ABC:

Variable Valores posibles  Tipo

Antigiedad (afios) 1,2,... discreta
Sueldo mensual ($) 1000-50000 continua
Vacaciones (dias) 6,7,... discreta
Peso (kg) 50-120 continua
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Introduccién

Escalas de Medicion

Dependiendo del tipo de los datos seria el tipo de analisis.

@ Escala Nominal: La méas basica clasificacién de los valores en categorias (exhaustivas
excluyentes). No hay relacién de orden. Operaciones aritméticas no tienen sentido. E. g.,
estado civil; zona donde vive; color de auto.

@ Escala Ordinal: Del tipo nominal pero las categorias pueden ordenarse de acuerdo al grado
de posesion de cierto atributo (mayor que, menor que). E. g., nivel escolar: primaria,
secundaria, etc.; nivel socioeconémico: bajo, medio y alto; calidad de servicio: bueno, regular
y malo. Operaciones aritméticas sin sentido.

© Escala de Intervalo: Ademés del grado de posesién de cierto atributo es posible medir la
intensidad de la posesién. Se acepta (arbitrariamente) una medida como cero u origen. Las
operaciones de suma y resta son vdlidas. E. g., las escalas Celsius y Fahrenheit de
temperatura.

@ Escala de razén: El cero indica “ausencia” del atributo. Todas las operaciones aritméticas son
vélidas. El cociente nos permite la comparacién por proporciones (razones). E. g., costo
mensual en publicidad; ingreso anual familiar, etc.

nominal D ordinal D intervalo O razon
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Introduccién

Escalas de Medicion

Ejemplos:

Escala
Variable Valores Tipo de Medicion
Afiliacion politica: PRI, PAN, ... cualitativo nominal
Dias en calendario: gregoriano, maya, . .. cuantitativo intervalo
Tipo de automovil: deportivo, de lujo, ... cualitativa nominal
Clasificacion de pelicula: nifios, adultos, ... cualitativa ordinal
Estatura (cm) 150 — 220 cuantitativo razon
Nivel de tonos bajos —7—+7 cuantitativo intervalo
Consumo eléctrico (kw/hr.) - cuantitativo razén
Habilidad en Karate: cinta amarilla, verde, ... cualitativa ordinal
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2 - Andlisis Exploratorio de Datos

Cuadrantes en un diagrama de dispersion
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Temario

o
Q
(3]
o
(5]
o
Q
o

Tipos de datos, clasificacion y escalas de medicion.

Datos cualitativos y distribuciones de frecuencias.

Datos cuantitativos y distribuciones de frecuencia.

Curvas de distribuciones de frecuencias (formas caracteristicas).

Medidas de centralidad en datos no agrupados (media, mediana, moda).

Medidas de centralidad en datos agrupados (media, mediana, moda ponderadas).
Medidas de dispersién — datos no agrupados (varianza, desviacién media, rango).

Medidas de dispersién — datos agrupados (varianza, desviacién media, rango
ponderadas).

© Cuantiles para datos agrupados y no agrupados.

@ Exploracion de asociaciones entre datos (cualitativos y/o cuantitativos).
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Marcha de Napole6n a Moscu
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"This map by Charles Joseph Minard portrays the losses suffered by Napoleon’s army in the
Russian campaign of 1812."

https://www.edwardtufte.com/tufte/minard (13 de septiembre de 2024)
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Ejemplo: Encuesta de television por cable’

Una empresa de televisién por cable encargé a un bufete un estudio de mercado para conocer el
perfil de los clientes potenciales de una zona residencial formada por dos colonias. Las colonias
constan de 12 y 25 manzanas con un total de 236 y 605 hogares, respectivamente. Mediante
muestreo probabilistico (no discutido aqui) se selecciond una muestra de ocho manzanas y cinco
hogares por manzana. En cada hogar seleccionado se recabaron varias respuestas de las que
presentamos solamente algunas de éstas.

Variable Descripcion

1 Colonia Colonia a la que pertenece el hogar de la zona residencial

2 Manzana Numero de manzana a la que pertenece el hogar

3 Adultos Numero de adultos por hogar

4 Nifos Numero de nifilos menores de 12 afos por hogar

5 Teles Numero de televisores por hogar

6 Tipo Tipo de televisor que posee: B&N, color, ambos

7 TVtot Suma del nimero de horas frente al televisor en la semana
de todos los miembros de la familia

8 Renta Cantidad maxima de renta que el jefe del hogar estaria dispuesto
a pagar al mes por servicio de TV por cable (mdltiplos de $5)

9 Valor Valor catastral del hogar (m$). La respuesta se usa para dar idea
aproximada del ingreso familiar

1 Aguirre et al. (2003).
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Ejemplo: Encuesta de television por cable

Datos de la encuesta de television por cable

obs colonia manzana adultos ninos teles renta  tvtot  tipo valor
1 2 20 3 2 2 50 68 B 79928
2 2 25 3 3 1 65 82 B 94415
3 2 20 1 2 1 45 40 A 120896
4 2 8 2 2 2 35 56 A 132867
5 2 25 1 2 0 0 0 N 141901
36 1 2 2 0 2 60 20 A 332699
37 1 2 3 0 3 70 28 C 336290
38 1 9 3 0 5 85 28 C 355641
39 1 9 2 0 3 70 20 C 357972
40 1 4 3 0 4 80 28 C 370325

5/80

E. Barrios Estadistica | 2 - Analisis Exploratorio de Datos 13 de septiembre de 2024



Variables cualitativas

Variables Cualitativas

Descripcion tabular
Tabla de Frecuencias para la variable tipo (tipo de television)

Una tabla de frecuencias nos muestra la frecuencia (absoluta o relativa) observada de
cada una de las categorias de la variable.

total Colonia 1 Colonia 2
tipo fi pi % | pi % | f pi %
Ambos 10 0.25 25.0 2 0.133 13.3 8 0.320 32.0
Blanco y Negro 4 0.10 10.0 1 0.067 6.7 3 0.120 12.0
Color 24 0.60 60.0 | 12 0.800 80.0 | 12 0.480 48.0
Ninguno 2 0.05 5.0 0 0.000 0.0 2 0.080 8.0
Total (N) 40 1.00 100.0 | 15 1.000 100.0 | 25 1.000 100.0

Donde f; son las frecuencias absolutas, p; = f;/N las frecuencias relativas y % las
frecuencias relativas expresadas en porcentajes.
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Variables cualitativas

Variables cualitativas - Descripcion grafica

a) Diagrama de Barras

Distribucién de tipo de televisién por colonia (porcentajes)
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@ Las alturas de las barras corresponden a las frecuencias absolutas o relativas.

@ Hay una barra por cada una de las categorias.
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Variables cualitativas

Variables Cualitativas - Descripcion Grafica

b) Diagrama Circular o de Pastel

Distribucion de tipo de television (porcentajes)

blanco y negro: 10

25
Los 360° se dividen proporcionalmente de
acuerdo a la frecuencia relativa p;
(i=1,...,k).

ninguno: 5

color: 60

Nota: Los diagramas de barras son preferibles sobre los de pastel. El ojo humano es bueno para juzgar medidas
lineales pero malo en juzgar areas relativas. Vea por ejemplo, la seccién Note en:
http://stat.ethz.ch/R-manual/R-patched/library/graphics/html/pie.html
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Variables cualitativas

Variables Cualitativas - Descripcion Grafica

Distribucién de tipo de televisién por colonia (porcentajes)

Colonia 1 Colonia 2

blanco y negro: 6.7 ambos: 32
blanco y negro: 12

ambos: 13.3

ninguno: 1le-0
ninguno: 8
color: 80

color: 48

e La presentacién de gréficas de resultados para distintos grupos facilita el andlisis.
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Variables cuantitativas

Variables Cuantitativas - Descripcion frecuencias

Distribucion de frecuencias para variables discretas

Similar al diagrama de barras para variables cualitativas. Las categorias son los valores discretos.

Distribucion de Frecuencias de Nifios y Adultos

Distribucién de frecuencias para las variables Al —
— Adulos
adultos y nifios — Ninos

(Encuesta de TV por cable)
adultos nifos
pi fi pi
0 0.000 9 0.225
1 0.175 | 11 0.275
2 | 15 0375 | 12 0.300
3 | 14 0.350 8 0.200
4 4 0.100 0 0.000
total | 40 1.000 | 40 1.000 o

valores

=

~N ©

frecuencias relativas (%)
~
2

0 1 2 3 4
personas por familia
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Variables cuantitativas Diagrama de tallo y hojas
Intervalos d
Histograma:

Poligono de frecuencias

Variables Cuantitativas - Descripciol

Diagrama de Puntos

Renta dispuesta a pagar por servicio de TV por cable

oo
o
o
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Variables cuantitativas

Poligono de frecuencias

Variables Cuantitativas - Diagrama de puntos

Diagrama de Puntos

Construccion:

Eje horizontal representa el valor de las observaciones.

Un punto (bolita) por cada observacién. Para valores similares se coloca punto
sobre punto.

Faciles de construir e interpretar cuando se tienen menos de 25 (50) datos y no
hay tanta repeticién de valores.

Observaciones Atipicas (“outliers”). Valores sustancialmente grandes o pequefios
respecto al resto de los datos.

Huecos. Espacios grandes entre grupo de puntos.

Perfil de la distribucion. Valores mas frecuentes.
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Variables cuantitativas Diagrama de tallo y hojas

Poligono de Jencias

Variables Cuantitativas - Diagrama de tallo y hojas

Diagrama de tallo y hojas
Construccion:
@ Determinar el valor maximo y minimo de las observaciones.

@ Determinar una regla para separar los digitos de cada observacion en 2 partes (tallos y
hojas). La regla se aplica a todos los datos.

@ Para cada dato (observacion) incluir una hoja en el tallo que corresponda.

@ Una vez concluidos todos los datos se ordenan las hojas.

Tallos y hojas para la variable TVtot
min=0, max=86

tallo | hojas tallo | hojas

01 00 0] 00

11 64¢6 1146

21 82740088¢08 21000247888
310481552 310124558
410202 410022

51 6424 512446
6182009 610289
71460 71046

8 | 2246 4 8 1 22446

NO ORDENADO ORDENADO
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Variables cuantitativas Diagrama de tallo y hojas

Poligono de frecuencias

Variables Cuantitativas - Diagrama de tallo y hojas

En ocasiones hay muchas hojas por tallo. En esos casos se pueden abrir los tallos para mayor
detalle. Por ejemplo, el diagrama de tallo y hojas expandido para la variable TVtot.

o v o ®w o
[ - =
N}

ES

— 0 — N9 — 0 — U — s — W—N—F— O

o — o — ©® — o —
o
ES
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Variables cuantitativas Diagrama de tallo y hojas

Ir alos d
Histogramas
Poligono de frecuencias

Variables Cuantitativas - Frecuencias para variables continuas

Distribucién de frecuencias para variables continuas

En el caso de las variables continuas, puede suceder que no se repitan datos. Se
construyen entonces intervalos para clasificar observaciones y se determinan las
frecuencias de clase.

@ Determine méx, min y rango = max — min = amplitud. E. g., Variable valor en la
encuesta de TV por cable.

méx = 370325; min = 79928; rango = max — min = 379325 — 79928 = 290379

@ Decidir cuantos intervalos de clase (k) usar, asi como el ancho (c) de cada clase.
(Recomendado 5 < k < 20.) Elija el ancho del intervalo de modo que
k = ¢ > rango (amplitud).

Tomamos k = 6, ¢ = 50, 000.
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Variables cuantitativas Diagrama de tallo y hojas
Intervalos de clase
Histogramas
Poligono de frecuencias

Variables Cuantitativas - Frecuencias para variables continuas

Distribucion de frecuencias para variables continuas

@ Elegir el valor inicial para el primer intervalo de clase. Este debe ser menor que el minimo
observado (min).

Tomamos 75, luego los intervalos de clase quedan:

clase intervalos de clase  marca de clase fi pi (%)

1 (75, 125] 100 3 8
2 (125, 175] 150 8 20
3 (175, 225 200 10 25
4 (225, 275] 250 8 20
5 (275, 325] 300 5 13
6 (325, 375] 350 6 15
40 100

Los datos agrupados pierden valores o magnitudes. Resulta conveniente definir el punto
medio del intervalo como representante o marca de clase (m;).
_ 75+125 1254175

=100, mp = — = =150,

m
! 2 2
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Variables cuantitativas Diagrama de tallo y hojas
Intervalos de clase

gono de frecuencias

Variables Cuantitativas - Frecuencias para variables continuas

Distribucion de frecuencias para variables continuas

Otra caracteristica de interés en datos cuantitativos es la frecuencia acumulada, absoluta (F;), o
relativa (P;). Se obtiene sumando las frecuencias de todas las categorias menores incluyendo la

clase en curso:
3 k

Fe=> f Pc=>_p
i

i=1

Tabla de frecuencias de la variable valor

intervalos de marca de Por intervalo Acumulada
intervalo clase clase absoluta relativa Absoluta Relativa

i li mj fi pi Fi Pi

1 (75, 125] 100 3 .08 3 .08
2 (125, 175] 150 8 .20 11 .28
3 (175, 225] 200 10 .25 21 .53
4 (225, 275] 250 8 .20 29 .73
5 (275, 325] 300 5 13 34 .85
6 (325, 375] 350 6 15 40 1.00

Por ejemplo, se puede ver que el 28 % de los hogares tienen valores catastrales menores a
175,000.
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Variables cuantitativas Diagrama de tallo y hojas
Intervalos de clase
Histogramas

Jjencias

Variables Cuantitativas - Frecuencias para variables continuas - Histogramas

Histogramas

Histograma de Ia variable valor
(6 clases intervalos de clase)

104 7 25

8+ 20
% % g
8 <
—g 6+ 15 g
2 k]
] ]
g ©
2 <
H g
§ - Fo g
= o
g

2 5

o Lo

160 1%0 ZE)U Zéﬂ 360 3%0
valor (miles)

@ Similar a los diagramas de barras para variables cualitativas. Las clases o categorias estan
formadas por los intervalos de clase.

@ En un histograma las “barras” son adyacentes. Esto es por la continuidad de la variable
graficada.
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Variables cuantitativas Diagrama de tallo y hojas
Int os de
Histogramas

Poligono de frecuencias

Variables Cuantitativas - Frecuencias para variables continuas - Histogramas

Distribucion de frecuencias para variables continuas - Histogramas

Histograma de la variable valor
(12 clases intervalos de clase)

16

14 z

12 %

10

@ Sideseamos mas detalle
aumentamos el nimero de clases k.

@ Si cambiamos el ancho de la clase (c)
cambiaran las frecuencias.

frequencia relativa (%)

N z
2 7

LI N B N B R BN A B R R
1125 1625 2125 2625 3125 3625

87.5 1375 1875 2375 2875 3375

valor (miles)
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Variables cuantitativas

Poligono de frecuencias

Variables Cuantitativas - Histogramas y poligono de frecuencias

Relacion entre histogramas y curvas poblacionales

Histograma y poligono de frecuencias

@ Esperamos que la distribucién de
frecuencias nos sugiera un perfil
similar al de la poblacién.

@ El perfil del histograma nos provee de
una caracterizacion de la variabilidad
y distribucion de los valores de la
poblacién estadistica.
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D

Variables Cuantitativas - Curvas poblacionales

Curvas poblacionales

@ Las frecuencias quedan por areas bajo la
curva.

@ A la representacion grafica de las frecuencias
poblacionales se les denomina curva de
distribucion de la frecuencia poblacional.

@ Puede adquirir las siguientes formas:

@ Simétrica
@ Sesgada
@ Bimodal

istribucion de frecuencias

21/80
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Distribucién simétrica
Distribucion s

Curvas poblacionales Distribucién bimodal
Poligono de frec ias

Ojiva
Distribucién de frecuencias

Variables Cuantitativas - Curvas poblacionales

Distribucion simétrica
El modelo matematico de la distribucién de frecuencias poblacional de una variable
continua se puede visualizar como la versién suavizada de un histograma de toda la

poblacién.
Distribucion simétrica

@ Se caracteriza por la existencia de un
valor central alrededor del cual se
distribuyen los valores probables de
manera simétrica.

@ E. g, la distribucion de las estaturas de
las estudiantes mujeres del ITAM.

estaturas
22/80
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Distribucién simétrica

Distribucion sesgada
Curvas poblacionales Distribucién bim

Poligono de frec ias

Ojiva

Distribucién de frecuencias

Variables Cuantitativas - Curvas poblacionales

Segada a la derecha

Distribucion sesgada

@ Se caracteriza porque una de las
extremidades (colas) estd mas extendida
que la otra. La direccién del sesgo
corresponde a la extremidad de mayor narso
extensic')n. Segada a la izquierda

@ E. g, Ladistribucion del ingreso es
sesgada a la derecha. La tasa de retiros
0 jubilaciones es sesgada a la izquierda.

edad
tasa de retiro o jubilacion
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Distribucid
Distribucion s

Curvas poblacionales Distribucion bimodal
Poligono de frecuencias
Ojiva
Distribucién de frecuencias

Variables Cuantitativas - Curvas poblacionales

Distribucion bimodal Bimodal

@ Se caracteriza por tener dos cimas
(modas) o ‘jorobas” separadas indicando
la combinacién de dos grupos con
diferentes distribuciones.

@ Por ejemplo, la distribucién en el dia del
numero de personas demandando un
servicio. Las modas corresponderian
poco después de abrir la oficina en la
marnana y tarde.

hora
Demanda de servicios
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Distribucién sim
Distribucion s

Curvas poblacionales Distribucién bimodal
Poligono de frecuencias
Ojiva
Distribucién de frecuencias

Variables Cuantitativas - Curvas poblacionales

Poligono de frecuencias

L. Poligono de frecuencias de < valor >
Construccion:

@ Se unen los puntos medios de la parte
superior de las barras del histograma y
se cierran los extremos con el eje
horizontal.

Por ejemplo,

@ La grafica muestra la el histograma y
poligono de frecuencias de la variable
valor en la encuesta para el estudio de
TV por cable. Nétese la posible
bimodalidad de la muestra.

875 1375 1875 2375 2875 3375
valor (miles de pesos)
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Distribucién
Distribucion
Curvas poblacionales Distribucién bimo
Poligono de fre
QOjiva
Distribucién de frecuencias

Curvas poblacionales - Ojiva

Ojiva
QOjiva de la variable < valor >

g

8
Construccion: g
]

@ La ojiva es la curva que resulta de £8
. . . [}
graficar las frecuencias relativas s
, . [}

acumuladas contra el limite g%
superior de los intervalos de clase. g

S

Q
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Distribucién si
Distribucion

Curvas poblacionales Distribucién bimodal
Poligono de fre
QOjiva
Distribucién de

Variables Cuantitativas - Curvas poblacionales

Ojiva de la variable < valor >
Ojiva 100-

@ Sideseamos obtener el porcentaje de
casas cuyo valor catastral es menor de
$250,000, localizamos en el eje
horizontal el valor y lo subimos a que
corte la ojiva y leemos el valor en el eje
vertical.

62.5%

@ Sideseamos saber (estimar) cual es el
valor catastral del primer 20 % de la
poblacién, trazamos una recta horizontal
a la altura de 20 % hasta cortar la ojiva,
después proyectamos verticalmente y
leemos la cantidad en el eje vertical.

frecuencia relativa (%)

b Tk Tade T2 Tshe 76k ]
s 125 115 25 215 a5 ars

valor (miles de pesos)
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Distribucién si
Distribucion

Curvas poblacionales Distribucién bimodal
Poligono de fre
QOjiva
Distribucién de

Curvas poblacionales - Percentiles

Percentiles
Percentiles de la variable < valor >
100
@ Los percentiles dan informacion acerca /
de como se distribuyen los valores de la
variable en estudio. &

Percentil 20% = 160
@ Sipestaentre 0%y 100 % el p-ésimo Percentil 90% = 345

percentil es el valor de la abscisa (eje
horizontal) tal que al menos 100p %
tienen un valor menor o igual a él.

3

frecuencia relativa (%)
a

@ En el ejemplo de TV por cable, el
percentil del 20 % es aproximadamente
$160,000 y el 90-percentil es de
$345,000. Luego, solamente 10 % de
casas tiene un valor catastral mayor a T T e T T T
$345’000 75 125 175 225 275 325 375

valor (miles de pesos)

160 345
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Ojiva
Distribucién de frecuencias

Distribucion de Frecuencias - Agrupacion de variables

Distribucion de Frecuencias
Agrupacion de variables

La agrupacién de variables consiste en formar una variable cualitativa o categérica
combinando los valores de otra variable.

e De esta manera se puede convertir una variable categérica en otra pero con menos
clases. E. g., tipo de television en la encuesta de TV por cable.

tipo pi television  p;’
Ninguna 0.05 sin 0.15
Blancoy negro  0.10
Color 0.60 con 0.85
Ambos 0.25
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Distribucién

Curvas poblacionales S cién bimodal
Poligono de frecuencias
Ojiva
Distribucién de frecuencias

Distribucion de Frecuencias - Agrupacion de variables

Distribucion de Frecuencias
Agrupacion de variables

e De igual forma se pueden agrupar variables cuantitativas en categéricas. En este
caso se definen las categorias en términos del valor de la variable en estudio. Por
ejemplo, para la variable valor (en miles de pesos) definimos las clases bajo (< 200),
medio (200 < valor < 300), y alto (> 300).

clase intervalo f; pi F; P;

bajo (75,200) 17 425 17 0.425
medio [200,300] 14 350 31 0.775
alto (300,400) 9 225 40 1.000
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Medidas descriptivas

Distribucion de Frecuencias - Agrupacion de variables

Medidas descriptivas

Ademas de la descripcion grafica de la variacion de los valores de una muestra o de la
poblacién total, existen algunos nimeros que ayudan a mostrar aspectos relevantes
de la distribucion de frecuencias.

Estas pueden describir alrededor de qué valor los datos se distribuyen, asi como
conocer qué tanto varian los datos alrededor de estos valores.

A estos valores se les denomina medidas de tendencia central y medidas de
variabilidad, respectivamente. En conjunto se les conoce como medidas descriptivas.
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Medidas de tendencia central
das de posicion

Medidas descriptivas didas de disperion

ma de caja y br

Medidas de tendencia central - Mediana

Medidas de tendencia central

Las medidas de tendencia central son valores numéricos que intentan, en cierto sentido, localizar
la parte central de la distribucion de frecuencias.

Mediana

Es el percentil del 50 %. Es el valor que ocupa la posicion central de los datos después que han
sido ordenados de manera ascendente. Luego, 50 % de los datos es menor o igual que la
mediana, y el otro 50 % es mayor o igual que la mediana.

Denotamos M a la mediana de la distribucién de valores poblacionales y m a la mediana de la
distribucién de una muestra.

La mediana es una medida de tendencia central Util en casos de distribuciones sesgadas.

Célculo:
@ Uso de la ojiva de la distribuciéon. Recuerde que la mediana es el percentil del 50 %.

@ Uso del diagrama de tallos y hojas ordenado. Localice el valor central. Si el numero de hojas
n es impar la mediana corresponde al valor en la posicién (n + 1)/2.

Si el numero de hojas n es par, la mediana sera el promedio de los valores centrales (en las
posiciones n/2y (n+ 2)/2).
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Medidas descriptivas 2didas de disperién
Diagrama de caja y brazos

Ejemplo

Ejemplo

Una empresa fabricante de productos cosméticos y de limpieza maneja ventas de
alrededor de 400 productos distintos a través de once centros de acopio en toda la
republica. Dado el gran volumen de producto que se maneja es importante que haya
un buen control de inventarios, ya que si se tienen mucho inventario ocioso significa
dinero que no se esta empleando en producir, mientras que un inventario escaso
significa tener una demanda no satisfecha.

La empresa contrat6 los servicios de un bufete y recibi6 la siguiente expresion para el
control de inventarios:
nivel de reabastecimiento = 1.3 * 5 dias en transito * venta maxima

donde dias en transito significa el nimero de dias que tarda en llegar un pedido al
centro de acopio, y el factor 1.3, el bufete lo llamé el factor de “paranoia”.
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Ejemplo (cont.)

Ventas diarias de suavizante para ropa. Nimero de cajas vendidas. Centro de acopio Guadalajara.

semana 1 semana2 semana3 semana4 semanab5 semana6 semana?7

0 2838 413 5592 0 465 2199
515 590 47 673 80 703
746 331 340 561 159 462
1237 450 265 548 183 175
879 570 1083 216 113 422

La tabla presenta la venta en cajas de un suavizante para ropa en el centro de acopio de
Guadalajara. La planta manufacturera esta en México, por lo que los dias de transito son 3.
Aplicando la expresién anterior se obtiene que para Guadalajara el nivel de reabastecimiento es de
21,808. Claramente, ésta es una recomendacion exagerada de inventario. La empresa decidié
hacer un estudio estadistico. Para comenzar se analizaron los pedidos diarios de los ultimos
meses. La tabla presenta las ventas del Gltimo mes y medio ya que las conclusiones son similares.
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Medidas de tendencia central
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Medidas descriptivas d e di n
Diagrama de caja y brazos

Ejemplo (cont.)

NO ORDENADO ORDENADO
0 | 00, 47, 00, 80 0 | 00, 00, 47, 80
1| 59, 83, 13, 75 1 13, 59, 75, 83
2 | 65, 16 2 | 16, 65
3 | 31, 40 3 | 31, 40
4 | 50, 13, 65, 62, 22 4 | 13, 22, 50, 62, 65
5| 15, 90, 70, 61, 48 5| 15, 48, 61, 70, 90
6 | 73 6 | 73
7 | 46, 03 7 1 03, 46
8 | 79 8 | 79
9 | 9
10 | 83 10 | 83
11 | 11 |
12 | 37 12 | 37
21 | 19 21 | 19
28 | 38 28 | 38
55 | 92 55 | 92

El nimero de datos es 31, luego la mediana corresponde al dato (31 + 1)/2 = 16, es decir,

m = 462.

Es claro que resulta cuestionable un inventario de cerca de 20,000 cajas cuando el 50 % de las
ventas es menor que 462 cajas.
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Medidas de tendencia central - Media

Media

De las medidas de tendencia central la media es la mas comun. Esta es el promedio aritmético de
los datos. Conceptualmente, el promedio de todas las mediciones de la poblacién estadistica es la
media poblacional y se denota por p (letra griega llamada “mu”).

4N
IL:NEXI

donde N es el total de la poblacion. La media muestral se denota por X y esta dada por el
promedio de los valores de la muestra. Esto es,

donde n es el tamafo de la muestra.

En el ejemplo anterior, x = 734.68. La media y la mediana estan alejadas pues la distribucién
muestral es sesgada a la derecha. En este caso la media no es un buen indicador de la tendencia
central.

La media es una buena medida de tendencia central cuando la muestra no es muy sesgada y no
hay valores atipicos.
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Medidas descriptivas de disperion

dec / br

Medidas de tendencia central - Media

Calculo de la media usando la distribucion de frecuencia - Datos agrupados

El célculo de la media a partir de una tabla de frecuencias es aproximado pues no se cuenta con el
detalles de los datos. En este caso,

1 n
X=p 2 hem
i=1
donde f; y m; son la frecuencia absoluta y la marca de clase del i-’esimo intervalo de la distribucion
de frecuencias. Luego,
1 " fm; " f; 4
=03 im =3 =S Im =3 pm
n 4 - n ~— n -
i=1 i=1 i=1 i=1
Por ejemplo, en el estudio de TV por cable, la media de la variable valor esta dado por:

v

0.075(100000) + 0.200(150000) + - - - 4+ 0.150(350000)
227500

El promedio aritmético de las observaciones es realmente 227966, bastante cercano al calculado
de la tabla de frecuencias. En este caso la mediana de la muestra es m = 216393, cercano
también a v, pues la distribucién de valor no es muy sesgada.
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Medidas de tendencia central
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Histograma de < valor >

15 -

%S227500
W=227500
oL 1

75 125 175 225 275 325

valor (miles de pesos)
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Medidas de posicion

Medidas de posicion

Moda

Para un conjunto de datos discretos la moda se define como aquel valor que ocurre
con mayor frecuencia. Si el valor es Unico, decimos que la distribucién de frecuencias
es unimodal. Para ver si hay mas de una moda, es conveniente observar la gréfica de

barras de la distribucién de frecuencias y buscar cimas (picos). Los valores debajo de
las cimas seran los candidatos a modas.

En el caso de variables continuas, a partir de los poligonos de frecuencias, aquellos
picos o cimas aparentes corresponderan a valores de posibles modas.
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na de caja y brazos

Medidas de posicion

Percentiles o medidas de posicion
Los percentiles o medidas de posicion son otras medidas descriptivas de gran utilidad.

Recuerde que la mediana corresponde al percentil del 50 %, esto es, aquel valor que
divide los datos en dos partes iguales (50 % cada una).

Los cuartiles son los valores que dividen al conjunto de datos ordenados en cuatro
partes. Es decir, aquellos valores que tienen 25 %, 50 % y 75 % de los valores de la
distribucién de frecuencias por debajo de ellos.
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Medidas de posicion
Medidas descriptivas ) as de disperion
na de caja y brazos

Medidas de posicion

Cuartil inferior o primer cuartil

Tiene por debajo a 25 % de los valores de la distribucién de frecuencias. El primer
cuartil poblacional se denota por Q; mientras que el primer cuartil muestral por qy.

En datos ordenados el primer cuartil se localiza en

I(m) + 1

I(gq1) = 5

donde /(m) corresponde a la localizacién de la mediana. Si el resultado es un nimero
fraccionario entonces el primer cuartil sera el promedio de los valores adyacentes.
En el ejemplo, /(m) = 16, luego

I(g1)=(16+1)/2=8.5
y del diagrama de tallos y hojas,

g1 = (183 +216)/2 = 199.5

41/80

E. Barrios Estadistica | 2 - Analisis Exploratorio de Datos 13 de septiembre de 2024
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Medidas de posicion

Medidas descriptivas ) as de disperion
na de caja y brazos

Medidas de posicion

Cuartil superior o tercer cuartil

Tiene por debajo a 75 % de los valores de la distribucion de frecuencias. El tercer
cuartil poblacional se denota por Q3 mientras que el tercer cuartil muestral por qs.

En datos ordenados de mayor a menor, el tercer cuartil se localiza en

I(m) +1

I(gs) = >

donde /(m) corresponde a la localizacion de la mediana. Si el resultado es un nimero
fraccionario entonces el tercer cuartil sera el promedio de los valores adyacentes.

En el ejemplo, /(m) = 16, del diagrama de tallos y hojas,

gs = (673 + 703)/2 = 688
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Medidas de posicion

s de ten a central
Medidas de posicion
Medidas descriptivas as de dispel
ma de ca

Para la variable valor, se tiene: Min. lst Qu. Median

porcentajes (%)

79.93 162.19 216.39

Estadisticos

Mean 3rd Qu.
227.97 284.26

100

80

60—
40+
20+
7 16p.2 216.4 2843 37p.3
[ ‘ o mediana - mac
100 150 200 250 300 350 400

valor (miles de pesos)

Estadistica |

Exploratorio de Datos

Max.
370.32
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s de tend central
Medidas de posif

Medidas descriptivas de

Medidas de posicion

Percentiles

El p-ésimo percentil es aquel valor que deja 100p % de los datos ordenados (de menor a mayor)
por debajo.

Calculo del p-ésimo percentil:

@ Ordenar los datos de manera ascendente.

@ Calcular el indice

_ b

=——n
100

donde p es el percentil de interés y n es el tamafio de muestra.

i

@ Siino es entero, se redondea. El valor inmediato mayor de i indica la posicion del
p-ésimo percentil.

@ Si i/ es entero, el p-ésimo percentil es el promedio de los valores de los datos en los
lugaresie i+ 1.

Deciles

Los deciles son los percentiles del 10 %, 20 %, ..., 90 %.

E. Barrios Estadistica | alisis Exploratorio de Datos



s de tend. central
Medidas de posif
Medidas descriptivas de

Medidas de posicion

Percentiles

Valores observados (en miles de pesos) de la variable valor en la encuesta:

79.928 94.415 120.896 132.867 141.901 147.997 156.410 156.841 157.041 161.222
162.509 180.124 180.437 190.314 192.265 192.816 193.279 205.656 216.190 216.321
216.465 225.694 237.752 241.531 249.098 252.221 261.763 269.898 271.556 279.163
299.558 311.195 318.551 322.652 329.198 332.699 336.290 355.641 357.972 370.325
122.0745

Deciles para la variable valor

Para calcular el primer decil, es decir, el percentil del .
en miles de pesos

10 %:
i= E 40 = 4.0 porcentaje ( %) i decil

100 10 4.0 | 137.3840

Luego, 20 8.0 | 156.9410
pio = (132.867 + 141.901)2 = 137.384 80 12.0 ) 180.2805

40 16.0 | 193.0475

Similarmente, para el cuarto decil (40 %): 50 20.0 | 216.3930
40 60 24.0 | 245.3145

i= 100 40 =16.0 70 28.0 | 270.7270

80 32.0 | 314.8730

Pao = (192.816 + 193.279) /2 = 193.0475 % 36.0 | 334.4950
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Medidas de posicion

Medidas descriptivas didas de disperion
Diagrama de caja y brazos

Medidas de localizacion y de posicion

Media, mediana y cuartiles

Histograma de la variable valor
16

= B
N >
T T

=
1S)
T

frequencia relativa (%)

4r medianas 21640 media=207.96

primer ¢uartil=162.2 tercer cuartil=284.30

\L decil’90%=334.49

0- T Ty | T T T, T
1125 162.5 2125 262.5 3125 362.5
875 1375 1875 2375 7.5 7.5
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ia central

Medidas descriptivas Medidas de dispe
Diagrama de caja y brazos

Medidas de dispersion

Medidas de dispersion

Las medidas de tendencia central nos sirven para saber alrededor de qué valores se distribuyen
las observaciones pero no qué tanto estos datos varian.

Las medidas de dispersion nos dicen que tanto varian los datos. Estas medidas seran pequefias si
no hay mucha diferencia entre las observaciones y seran grandes en caso contrario.

Amplitud o Rango (R)
Amplitud o Rango (R). Mide la distancia entre el mayor (max) y el menor (min) de los datos (x’s).
R = amplitud = Xmax — Xmin
Por ejemplo, en el caso de la variable valor:
R = 370.30 — 79.93 = 290.47
Amplitud Intercuartilica (A.l.) o Rango Intercuartiles (R.l.). También se basa en la distancia entre
cuartiles. Es la diferencia entre el cuartil superior (gs) y el cuartil inferior (g1). Por ejemplo, para la

variable valor
A l.=g3 — g =284.30 — 162.20 = 1221
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Medidas descriptivas Medidas de disperion
Diagrama de caja y brazos

Medidas de dispersion

Varianza

La suma de desviaciones de la media muestral (promedio aritmético x) es cero. Esto es,

>-74(xi — X) = 0. Luego, aunque los datos varien mucho, la suma de desviaciones es nula. Para
evitar la cancelacion de valores mayores de la media con los valores menores, se suman las
desviaciones al cuadrado.

De manera similar como lo hicimos con la media poblacional ., se define la varianza poblacional
como el valor medio de las desviaciones al cuadrado. Esto es,

s 1 2
o= NZ(Xf — )
P

La varianza muestral se define como la suma de desviaciones respecto a la media X al cuadrado y

se denota por s?;
n

1
2 _ _%)?
s 1E(x, X)

i=1
En la practica, la varianza muestral se calcula aprovechando la igualdad:

n 2 -2
&= 2l —nX
n—1
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Medidas de disperion

Medidas descriptivas
Diagrama de caja y brazos

Medidas de dispersion

De la misma manera que esperamos que media muestral x esté cercana de la poblacional i,
también esperamos que la varianza muestral s? esté cerca de o2.

Note que la varianza se expresa en las unidades originales al cuadrado. Entonces, la raiz cuadrada
de la varianza esté en las unidades originales y se conoce como la desviacion estandar: o = Vo2,

ys=Vs.

caracteristica  poblacional  muestral

media m X
mediana M m
varianza o2 s?

desviacién o s
estandar

Nota: Tanto la varianza como la desviacién estandar son medidas no resistentes o robustas, en el
sentido de que son sensibles a datos extremos.
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de tendencia central
de po:
Medidas descriptivas Medidas de disperion
Diagrama de caja y brazos

Medidas de dispersion - datos agrupados

Calculo de la varianza usando la distribucion de frecuencias — datos agrupados

El célculo de la varianza en una distribucion de frecuencias es similar a como se hizo con la media. Las marcas de
clase m; (1 < i < k) son representantes de las observaciones en el correspondiente intervalo de clase.

donde f; es la frecuencia absoluta correspondiente al i-ésimo intervalo de clase. Alternativamente, s? también se
uede calcular como k 4 =2
P 2 _ i flmlz — nx
n—1
Por ejemplo, para la variable valor, x = 227, 500

2 = yp [(79, 928 — 227,500)% + - - - + (370, 325 — 227, 500)2] = 5,973.786, 750

o bien, utilizando la distribucién de frecuencias con 6 intervalos de clase,

1
2= o [3(100, 000)2 + 8(150, 000) + - - - + 6(350, 000)? — 40(227, 500)2] = 5,762.820, 513

Por lo que la desviacion estandar estaria dada por s = /5, 762.820, 513 = 75,913.24
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Medidas descriptivas Medidas de disperion
Diagrama de caja y brazos

Medidas de dispersion - coeficiente de variacion

Coeficiente de variacion

El coeficiente de variacién mide la dispersién relativa de un conjunto de valores al
dividir la desviacién estandar entre la media.

El coeficiente de variacion poblacional (C.V.) y el coeficiente de variacion muestral
(c.v.) estén dados respectivamente por:

CV.=—, C.V. =

il 0

o
m

Nota: El coeficiente de variacion permite expresar la desviacién estandar como
proporcion de la media y es independiente de las unidades. Esto permite comparar la
variabilidad de dos conjuntos de datos de distinta naturaleza.
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cia central

sicion
Medidas descriptivas Medidas de disperion

Diagrama de caja y brazos

Medidas de dispersion - coeficiente de variacion

Coeficiente de variacion

Estadisticos Descriptivos 2,04

renta valor
Min. 0.00  79.93 154 o g
1st Qu. 50.00 162.20 ° 8
Median  62.50 216.40 . o] § g
Mean 58.25 228.00 X ° g
3rd Qu. 70.00 284.30 ° @
Max. 85.00 370.30 05 ° 8
var 316.09 5973.79 8
sdev 17.78 77.29
cv 0.31 0.34 0.0~ °

renta valor

52/80

E. Barrios Estadistica | 2 - Analisis Exploratorio de Datos 13 de septiembre de 2024



Medidas descriptivas

Diagrama de caja y brazos

Los diagramas de cajas y brazos se emplean para analizar y presentar las caracteristicas mas importantes de un
conjunto de observaciones como son localizacion, dispersion, simetria y observaciones atipicas (outliers). Ademas
resultan Gtiles en la comparacién de dos o mas conjunto de datos.

A1 m 43
atipico menor atipico mayor
: o .
adyancente inferior H adyancente superior
F1 f1 fa 3
fes =1.5*A.l

barreras interiores: fi =q — fes fp =qz + fes
barreras exteriores: Fi=1f —fes Fo=1f+fes

adyacente inferior: observaciéon mas pequefia superior a f; y menor a g4
adyacente superior: observacion mas grande e inferior a f, y mayor a g3

atipicos menores: aquellos datos entre fy F
atipicos mayores: aquellos datos mas alla de F
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Medidas descriptivas

Ejemplo venta de suavizantes

g1 = 199.5, gs = 688.0, A.l = 688.0 — 199.5 = 488.5
fes = 1.5(488.5) = 732.75

fi =199.5 — 732.75 = —533.25 f, = 688 + 732.75 = 1420.75
F; = —533.25 — 732.75 = —1266.0  F, = 1420.75 + 723.75 = 2153.50

Diagrama de caja y brazos para la variable <ventas>

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

54/80

E. Barrios Estadistica | - Exploratorio de Datos 13 de septiembre de 2024



Medidas descriptivas

Ejemplo de television por cable

Renta Valor
20 o o o
o o33 0 000 O o
° §o§§g Q% 0000000000  © O
] o0 98888384 00 COOOOOCOOOO0C000
0O 20 40 60 80 100 50 150 250 350
renta (pesos) valor (miles de pesos)
0 I Y FES I B S
T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 200 300
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Problema de comparacién

Problema de comparacion

Problema de comparacion

Entre los temas mas importantes de la Estadistica estan los problemas de
comparacion y los problemas de asociacion.

El problema de comparacion consiste en contrastar las distribuciones de frecuencia
entre dos 0 mas subpoblaciones (grupos) basandose en los datos de muestras.

Por ejemplo, estudiando el problema del tabaquismo, definimos la variable cualitativa
habito del fumar con las siguientes clases: nunca ha fumado, dejé de fumar y fuma
actualmente. Deseamos comparar los grupos (subpoblaciones) hombres y mujeres.
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Problema de comparacién

Problema de comparacion

Subpoblaciones

Una manera de generar subpoblaciones es usando una variable cualitativa nominal para definirlas,
e. g., género. Si la variable cualitativa empleada para la definicion es ordinal entonces el problema
puede verse como uno de asociacion.

Otro ejemplo, de la industria manufacturera, seria comparar la dureza del acero entre proveedores
nacionales y extranjeros. En este caso, la variable de interés es la dureza y las subpoblaciones
serian LSA, USSTEEL, ACERIE-FRANGAISE.

En ambos ejemplos se requiere responder las siguientes preguntas:

@ ;Hay alguna diferencia en las distribuciones poblacionales?

@ ;Cudl es la naturaleza de esas diferencias?

@ ;Qué tan grande son esas diferencias?
Nétese que si bien las preguntas son planteadas en términos de las distribuciones de frecuencia
poblacionales, en la practica éstas se responden en base a muestras de dichas poblaciones.

Emplearemos elementos de la Estadistica Descriptiva para responder estas preguntas. Para un
analisis confirmatorio més formal necesitamos de la Estadistica Inferencial.
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Problema de comparacién

Problema de comparacion

Variable Cualitativa

Cuando la variable es cualitativa es posible la comparacién de distribuciones de frecuencia entre
subpoblaciones empleando arreglos tabulares bidimensionales, llamados tablas de contingencia o
tabulacion cruzada.

La tabla muestra frecuencias absolutas por grupo y subpoblacién. Por ejemplo,

Tabla de contingencia, encuesta estudiantil (frecuencias absolutas)

Habito de Fumar
Género Nunca hafumado  Dejé de fumar  Fuma actualmente | Total
Masculino 154 25 185 364
Femenino 127 11 38 176
Total 281 36 223 540

Se puede ver en la tabla anterior que entre los hombres el grupo mas numeroso es el de aquellos
que fuman actualmente, siendo pocos los ex-fumadores. Esta distribucion es distinta a la de las
mujeres donde la mayoria de las encuestadas nunca han fumado. Este andlisis puede hacerse
mas facilmente si en la tabla presentamos frecuencias relativas.

E. Barrios
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Problema de comparacién

Problema de comparacion

Variable Cualitativa

Dividiendo las celdas de la tabla anterior entre el total de la muestra (540):

Tabla de contingencia, encuesta estudiantil (frecuencias relativas %).

Habito de Fumar
Género Nunca ha fumado  Dejé de fumar  Fuma actualmente Total
Masculino 28.5 4.6 34.3 67.4
Femenino 23.5 21 7.0 32.6
Frecuencias 52.0 6.7 41.3 100.0

De la tabla se puede ver que los hombres que fuman son el grupo mas frecuente mientras que los
casos de las mujeres han dejado de fumar son los menos frecuentes. Las frecuencias marginales
(estan en los margenes de la tabla) nos muestran la frecuencia del atributo en la poblacién en

general
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Problema de comparacién

Problema de comparacion

Variable Cualitativa

Tabla de contingencia, encuesta estudiantil

Frecuencias relativas ( %) condicionales por sexo.

Habito de Fumar
Sexo Nunca hafumado  Dejé de fumar  Fuma actualmente Total
Masculino 42.3 6.8 50.9 100.0
Femenino 72.2 6.2 21.6 100.0
Frecuencias 52.0 6.7 41.3 100.0

De la tabla anterior se puede ver que aproximadamente 72 % de la poblacién femenina nunca ha
fumado; que la proporcion de los que han dejado de fumar es mas o menos la misma entre
hombres y mujeres; y finalmente que méas de la mitad de los estudiantes varones fuman
actualmente.

Cuando hay muchas categorias presentes, una manera rapida de comparacion es contrastar las
frecuencias condicionales contra las frecuencias marginales correspondientes.
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Problema de comparacién

Problema de comparacion

Variable Cualitativa

Distribucién de frecuencias condicionales por género

70+
S —— mujeres
< ——— hombres
«n 60+
2
k5]
° 50—
1%
2
T 40
2
2
2 304
Q
o
1%
820+
o
<
)
3 10
g
E

o

nunca ha actualmente
fummado dejé de fumar fuma
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Problema de comparacién

Problema de comparacion

Variable Cualitativa

Gréfica de barras apiladas
Distribucién de frecuencias condicionales por género

100

90—

— Nunca ha fumado
Dej6 de fumar

—— Fuma actualmente

80
70
60
50

404
30
20+

frecuencias condicionales (Z%)

104

hombres mujeres

62/80

Estadistica | Exploratorio de Datos 13 de septiembre de 2024



Problema de comparacién

Problema de comparacion

Variable cuantitativa discreta

En este caso la comparacién puede hacerse de la misma forma que se hizo con las variables
cualitativas. Por ejemplo, en la encuesta de TV por cable:

Numero de televisores por casa.

Colonia 1 Colonia 1
Manzana  Televisores | Manzana  Televisores
9 4,3,4,3,5 14 0,1,1,4
2 3,3,2,4,3 22 1,3,4,3,2
4 2,3,3,3,2 8 2,2,2,31
20 2,3,3,1,3
25 2,0,3,1,1
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Problema de comparacién

Problema de comparacion

Variable cuantitativa discreta

Comparacion de la distribucion del numero de televisores por casa por entre colonias.

Tabulacion cruzada Numero de televisores por casa
0 1 2 3 4 5

Colonia 1 0 0 2 7 5 1 15

Colonia2 | 2 8 7 6 2 0 25

Total | 2 8 9 13 7 1 40

Frecuencias relativas
condicionales | Numero de televisores por casa ( %)

Colonia | 0 1 2 3 4 5

110 0 20 53 20 7 100

2|18 3 24 28 8 0 100

Al igual que con las variables cualitativas la informacion puede presentarse de manera gréfica.
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Problema de comparacién

Problema de comparacion

Variable cuantitativa discreta

frecuencias relativas condicionales (%)

Frecuencias relativas condicionales respecto a la colonia
50+

—— Colonia 1

40 —— Colonia 2

2 3

numero de televisores
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Problema de comparacién

Problema de comparacion

Variable cuantitativa continua

En este caso estamos interesados en Subpoblaciones  Muestras

i (curvas de frecuencia) (diagramas de caja)
comparar tanto la tendencia central como
la dispersién de las poblaciones.

El lado derecho muestra los diagramas
de caja de muestras tomadas de las
poblaciones correspondientes.

Las conclusiones obtenidas de las
muestras se aplican también a las
poblaciones:

@ La poblacién A es simétrica
alrededor de 15y a las izquierda de ]
la poblacion B.

@ La poblacién B es sesgada a la
izquierda con mediana (centro)

cerca poco mayor que 18. 0 12 14 15 18 2 12 1 1% 13 20
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Problema de comparacién

Problema de comparacion - Ejemplo

Ejemplo: Productores de acero

Los datos de la tabla provienen de ensayos de dureza de lamina de acero de tres proveedores de
una empresa que produce manufacturas troqueladas. Una caracteristica de calidad importante es
la dureza de la materia prima. Los datos corresponden al primer semestres y las unidades son
kg/cm?.

ACERIE

LSA USSTELL FRANCAISE
524 479 544 488 488 427
50.8 50.1 50.2 479 498 527
455 522 494 475 432 516
444 412 570 492 457 512
452 519 555 49.0 481 398
46.2 508 549 476 489 391
46.2 454 499 479 4941 51.1
46.2 479 487 517 467 411
52.5 53.0 473 389 513
46.7 509 50.7 432
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Problema de comparacién

Problema de comparacion - Ejemplo

Ejemplo: Productores de acero

Comparacion de durezas de proveedores

Del diagrama de caja se sigue lo
siguiente: AR e

@ El productor USSTEEL provee de

lamina de mayor dureza y mas

consistentemente (menor
variabilidad/dispersion) que LSA y
ACERIE-FRANGAISE.

USSTELLA

@ La produccion de USSTEEL parece

estar sesgada a la derecha mientras
que las otras dos compaiias

parecen mas bien sesgadas a las [
izquierda.

E. Barrios Estadistica | 2 - Analisis Exploratorio de Datos




Problema de comparacién

Problema de asociacion

Problema de asociacion

En ocasiones es importante conocer si una variable influye en el comportamiento
(modo de variacién) de otra variable. Por ejemplo, una cadena de establecimientos
comerciales desea saber si el tamafio del establecimiento influye en el volumen de
ventas.

Otro ejemplo seria aquel al estudiar el sector agricola y qué tanto influye los insumos
de trabajo o capital en la produccién del ramo.

Ambos casos pueden caracterizarse como un problema de asociacion en el cual nos
interesa conocer si el incremento o decremento de una variable, X, tiene efecto o
influye en otra variable, digamos Y. Note que por la naturaleza del problema, las
variables consideradas X y Y, deben ser al menos de escala ordinal.
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Problema de asociacion

Problema de asocia:

Ambas variables son ordinales

Una manera de analizar el problema de asociacién cuando ambas variables son ordinales es
mediante el uso de tablas de contingenciay los correspondientes diagramas de barras.

Por ejemplo, consideremos una encuesta sobre el horario de verano, en el cual interesa relacionar
la posicion respecto al cambio de horario (Y) con el nivel socio-econémico del encuestado (X). Los
valores (niveles) de Y son: desacuerdo, indiferente y de acuerdo, mientras que los de X: bajo,

medio y alto.
Tabla de contingencia (frecuencias absolutas)

Posicion respecto al horario de verano
Desacuerdo  Indiferente  Acuerdo | Total
Nivel Bajo 98 201 111 410
socio- Medio 134 91 60 285

econémico Alto 12 21 25 58

Total 244 313 196 753

E. Barrios
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Problema de asocia:

Problema de asociacion

Ambas variables son ordinales

Tabla de contingencia (frecuencias relativas condicionales)

Posicion respecto al horario de verano (%)

Desacuerdo  Indiferente  Acuerdo | Total

Nivel Bajo 24 49 27 100
socio- Medio 47 32 21 100
econémico Alto 21 36 43 100

E. Barrios
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Diagramas de dispersién

Covaria correlaciones

Problema de asociacion

Problema de asociaci

Ejemplo: Encuesta sobre Horario de Verano

Diagrama de Barras
(frecuencias relativas condicionales)

100 I
)
90 /%

% —— Desacuerdo
/ Indiferente
//

g 70l —
g /Z Acverdo
Posicién respecto al horario de verano ( %) S 604 //
Desacuerdo Indiferente Acuerdo Total ;8
Nivel Bajo 24 49 27 100 2 s0q
socio- Medio 47 32 21 100 2
econémico Alto 21 36 43 100 S 40 25
g
8 30
20+
104
o

Bajo Medio Alto
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Problema de asociacion

Problema de asociacion

Una Variable ordinal la otra cuantitativa

En este caso es posible visualizar ambos, localizacién (tendencia central) y la
variacion (dispersién) de la variable cuantitativa de acuerdo a los distintos niveles de la
variable ordinal.

Por ejemplo, la siguiente tabla corresponde a una prueba de habilidad verbal para una
muestra de un jardin de nifios. La variable Y es la evaluacion de desarrollo de la
habilidad verbal, y la variable X, es el grado escolar del nifio.
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Problema de asociacion

Problema de asocia:

Ejemplo: Habilidad verbal en preescolar

Habilidad Verbal

Grado Escolar
Maternal  Pre-escolar 1 Pre-escolar 2 " } 777777777777 |
68 255 425
35 202 370
145 317 380
173 327 476 S A I N R {
190 247 410
225 100 358
340 448 338
123 412 373
228 228 377 Maternak ‘ ‘
NA 192 467 ‘ ‘
NA 297 388

T
100 200 300 400

Calificacion
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Diagramas de dispersion
Covarianza y correlaciones

Problema de asociacion

Problema de asociacion

Ejemplo: Encuesta de TV por cable

Diagrama de dispersion renta vs. valor

o
80+ o
o o o o
w o coo o
o o o 0000
60— o o o @
00 o o

@
3 o o
8 o @ oo
<
g 40 o
5 o

20+

0 (s}

T T T T T T
100 150 200 250 300 350
valor (miles de pesos)
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Diagramas de dispersion
Covarianz correlaciones

Problema de asociacion

Problema de asociacion

Ejemplo: Encuesta de TV por cable

Cuadrantes en un diagrama de dispersion

n2=8 : n1=17 o
80 11 (=) : 1 (+) o
o o o °
oo o ! oo o0 o
o o o oooo )
6| ‘o o o ® | Note que para el primer y tercer cuadrante,
y=58.2 00 0 o
2 | o m+ng =17 + 14 = 21
ﬁ o @ oo i
T 40 d mientras que para el segundo y cuarto
£
3 ° ' cuadrante
! n+n=8+1=9
20 I (+) : IV (-)
n3=14 tonas1
0+ 00 | X=227.9
T T T T T T
100 150 200 250 300 350

valor (miles de pesos)
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Diagramas de dispt n
Covarianza y correlaciones

Problema de asociacion

Problema de asocia:

Ambas variables cuantitativas

Ademas del analisis gréafico es interesante tener una medida de la asociacion (lineal) entre las dos
variables.

Covarianza de dos variables cuantitativas X'y Y:
1 n
cov(X,Y) = 7 S =X — )
i=1

Note que las unidades de la covarianza son el producto de las unidades originales. Si cambia de
escala una o ambas variables el valor de la covarianza cambiara. Para expresar la asociacion lineal
entre X'y Y, independiente de las escalas se utiliza el coeficiente de correlacion.

Correlacion de dos variables cuantitativas X'y Y:

=X - 7)
Sx - Sy

donde Sx = /15 o7, (xi — X)2,y Sy = y/ 755 S, (¥ — ¥)? son las desviaciones estandar

de X'y Y respectivamente.

corr(X,Y)=r=
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Diagramas de dispe
Covarianza y correlaciones

Problema de asociacion

Problema de asociacion

Nota:

@ Existen las correspondientes definiciones poblacionales:
Covarianza

N
1
cov(X, Y) = > (% — mx)(¥i = py)
i=1
Coeficiente de Correlacion

LN (X = )i — py)

02 o?

corr(X,Y)=p=

@ El coeficiente de correlacion no tiene unidades (adimensional).

@ El coeficiente de correlacion (poblacional o muestral) es siempre mayor o igual
que —1 y menor o igual que +1. Esto es,

—1<p<+1, 1< r<+1
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Diagramas de dispersién
Covarianza y correlaciones

Problema de asociacion

Problema de asociacion

Coeficiente de correlacion

a) Fuerte asociacion positiva:

] o
3 3 °
oo
0 w o o
Eal o o ,¥ 0o o
o oo 85 oo
© o6 o s o w ©
o o go o] ® ° o
> o 8%o0 8 RN o o0 © o
S @
w ° oo w | © o ° ©
b 1 o °©
o 3 °
ole®, olo @ o o
oH o B

d) Fuerte asociacion negativa: r=-0.89 : f) Asociacion no lineal:
° o
EEEY 2 50
o o SR 4
°
- 0 o
o o
1o o 24 o o
%o 0°, )
0,%8 0° o &, ° 0%0
= 8 o > 24 %o eg
° 3 00 °o o
9 o ° o
9 o oo 8
27 00q o0 &
? 900 1% o
o oo @©
o o
= 2 o
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Problema de asociacion

Coeficiente de correlacion

Diagramas de dispt n
Covarianza y correlaciones

@ El valor de |r| serd mas cercano a 1
conforme la nube de datos se acerque
mas a un linea recta. Por lo mismo, r es
conocido también como coeficiente de
correlacion lineal.

@ Correlaciéon no implica causalidad.
Véase la gréfica de la derecha. Datos de
la poblacion anual de una poblacién
inglesa (1930-1936) y el niUmero de
avistamientos de cigliefas al afo.

@ El tipo de correlaciéon mostrado entre
poblacién y cigliefias se conoce como
correlacion espuria.

@ Puede haber correlacién de variables
pero no necesariamente lineal. Véase
por ejemplo, el diagrama de dispersion,
panel f) de la lamina anterior.

E. Barrios Estadistica |
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¢ Deveras traen las ciguefias a los bebes?
correlacion espuria
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3 - Probabilidad

o D p=0.103
My
09 D¢ p=0.9°0.3
03
042 D p=0.1205
05
Productos Mz
0.88 DS p=0.880.5
02 0.04 D p=0.040.2
Ms
0.96 DS p=0960.2
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Temario

@ Ejemplos de situaciones con incertidumbre

@ Incertidumbre, aleatoriedad y probabilidad

© Enfoques de la probabilidad (objetivo, frecuentista y subjetivo)
© Teoria de conjuntos

© Axiomas de probabilidad

@ Probabilidad condicional e independencia. Regla del Producto
@ Ley de Probabilidades Totales y Teorema de Bayes

@ Técnicas de conteo

2/67
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Ejemplo: Eventos con incertidumbre

a) Encuesta en salida de casilla

Proporcién de votos a 30% de casillas

31%

Preguntas: 27%

@ Se van 30 % del total de casillas 0.25 24%
contadas. ¢Gana la eleccion 020
presidencial el PAN? g

g

@ ;Son los porcentajes de los g 015 1
partidos PRIy el PRD iguales? o0 - 0%

@ El porcentaje que lleva el PVE es %
menor 1.5 %. ¢ Perdera el registro? 0.05 2% D

000 1 L T

PAN PRI PRD PVE  Otros

partidos
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Ejemplo: Eventos con incertidumbre

b) Desempleo urbano 1985-2005

Empleo y desempleo - Encuesta nacional de empleo urbano (ENEU} - Tasa general de desempleo abierto - Me
- Por principales areas urbanas

e TR AT AR R
(e A R RN
Ziz (I [\I\IHI\II[\HlI\H]II\II]IlH]I[\I: '\'UI\IIHI\II\I\]II\II]I[H]IHI\IIHI\IHI\I [N
694 R s
s95 4 \I\IIHI\II\I\III\IIIIIHIINI\IIHI\IHI\IINI\II\HIII\IIII[\‘I! .rﬁhil ot
a0 N I\I\III\I\II\I\III\IIII[H]II\INIHI\IHI\"I\" I L
397 1A _“l AR o “'I"l\l'l\l\IHI\III\I\II\IUII\IIIIIHIIHI\IH
208 ! il I Iv':l“l[\l\][\HHI\IIHI\NI!.. U AR
19 N Ry ifd

v.00 {UIIEHE ‘..” |h|ﬂ}]|[\|\l|[\|\IHI\IIHI\II\I\]II\II]IIH]IHI\IIHI\IHI\IIH!\II\!\]II\II]IIH]IHI\II[\I\I[\nlh.wﬂlnll. I

Unidades: Tasa de desempleo
Fuente: INEGL. Encuesta Nacional de Empleo Urbano.

@ ;Hay comportamiento estacional en el empleo en zonas urbanas?
@ ;Cambid el comportamiento después del “error de diciembre™?

@ ;Hubo un cambio en el patrén de empleo en Guadalajara durante el gobierno panista

(1995-2000)?
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Ejemplo: Eventos con incertidumbre

d) Distribucion de la riqueza: indice Gini

Gini Coefficient
Preguntas:
© ¢De qué tamafio debe serla e e
muestra para determinar el indice? -
=]
@ ;Cual es la precision del indice? £
. s . i E
@ Hipotesis Hy : -
£33
= e
28
1G chile < IG méxico ES
()|
¢ Es correcta? o
Lorenz Curve
»
The cumulative share of people 100%

from lower income

https://www.laits.utexas.edu/lawdem/unit03/reading2/Gini_definition.html
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Incertidumbre, aleatoriedad y probabilidad

Incertidumbre

En todos los ejemplos anteriores hay cierta incertidumbre involucrada. Incertidumbre
debida a la falta de informacion que formalmente medimos en términos de
probabilidad.

De igual forma, la probabilidad nos sirve para medir la creencia de que un evento,
cuyo resultado es incierto. ¢Ocurrird o no?
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Incertidumbre, aleatoriedad y probabilidad

Experimentos y fendmenos aleatorios, espacios muestrales y eventos

En Estadistica es importante reconocer el proceso de obtencién de los datos, ya sea
bajo observacion o por experimentacién.

Experimento: Es el proceso mediante el cual se obtiene una observacion o dato. Los
experimentos de mayor interés en la Estadistica son aquellos donde los resultados no
pueden anticiparse.

Experimento o fendmeno aleatorio: Es aquel cuyos resultados no pueden predecirse
antes de su realizacion y por lo tanto estan sujetos al azar.

Espacio muestral (S): Es el conjunto de todos los resultados posibles de un
experimento o fenémeno aleatorio.

Evento: Es un subconjunto del espacio muestra S. Se dice que un evento ha ocurrido
0 sucedido, si al observar un fenémeno aleatorio o realizar un experimento aleatorio,
alguno de los elementos del evento ocurre.
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Incertidumbre, aleatoriedad y probabilidad

Ejemplo

@ Se lanzan al aire 3 monedas y nos fijamos en lo que cae cada una de ellas. Por
cada moneda, el resultado puede ser: aguila= a, o sol= s. Luego, el espacio
muestral (total de salidas posibles) es

S ={aaa, aas, ..., sss}

En este ejemplo, el espacio muestral S tiene 8 posibles salidas. Por ejemplo, el
evento
Az = {“todas la monedas aguila "} = {aaa}

Note que A3 C S.
De igual forma, el evento S;3 = {“todos fueron soles”} = {sss} C S,

Note que el evento, E = {“Al menos un aguila”’} = SSC C Sy esta dado por:
E = {aaa, aas, asa, saa, ass, sas, ssa}

8/67

E. Barrios Estadistica | il 8 de octubre de 2024



Incertidumbre, aleatoriedad y probabilidad

Ejemplo

@ Se lanza un dado y se registra el nimero que sale. El espacio muestral es
§$={1,2,3,4,5,6}

Sean los eventos E; = {“ndmero impar”}; E; = {“multiplo de 3"};
Es = {“nimero mayor que 4"}. Estos eventos son

Ey ={1,3,5}; B2 = {3,6}; E3 = {5,6}
El evento E; ocurre si se observa el numero 1, 3 6 5; E, si sale 3 6 6;y E3 ocurre

si salen los nimeros 5 6 6.
Note que en todos los casos E; C S, parai=1,2,3.
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Incertidumbre, aleatoriedad y probabilidad

Ejemplo

© Se lanzan dos dados, uno rojo y el otro azul, y se registra el nimero obtenido en cada dado. En este caso el

espacio muestral S tiene 36 elementos de la forma (r;, &;), donde i, j =1, ..., 6.
1,1, 1,2, (1,3, (1,4, 1,5, (@1,6)
2,1, (2,2), (2,3), (2,4), (2,5, (2,6)
S 3,1, 3,2), (3,3), (3,4, (3,5, (3,6)
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5, (4,6)
5,1, (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6)
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)

Asi, se pueden definir los eventos:
o £y = {“La suma de puntos es 7"} = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5, 2), (6, 1)}

e E, = {“El dado rojo es mayor que el azul"} =

2,1),
3,1, (3,2
{r>a} = 4,1, (4,2, (4,9

(
(5,1), (5,2), (5,8), (54
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5)

e E3 = {“El dado azul es mayor o igual a 5"} = {(r;,5),(rj,6), i=1,...,6}
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Incertidumbre, aleatoriedad y probabilidad

Ejemplo

@ Se lanzan dos dados y se registra el nimero obtenido por cada dado. En este caso el espacio muestral es:

(1,1),
@1, @2,
s @ G2, 63,
@1, (4.2, 43, (49,
61, (5.2, (53, (64, (5),
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)

En este caso no registramos que dado es cudl. Luego, la salida (1, 2) es la misma que la (2, 1). El espacio
muestral S tiene 21 elementos o salidas distintas.
Sean los eventos

o A= {“Lasumade puntoses 7"} = {(6,1),(5,2), (4,3)}.
o B = {“Ambos puntos son mayores que 4"} = {(5, 5), (6, 5), (6,6)}.
o C = {"Ambos puntos son iguales”} = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4,4),(5,5),(6,6)}.

Note que en cualquiera de los experimentos aleatorios, una y solo una de las salidas posibles ocurre.
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o Definicion clasica
Definiciones de Probabilidad como frecuencia relativa
Definicién subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Definicion clasica

Sea S un espacio muestral finitoy A C S un evento de S, se define la probabilidad del evento A por

P(A) = NUmero de elementos (salidas) del evento A
~ Numero de elementos (salidas posibles) de S

@ Note que en este caso no hay necesidad de observar/experimentar para calcular la
probabilidad del evento A.

@ En el caso de la definicion clasica de probabilidad, se supone que cada una de las salidas
tiene la misma posibilidad de salir.

@ En palabras, la probabilidad de un evento se calcula como el cociente del nimero de casos
favorables entre el numero total de casos posibles.

@ Note que el nimero de casos favorables no puede ser menor que cero ni mayor que el
numero total de casos posibles, luego 0 < P(A) < 1, para cualquier evento A C S.

@ La definicion clasica de probabilidad es til en juegos de azar y en muestreo aleatorio pero
menos practica, por ejemplo, en problemas financieros donde las posibles salidas rara vez
son equiprobables.
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e Definicion clasica
Definiciones de Probabilidad Definicion como frecuencia relativa
Definicion subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Definicion clasica

Ejemplo: Lanzamiento de tres monedas honestas.

Se tiene que S = {aaa, aas, . .., sss} y n(S) = 8. Entonces,

P(“Todas aguilas”) = P(A3) = n({aaan;{azaé?.) sss]) = 77(('4;’)) = % =0.125
§ " _ n({sss}) _nSs) _ 1 _
P(“Todas soles”) = P(S3) = n({aza ass,... sss))  n(S) 8 0.125
P(*Al menos un aguila’) = P(E) = — (?;Zazas sazil}) - % - g ~0.875
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e Definicion clasica
Definiciones de Probabilidad Definicién como frecuencia relativa
Definicion subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Definicion clasica

Ejemplo: Lanzamiento de un dado honesto

S= {1 ’ 27 3a 47 5, 6} Luego n(S) =6.

P(“Ndmeros impares”) = P(E;y) = 77((?)) = % 0.5
P(“Mdltiplos de 3”) = P(Ep) = 77((22)) = % =0.333
P(“Ndmeros mayores que 4”) = P(E3) = f:,(fss)) = g =0.333
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e Definicion clasica
Definiciones de Probabilidad Definicién como frecuencia relativa
Definicion subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Definicion clasica

Ejemplo: Lanzamiento de un par de dados honestos
S={(r,q), i,j=1,...,6}. Luego n(S) = 36.

n(E1) o 6

P(“Suma de puntos es 7”) = P(Eq) = nS) 3= 0.167

P(“El dado rojo es mayor que el dado azul”) = P(Ep) = r;'((lf;z)) = g =0.417
E. 12

P(“El dado azul es mayor que 5”) = P(E3) = ,;1((83)) =36 = 0.333
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Definicion clasica
Definicion como frecuencia relativa

Definiciones de Probabilidad

Definicion clasica

Ejemplo: Par de dados, solo ciertas salidas

S={(x,y):xi>y, i,j=1,...,6}. Luego n(S) = 21.

E

P(“Suma de puntos es 7”) = P(E;) = 77((51)) = ; =0.143

P(“Ambos puntos son mayores que 4”) = P(Ep) = f:f(iz)) % =0.143
E.

P(“ambos puntos son iguales”) = P(E3) = f;'((ss)) = % =0.286
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. Definicion clasica
Definiciones de Probabilidad Definicién como frecuencia relativa
Definicién subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Definicion como frecuencia relativa

Algunos fendmenos aleatorios presentan cierta regularidad estadistica. Esto es, cierta
estabilidad en la frecuencia relativa en la ocurrencia de eventos.

Ejemplo: Moneda honesta

Considere el experimento aleatorio de lanzar una moneda honesta “muchas veces”. Al
repetir el experimento, digamos un millén de veces, se puede detectar una regularidad
estadistica que permite darnos la idea de saber de la probabilidad de obtener un
aguila.

Numero de lanzamientos  Numero de Aguilas  Porcentaje de aguilas

10 4 40.00

100 54 54.00
1,000 490 49.00
10,000 4911 49.11
100,000 49,779 49.78
1.000,000 499,812 49.81
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— Definicion clasica
Definiciones de Probabilidad Definicién como frecuencia relativa
Definicion subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Definicion como frecuencia relativa

Bajo el enfoque frecuentista o empirico, si un experimento se repite n
veces y un evento A ocurre n(A) veces, el limite de la fraccion
n(A)/n, cuando n es muy grande es la probabilidad del evento Ay se

denota P(A):
P(A) := lim n(A)

n— oo n
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Definicién clasica

Definiciones de Probabilidad Definicién como frecuencia relativa
Definicion subjetiva
Repaso Teoria de conjuntos

Definicion como frecuencia relativa

Ejemplo. Moneda cargada al aguila

Frecuencia Relativa de una Moneda Cargada

n n(A)  n(A)/n -
10 8  0.8000 “l
100 65  0.6500 g,
1000 612  0.6120 7]
2000 1199  0.5995 g
3000 1801  0.6003 £°]
© MM\
@ — P(A) = 0.6 0

numero de volados

Note que al igual que la definicién clasica, 0 < P(A) < 1, para todo evento A, pues 0 < n(A) < n.
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. Definicién clasica
Definiciones de Probabilidad Definicion como frecuencia relativa
Definicién subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Definicion subjetiva

Las probabilidades subjetivas se basan en el grado de credibilidad sobre la ocurrencia
0 no de un evento. Esta probabilidad refleja el sentimiento que hace que se tenga mas
0 menos confianza sobre la veracidad de una determinada proposicion, y que guia a
tomar determinada decisién o accion.

La probabilidad subjetiva se asigna a un evento basado en las creencias y/o
informacién disponible y frecuentemente se asignan probabilidades subjetivas cuando
los eventos ocurren una sola vez.
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Definicion clasica

6n como frecuencia relativa
Definicién subjetiva
Repaso Teoria de conjuntos

Definiciones de Probabilidad

Definicion subjetiva

Ejemplo. Tasas de interés

Hay incertidumbre en cuanto a si la tasa de interés subird, bajara 6 permanecera
constante para el mes de octubre. Un administrador de empresas decide signar ciertas
probabilidades a los distintos resultados de las situacion de la tasa de interés del mes
que entra con base a los informes de Banco de México, fuentes financieras, etc.

Baja Igual Sube
Probabilidad: 0.6 0.1 0.3

Estas probabilidades son asignadas con base en informacién que se colecta y en
experiencia propia por lo que son probabilidades subjetivas que pueden cambiar de
individuo a individuo, a diferencia que las definiciones clasica y frecuentista de la
probabilidad que son las mismas para todas las personas.
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. Definicior
Definiciones de Probabilidad Definicién como frecuencia relativa
Definicion subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Conjuntos

@ Conjunto. Coleccién de varios elementos. Por ejemplo, A = {2,4,6}; B = {1,2,3,4}.

@ Conjunto universo. Es el conjunto que contiene a todos los elementos. Por ejemplo,
S={1,2,3,4,5,6}.

@ Conjunto Vacio (). Es un conjunto sin elementos. Por ejemplo,
{“NUmeros pares multiplos de 7"} = 0.

Diagrama de Venn

=

\’ =

/

/

o
XA
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. Definicion
Definiciones de Probabilidad Biitie EeE kEhE
Definicion subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Operaciones de conjuntos

@ Inclusion. A es subconjunto de B, A C B, cuando todos los elementos de A estan contenidos

en B. (Figura a)
AC B, si,w € A, entoncesw € B

@ Union. La unién de dos conjuntos Ay B, AU B, es el conjunto formado por todos los
elementos de Ay todos los elementos de B. (Figura b)

AUB={we Slwe Ao we B}

@ Interseccion. La interseccion de dos conjuntos Ay B, AN B, es el conjunto formado por los
elementos que estan en Ay que también estan en B. (Figura c).

ANnB={we Slwe Ay we B}
ACB AUB ANB
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Definicion

Definiciones de Probabilidad cuencia relativa

Repaso Teoria de conjuntos

Propiedades de operaciones de conjuntos

o Conmutativa

e AUB=BUA
e ANB=BnNA

o Asociativa
e AU(BUC)=(AuB)UC
e AN(BNC)=(ANnB)NnC

o Distributiva
e AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
e AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
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. Definicién
Definiciones de Probabilidad Definici mo frecuencia relativa
Definicion subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Propiedades de operaciones de conjuntos

@ Complemento. El complemento del conjunto A, es el conjunto A€ formado por todos los
elementos de S que NO son elementos de A.

A = {w e S|w ¢ A}

@ Conjuntos mutuamente excluyentes o ajenos. Dos conjuntos Ay B son mutuamente
excluyentes o ajenos si no tienen ningun elemento en comun.

Ay B excluyentes, siy solosi, ANB =10

@ Diferencia de dos conjuntos. La diferencia de dos conjuntos, A — B es el conjunto de todos
los elementos de A que NO estan en B.

A—B={weAw¢B}
AC ANB=10 A—B
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Definiciones de Probabilidad

Leyes de De Morgan

o (ANB)° = A°UB°
o (AUB)° = A°N B°

(AN B)¢ = AU B°

como frecuencia relativa
Definicion subjetiva
Repaso Teoria de conjuntos

(AUB)® = AN B°
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Definicién

Definiciones de Probabilidad Definici mo frecuencia relativa
Definicion subjetiva
Repaso Teoria de conjuntos

Conjuntos y eventos

Ejemplo:
@ Considere el conjunto universo S = {1,2,3,4,5,6} y sean los eventos
A={2,4,6},B={1,2,8,4},C = {1,3,5}. Determine:
Q@ AUB={1,2,3,4,5,6}.
O ANB={2,4}.
@ C=A°={1,3,5}.
QO A°NB={1,3}.
@ AUB° = {6}.

O Muestre que Ay C son mutuamente excluyentes. AN C = An A° = (.

Note que por definicién de conjunto complemento AU A® = S.
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. Definicion clasica
Definiciones de Probabilidad Definicic ) frecuencia relativa
Definicion subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Conjuntos y eventos

Ejemplo:
Q Sean A= {2,4},B={2,3,4,5}. Entonces AC BYyAUB=ByAnB=A.

Recuerde que en general, los subconjuntos del espacio muestra son los eventos. La
probabilidad es una medida de dichos eventos.
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. Definicion clasica
Definiciones de Probabilidad Definicic ) frecuencia relativa
Definicion subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Conjuntos y eventos

Ejemplo:
© Considere el experimento aleatorio de lanzar un dado y registrar el nimero
obtenido. Se definen los siguientes eventos:

A = { El valor observado es par}.

B = { El valor observado es menor o igual a 4}.

C = { El valor observado no es par}.

D = { El valor observado es par o es un nimero menor o igual a 4}.
E = { El valor observado es par y es un nimero menor o igual a 4}.

Q00000

F = { El valor observado es 7}.
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Definicion

Definiciones de Probabilidad omo frecuencia relativa

Definicién subjetiva

Repaso Teoria de conjuntos

Conjuntos y eventos

Ejemplo:

@ En una batalla sangrienta luchaban 270 hombres. 90 de ellos perdieron un ojo; 90 un brazo; y
90 una pierna. 30 perdieron un ojo y un brazo; 30 un brazo y una pierna; 30 una pierna y un
0jo; y 10 perdieron un ojo, un brazo y una pierna.

e ;Cuéantos hombres no perdieron nada?

@ ;Cuantos tuvieron exactamente una lesion?,
¢dos?, jtres?

@ ;Cuantos tuvieron al menos una lesién?,
¢dos?, jtres?

@ ;Cuantos tuvieron no méas de una lesién?,
¢dos?, jtres?
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Axiomas de probabilidad

Axiomas de Probabilidad y Corolarios Corolarios
Ejemplos

Axiomas de probabilidad

Dado un espacio muestral Sy F una familia de subconjuntos (eventos) de S, cualquier medida de
probabilidad P de un evento B € S debe cumplir con las siguientes propiedades:

Axiomas:
@ 0 < P(B) < 1, para cualquier B € F.
Q P(S)=1.
@ SiA,..., A, € S, eventos mutuamente excluyentes (A; N A =0, i#j),entonces

n
P (UA,-) =P(A) + - +P(An)
=1
Q SiA, - € F, talesque, AiNA; =0, i+ ] entonces

P (G Ak> =SB4
k=1 k=1
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Axiomas de probabilidad
Axiomas de Probabilidad y Corolarios Corolarios
Ejemplos

Corolarios

Corolarios:
@ Sea A € F, entonces
P(AC) = 1 — P(A)
donde AC es el complemento del evento A.
Demostracion: AN A = 0y AU AC = S. Luego,

12 p(s) = P(AU A%) 2 p(A4) + P(AC)

De donde, P(AC) = 1 — P(A).
@ La probabilidad del evento imposible () es cero.
P(@)=0
Demostracion: S¢ = 0,

PO) =P(SC) Z1-B(S)21-1=0
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de probabilidad

Axiomas de Probabilidad y Corolarios
Ejemplos

Corolarios

Corolarios:

© Sean A, B € F, entonces
P(AuB) =P(A)+P(B) —-P(ANB)
Demostracion: Note que AU B = AU (A° N B). Luego,
P(AU B) = P(A) + P(A° N B)
=P(A) + [P(A°N B) + P(AN B)] — P(AN B)
=P(A)+P(B) —P(ANB)

@ Si B C A, entonces
P(B) < P(A), y P(A— B) = P(A) — (AN B)

Demostracion:

Si B C A, entonces A se puede escribircomo A= BU (AN B°)y
BN (AN B%) = 0. Luego, P(A) 2 B(B) + P(A N B°). Entonces,
P(A) — P(B) = P(AN B€) = P(A - B).
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Axiomas de probabilidad

Axiomas de Probabilidad y Corolarios Corolarios
Ejemplos

Probabilidades de eventos

Ejemplos:

@ Una caja contiene tres boletos numerados con las etiquetas 1, 2 y 3. Se considera
el experimento aleatorio de extraer dos boletos con reemplazo. ;Cuél es la
probabilidad de que la suma de los nimeros sea cuatro?

@ Considere el mismo experimento aleatorio anterior pero ahora la extraccion de los
boletos es sin reemplazo. ;Cuél es la probabilidad de que la suma de los
nameros sea cuatro?

34/67

E. Barrios Estadistica | il 8 de octubre de 2024



Axiomas de probabilidad

Axiomas de Probabilidad y Corolarios Corolarios
Ejemplos

Probabilidades de eventos

Ejemplo:
© Considere el ejemplo de tabaquismo del tema anterior. Suponga en esta ocasién que la
mayoria de los estudiantes fue encuestada. El cuadro de frecuencias relativas (%) con la
informacién obtenida es la siguiente:

Habito Hombres Mujeres Total
N 28.52 23.52 52.02
D 4.63 2.04 6.67
F 34.26 7.04 41.30
Total 67.41 32.60 100.00

Donde, N, Dy F denotan los grupos de ‘nunca ha fumado”, “dejo de fumar”’y “fuma
actualmente”, respectivamente y las frecuencias estan representadas en porcentajes.

Con base a la definicién de frecuencia relativa de probabilidad, las frecuencias relativas
presentadas en el cuadro se pueden interpretar como probabilidades. Las probabilidades en
el cuerpo de la tabla se denominan probabilidades conjuntas y las probabilidades en los
margenes del cuadro, probabilidades marginales. Las primeras se refieren a probabilidades
de interseccion de eventos, las segundas a eventos con un solo atributo. Asi:

e P(HN N) = 28.53%; P(M N F)=.0704; e P(M)=.3260; eP(N)= 5204
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Axiomas de probabilidad

Axiomas de Probabilidad y Corolarios Corolarios
Ejemplos

Probabilidades de eventos

Ejemplo:

@ Estudios recientes muestran que en cierta poblacién de México, la probabilidad
de que un habitante sea mayor de 40 afnos o tenga calvicie es de 0.40. La
probabilidad de que sea mayor de 40 afos es de 0.20, y la probabilidad de tenga
calvicie es de 0.30. Calcule la probabilidad de que un individuo:

@ Tenga 40 afios 0 menos.

© Sea mayor de 40 afios con calvicie.
@ Sea mayor de 40 afios sin calvicie.
© Tenga 40 afos 0 menos con calvicie.

Q@ Tenga 40 afios 0 menos sin calvicie.
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de probabilidad

Axiomas de Probabilidad y Corolarios

Ejemplos

Probabilidades de eventos

Solucion:
Sean A = {Individuo mayor de 40 afios}, B = {Individuo con calvicie}. Se tiene que
P(A) = 0.20, P(B)=0.30, P(AUB)=0.40
Entonces:
0 p(A%) £ 1 _P(A)=1-0.20=08.
Q P(ANB) 2 P(A) + P(B) — P(AU B) = 0.20 + 0.30 — 0.40 = 0.10.
O P(ANBY) £ P(A) — P(AN B) = 0.20 — 0.10 = 0.10.
O P(A° N B) € P(B) — P(AN B) = 0.30 — 0.10 = 0.20.
Q I(

De M_organ

A° N BE) 1—P(AU B) = 0.60.
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Eventos independientes
lidad condicional

Probabilidad Condicional . de Probabilidad Total y Reg

Eventos independientes

Si la probabilidad de un evento A no cambia sabiendo de la ocurrencia de un evento B,
se dice que Ay B son eventos independientes. En caso contrario, si la probabilidad del
evento A cambia cuando sabemos la ocurrencia del evento B, entonces se dice que A

y B son eventos dependientes.

Ejemplos:
@ . Cudl es la probabilidad de que se cumplan los programas de venta de
subscripciones al servicio de internet por cable? (Evento A).
@ ¢ Modificaria su probabilidad si Canal 40 reinicia sus transmisiones? (Evento B).

O ¢Modificaria su probabilidad si el servicio de ATT y el servicio de Telmex bajan 40 % y

25 %, respectivamente, sus precios de conexion a internet? (Evento C).
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Eventos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos

Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de B:

Probabilidad condicional

Ejemplos:
@ Considere el espacio muestral S = {1,2,...,100}. Nos preguntamos por la
probabilidad de que si extraemos un nimero al azar, éste sea un nimero multiplo
de 4. Es decir,

P ({Mltiplo de 4}) = P(A)

@ Si el nimero que extrajimos es mayor que 50, ;modificaria la probabilidad de A?
P ({Mdltiplo de 4 dado que el nimero es mayor que 50}) = P(A|B)
© O bien, si el nUmero que extrajimos es primo, ¢ modificaria la probabilidad de A?

P ({Mltiplo de 4 dado que el nimero es primo}) = P(A|C)
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Eventos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos

Probabilidad Condicional e de Probabilidad Total y Reg

Eventos independientes y probabilidad condicional

La probabilidad condicional de un evento A es la probabilidad de este evento dada la
ocurrencia de otro evento, digamos B. Al momento de saber de la ocurrencia del
evento B, esto puede o no modificar las circunstancias del fenémeno para la
ocurrencia del evento A, luego, su probabilidad puede variar.
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Eventos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos

Probabilidad Condicional e de Probabilidad Total y Reg

Probabilidad condicional

Ejemplos:
@ De un paquete de cartas bien mezclado se extraen dos cartas, una alavez y se
colocan boca abajo sobre una mesa.
@ ;Cuadl es la probabilidad de que la segunda carta sea reina de corazones?

O ;Cudl es la probabilidad de que la segunda carta sea una reina de corazones si se
sabe que la primera es el siete de tréboles?

Solucién:
@ Elinterés es en la segunda carta sin importar la primera. Sea
A = { Reina de corazones}. Entonces
9
P(A) = —
(A) =5

O Se tiene la informacién de que la primer carta es B = {Siete de tréboles}, luego, la
segunda carta no puede ser nuevamente siete de tréboles. Entonces,

1
B(AIB) = &
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Eventos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos

Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de

Probabilidad condicional

@ Dos boletos son extraidos aleatoriamente con reemplazo de una caja de cuatro
boletos numerados 1,2, 3, 4.

@ ;Cuadl es la probabilidad de que le segundo boleto sea 4?
O ;Cual es la probabilidad de que el segundo boleto sea 4 dado que el primero fue 2?

Solucién: El espacio muestra es:

1,1, (1.2, (1,3), (1.4),
s—) @N, (22, (23), (24),
@1, 3.2, 33, (3.4),
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4)

A = {El primer boleto es 2} = {(2, 1), (2,2), (2,3), (2,4)}
B = {El segundo boleto es 4} = {(1,4),(2,4),(3,4),(4,4)}
Q P(B)=4/16 =1/4
0 P(BJA) =P({(2,4)}1{(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)}) = 1/4

Note que le probabilidad de B fue calculada de manera distinta pero ésta no

cambid.
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Eventos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos

Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de

Probabilidad condicional

© Considere el mismo experimento pero ahora la extraccion es sin reemplazo.

@ ;Cuadl es la probabilidad de que le segundo boleto sea 4?
O ;Cuadl es la probabilidad de que el segundo boleto sea 4 dado que el primero fue 2?

Solucién: En esta ocasion el espacio muestra es:

(1,2), (1,3), (1,4),
(2,1), (2,3), (2,4),
3.1, 3,2, (3,4),
4.1, (42, 423),
A = {El primer boleto es 2} = {(2, 1), (2,3),(2,4)}
B = {El segundo boleto es 2} = {(1,4), (2,4), (3,4)}
Q P(B)=3/12=1/4
9 P(BIA) =P ({(2,4)}1{(2,1),(2,3),(2,4)}) =1/3
Note que en esta ocasién s/ cambié el valor de la probabilidad del evento B.
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Eventos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos

Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla d

Probabilidad condicional

Note: A|B 6 BJA no son eventos. Lo que ha cambiado el la medida de probabilidad. De
hecho, dado el evento A con P(A) > 0, se puede definir la probabilidad P(-|A), como

Mmm:ﬂﬁ%g

para todo evento B € F
IP(B|A) denota la probabilidad del evento B dado que el evento A ha ocurrido.

La regla de la multiplicacién ayuda a encontrar la probabilidad de que dos eventos
ocurran simultdneamente. A saber,

P(AN B) = P(B|A)YP(A) = P(A|B)P(B)
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Eventos independientes

Probabilidad condicional

. - Ejemplos
Probabilidad Condicional e a de Probabilidad Total y

Probabilidad condicional

Ejemplos:

@ Una caja tiene 3 boletos, uno rojo, uno verde y uno azul. Dos boletos son
extraidos sin reemplazo. ; Cuél es la probabilidad de seleccionar primero el boleto
rojo y luego el verde?

Solucién:
Sea A = {Sacar el boleto rojo} y B = {Sacar el boleto verde}.

P(AN B) = P(A)P(B|A) = 1/3-1/2 = 1/6
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Eventos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos
Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de

Probabilidad condicional

@ En el ejemplo de los calvos, se desea encontrar:
@ La probabilidad de seleccionar una persona con calvicie dado que se sabe que es

mayor de 40 afos.
@ La probabilidad de seleccionar una persona menor de 40 afios dado que se sabe que

tiene calvicie.

Solucion: Sean A = {Individuo mayor de 40 afios}, B = {individuo con calvicie}. En el
problema original, se habia encontrado que P(A) = 0.20, P(B) = 0.30 y P(AU B) = 0.40.

Entonces,
o
_P(BNA)  P(A)+P(B)-PAUB) 02+03-04
P(B|A) = FA) F(A) = 02 =0.50
(0]
¢ P(A°NB)  P(B)-P(ANB) 03-01 _ _
P(A°|B) = 5B 5(B) =—o3 - 2/3 = 0.666
Note que

P(A°|B) = 1 — P(A|B)
P(A|B°) = 1 — P(A°|B°)
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Eventos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos
Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de Ba

Independencia de eventos

Dos eventos Ay B se dicen independientes si P(A|B) = P(A). Esto es, la probabilidad
del evento A no se ve afectada por la ocurrencia del evento B. Asi, aplicando la regla
de la multiplicacion: los eventos Ay B son independientes si

P(AN B) = P(A)P(B)

Ejemplos:
@ Considere el experimento de lanzar un dado y considere los eventos
A = {Numero impar} y B = {1,2}. ;,Son los eventos Ay B independientes?
Solucién: P(A|B) = 1/2; P(A) =3/6 = 1/2. Por lo que Ay B son eventos
independientes.

47/67

E. Barrios Estadistica | 3 - Probabilidad 8 de octubre de 2024



Eventos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos

Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de Bayes

Independencia de eventos

@ Considere dos urnas a) y b) con 6 boletos cada uno como se muestra en la figura.
Note que los boletos estan numerados 1,2, 3 y son de color blanco o gris.

a)| 1 2 2 1 2 | 2

b) | 1 2 3 1 2 2

El experimento consiste en extraer un boleto de manera aleatoria. Se definen los
eventos: A = {Boleto de color gris} y B = {Boleto nimero 2}. ¢ Para qué urna los
eventos Ay B son independientes?

Solucidén: Si Ay B son independientes entonces P(A|B) = P(A).
Urna A: P(A) =3/6 = 0.5y P(A|B) = 2/4 = 0.5. Entonces Ay B son eventos independientes.

Urna B: P(A) =1/2 = 0.5y P(A|B) = 2/3. Entonces, Ay B son eventos dependientes.
También se podria verificar si P(B|A) = P(B), o bien si, P(AN B) = P(A)P(B).
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Eventos independientes
dad condicional
Ejemplos

Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de Bayes

Teorema de Probabilidad Total

El resultado sirve para calcular probabilidades de un evento cuando el espacio
muestral S es la unién de eventos mutuamente excluyentes.

Suponga que S = My U M, U M3, donde los M;’s son mutuamente excluyentes y
considere el evento A € F. Luego

A=(ANM)UANM)U (AN Ms)

y donde los eventos (AN M;) son eventos mutuamente excluyentes. Entonces,

P(A) = P(AN M) + P(AN M) + P(AN M)

y por la regla de la multiplicacion

P(A) = P(AIM;)P(M;) + P(AIM2)P(Mz) + P(A|M3)P(M3)

o bien, 3

P(A) = P(AIM)P(M))
i=1
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Eventos independientes
Pr lidad condicional
Ejemplos

Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de Bayes

Teorema de Probabilidad Total

Definicion : En general, My, Ms, ..., Mn se dice que es una particién del espacio
muestral S si:

i) S=UL My

ii) Los Mj's son mutuamente excluyentes, A; N A; =0, i # j.

Teorema de Probabilidad Total (TPT):
Sea {M;}", una particion del espacio muestral S . Entonces, para todo evento A € F,
se tiene que
m
P(A) = > P(AIM;)P(M))

i=1
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Eventos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos

Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de Bayes

Teorema de Probabilidad Total

Ejemplo:

Se lanza una moneda cargada P({4guila}) = 2/3. Si sale dguila se extrae
aleatoriamente una canica de una urna con 2 canicas rojas y 3 verdes. Si sale sol, se
extrae una canica de otra urna con 2 canicas rojas y 2 verdes. ;,Cudl es la probabilidad
de extraer una canica roja?

Solucién:

Sean los eventos A = {Aguila}; B = {Sol}; R = {Canica roja}; V = {Canica verde}.
El espacio muestral es S = {(aguila,roja),. .. ,(sol,verde)}. Las probabilidades
condicionales son (Vea el diagrama de arbol):

P(R|A) = 2/5; P(R|S) = 2/4; P(V|A) =3/5; P(V|S) =2/4

Entonces, por el teorema de probabilidad total (TPT)

P(A) = P(R|A)P(A) + P(RIS)P(S) = (2/5) - (2/3) + (2/4) - (1/3) = 0.433
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Ev s independientes
Prob: d condicional

. - Ejemplos
Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de Bayes

Teorema de Probabilidad Total

Arbol de Probabilidades:

roja p= (2/5)(2/3)

2/5
aguila
2/3
3/5
. verde p=(3/5)(2/3)
Experimento )
roja = (2/4)(1/3
o/ ) p= (2/4)(1/3)
1/3
sol
24N verde  p= (24)(1/3)
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Eventos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos

Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de Bayes

Teorema de Bayes

Ejemplo:

Cierta comparia elabora objetos con tres tipos de maquinas con diferentes tecnologias. La
magquina 1 elabora 30 % de la produccién, la maquina 2 el 50 %, y la maquina 3 el 20 %. Se sabe
que la maquina 1 tiene la probabilidad de fabricar un objeto defectuoso de 0.1, la maquina 2 de
0.12 y la maquina 3 de 0.04. ;Cudl es la probabilidad de que un objeto tomado al azar haya sido
producido por la maquina 1 si éste es defectuoso?

Solucion: Sean los eventos M; = {El articulo fue producido por la maquina i}, i =1,2,3y
D = {Articulo defectuoso} Se pregunta por P(M;|D).
Note que P(M;) = 0.3; P(My) = 0.5;P(M3) = 0.2y que P(D|M;) = 0.1; P(D|M,) = 0.12;
P(D|Ms) = 0.04. Entonces,
P(My N D)
P(M;|D) = T
(D)

B P(D|My)P
~ P(D|M;)P(M;) + P(D| My )P
B (0.1) - (0.3
"~ (0.1) - (0.3) + (0.12) - (0.5
= 0.098

M)
)

My) + B(D|My)B(M;)

+(0.04) - (0.2)

donde se utilizé la regla de la multiplicacion y el teorema de probabilidad total.
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entos independientes
Probabilidad condicional
Ejemplos

Probabilidad Gondicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de Bayes

Teorema de Bayes

Arbol de probabilidades

a m oam
c
| a oma
o} m aom
a
m o} oma
e} a moa
m
(o} a oma
1a letra 2a letra 3r letra palabra

54/67

E. Barrios Estadistica | 8 de octubre de 2024



Eventos independientes
Pr lidad condicional
Ejemplos
Probabilidad Condicional Teorema de Probabilidad Total y Regla de Bayes

Teorema de Bayes

Regla de Bayes

En el ejemplo se utiliz6 el Teorema de Bayes para el célculo de la probabilidad
condicional P(M;| D). En general, cuando se tiene una particiéon {Ms, ..., Mn} del
espacio muestral S, el calculo de una probabilidad condicional como P(M|D), cuando
se tiene informacién de las probabilidades condicionales P(D|M;),

Teorema de Bayes:

_ B(D|M)P(My)
FMD) = S=m “3(Dim,)p(M)
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Permutaciones
Ordenaciones

[SEeIH
Caélculo Combinatorio

Calculo combinatorio

El calculo combinatorio o técnicas de conteo es una coleccion de reglas para contar
eficientemente. Contar correctamente es fundamental para el célculo de
probabilidades de eventos usando la definicién clasica de probabilidad. Esto es,

Ndmero de resultados a favor de A
P(A) = <= .
Numero total de posibles resultados
Ejemplo:
En una urna se tienen cuatro bolas numeradas 1, 2, 3, 4. ; Cuantos niumeros de dos
digitos se pueden formar extrayendo 2 bolas al azar sin reemplazo?

Solucion: Los nimeros que se pueden formar son: 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34,
41,42, 43.
Note que:

i) Los numeros 12 y 21 son distintos. Esto es, el orden es importante.

i) 11,22,33,44 no aparecen pues la extraccion es sin reemplazo.
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Permutaciones
Ordenac

Caélculo Combinatorio

Permutaciones

Las permutaciones u ordenaciones sin repeticion permiten calcular el nimero de
arreglos ordenados de tamafo r que se pueden formar de n posibles objetos distintos
sin repeticion:

n!

n-(n=1)---(n—k+1)= nPr:m

Donde, n! (n factorial) es igual al producto de los primeros n enteros, es decir,
nl=1-2.-.(n—1)-n. La expresion anterior se lee “permutaciones de nenr’.
En el ejemplo anterior, el total de numeros de 2 digitos de un 4 posibles es

41 24
Po=—" =_— =12
M VI TR
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Permutaciones
Ordenaciones
Combinaciones

Ejem
Caélculo Combinatorio

Permutaciones

Ejemplo:
@ . Cuantas palabras de 3 letras se pueden formar con las letras o, a, m sin repeticion?

3! 6

Gooy—1°°

Solucion: 3P; =

Diagrama de arbol con todas las palabras posibles

a m oam
o]

m a oma

c m aom
a

m o oma

o] a moa
m

[¢] a oma

1aletra 2a letra 3r letra palabra
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Caélculo Combinatorio

Ordenaciones

Permutaciones
Ordenaciones
Combinaciones

Eje

Ejemplo:

0 ¢ Cuantas palabras de 3 letras se pueden formar con las letras o, a, m con repeticién?

Solucién:
° 000
o< a ooa
m  oom
° a0
° a< a oaa
m  oam
° omo
m< a ama
m  omm
° aco
o< a aca
m  aom
° aao
a a< a aaa
m  am
° amo
mé a ama
~m  amm
. ° moo
o< a moa
m  mom
° mao
a< a maa
m  mam
° mmo
m< a mma
m mmm
1a. letra 2a. letra 3a. letra  palabra

Estadistica |

Ordenaciones con repeticion:

3:-3-3=
En general, el nimero de arreglos ordenados de tamario r
que se pueden formar de n objetos distintos con repeticion:
n-n---n= ,0,=n"
N’

r

y se lee “ordenaciones denenr’.
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Permutaciones
Ordenaciones
Combinaciones

Ejemplos
Caélculo Combinatorio

Ejemplos

© Se lanza una moneda al aire 4 veces. ;Cuantos elementos tiene el espacio
muestral de este experimento?

Solucidn:
S= {(a’ a, a, a)7 (a7 a, a, 5)7 ceey (Sz S, S, S)} N :204 = 24 =16

@ Se lanza una moneda al aire 4 veces. ;Cuéntas son los posibles resultados en
donde se obtienen exactamente 2 aguilas sin importar el orden?

Solucién:
E={(aas59),(as,a5s),(as,sa),(s aa,s),(s asa),(ss aa)}

n(E) = 6.
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Permutaciones
Orde
Combinaciones

Ejemplos
Caélculo Combinatorio

Combinaciones

@ . De cuantas formas distintas se pueden elegir k objetos de n distintos? Esto es, ;de cuantas
maneras se pueden seleccionar k objetos sin reemplazo de n posibles?

Solucion:
n-(n—=1)---(n—k+1)

k!
Sea esta cantidad, ,Cx, |éase “combinaciones de n en r”. Entonces,

_n'(n—1)-~(n—k+1)_ n! _n
nCic = ki T Ki(n—k) (k)

donde (k) se conoce como el coeficiente binomial e indica el nimero de combinaciones de
n elementos tomados k a la vez.

El problema anterior se puede resolver contando las formas de acomodar 2 posiciones,
donde van las aguilas, de 4 posibles. Es decir,

(2) ! _2)12%:6
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taciones
nes
Combinaciones

Ejem
Caélculo Combinatorio

Calculo Combinatorio

@ Una caja contiene 5 nimeros. Sea extrae 3 al mismo tiempo. ¢ Cudles son los
posibles resultados del experimento?

Solucién: Considere como calcular el nimero de formas de seleccionar 3

(combinar) objetos de 5 posibles. Luego,

(5) 5 120 10

3/ " 3(5_3)! 6.2

Efectivamente, estos nimeros son: 123,124, ... 345.
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Permutaciones
Orde
Combinaciones

Ejemplos
Caélculo Combinatorio

Calculo Combinatorio

En resumen, las herramientas para contar eficientemente son las permutaciones, ordenaciones y
combinaciones, dependiendo si los casos involucran selecciones con o sin reemplazo y son
ordenados o no.

“ Sin repeticion Con repeticion

Con orden Permutaciones Ordenaciones
Sin orden Combinaciones

@ Permutaciones: ;De cuantas formas se acomodan 3 pelotas sin repetir de 5 posibles?
n=5P3=5-4=20
@ Ordenaciones: ;De cuantas formas se acomodan 3 pelotas con repeticién de 5 posibles?
n=50;3=5-5-5=125

@ Combinaciones: ;De cuéantas formas se seleccionan 3 pelotas sin repetir de 5 posibles y sin
importar el orden?
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Combinaciones

Ejemplos
Caélculo Combinatorio

Calculo Combinatorio

Ejemplos:

@ Muestreo (no) ordenado con (sin) reemplazo.

1,1, (1,2), (1,3), (1,4, (1,5
2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5
S= 3,1), (3,2), (3,3, (3,4, (3,9
4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5
(5,1), (5,2), (5,8), (5,4), (5,5)
@ Pares ordenados con remplazo :
50, =5-5=25

e Pares ordenados sin remplazo:

sPr =5.4=20

@ Pares no ordenados sin remplazo:

51 120
Cr= — == =10
527231 " 2.6
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Combinaciones

Ejemplos
Caélculo Combinatorio

Calculo Combinatorio

Ejemplos:
0 Una urna contiene 5 pelotas numeradas 1, . . ., 5.
@ Suponga que se seleccionan 2 pelotas de la urna con reemplazo. ;Cuéntos parejas ordenadas son
posibles? ¢ Cudl es la probabilidad de que las 2 extracciones tengan el mismo nimero?
Solucién: Sean S; = {Todas posibles parejas} y A = {Parejas iguales}.
n(Sz) = 500 =5-5=25; n(A)=5= 50, — 5P, =25—20
B n(A) 5

=2 _0.20
n(Ss) 25

@ Suponga que se seleccionan 2 pelotas de la urna sin reemplazo. ;Cuantos parejas ordenadas son
posibles? ;Cual es la probabilidad de que la primer bola sea mayor que la segunda?

Solucién: Sean Sy, = {Todas posibles parejas} y B = {Primer bola es mayor que la segunda}.
n(Sp) = 5P, =5-4=20; n(B)=10
n(B 10
(8) = =0.50

PO~ s "2
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Combinaciones

Ejemplos
Caélculo Combinatorio

Calculo Combinatorio

Ejemplos (cont.):

O Suponga que se seleccionan 2 pelotas de la urna sin reemplazo. Cuantos parejas
posibles? ;Cual es la probabilidad de que la suma de los nimeros sea 5?

Solucion: Sean S; = {Todas posibles parejas} y C = {Suma es 5}.

50 120
n(Se) = 602 = 5z = 56 = 10 n(C) =2
_ne _ 2 _

P(C) = S = 10 =020
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Permutaciones
Orde
Combinaciones

Ejemplos
Caélculo Combinatorio

Calculo Combinatorio

Ejemplos:

0 La combinacién de un candado esta dada por la 3 nimeros del conjunto J = {1,2,...,39}. Encuentre el
numero de combinaciones posibles.

Solucion: a) Suponiendo posible usar el mismo numero: n = 398 = 59,319; b) Sin no es posible usar un
nimero mas de 2 veces: n = 39 - 38 - 37 = 54, 834.

0 Un estudiante tiene 4 pares de zapatos y nunca usa el mismo par 2 dias consecutivos. ;De cuéntas formas
puede usar sus zapatos en 5 dias?

Solucion:n=4-3-3-3 -3 = 324.

@ . Cuantos nimeros telefonicos de 8 digitos distintos son posibles si el primer digito no puede se ni 0 ni 1?
Solucién: n = 8 - 107 = 80 millones.

Q a) ¢,De cuantas formas se pueden acomodar 10 estudiantes en 10 asientos?; b) ¢Y en 12?
Solucioén: a) n = 19Pyp = 10! = 3.628,800; b)n = 1,Pyp = 12!/2! = 229.500, 800.

0 a) ¢ De cuantas formas se pueden acomodar 6 personas en una mesa rectangular?; b)Y sila mesa es
redonda?

Solucién: a) n = 6!; b) n= 5!
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4 - V. Aleatorias y D. Probabilidad
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4 - V. Aleatorias y D. Probabilidad 13 de noviembre de 2024



Temario

@ Concepto de variable aleatoria.
@ Variables aleatorias discretas
@ Funcion masa de probabilidad (f. m. p.) y funcion de probabilidad acumulada (f. p. a.) o
de distribucién.
o Valores esperados, media y varianza.
© Variables aleatorias continuas
@ Funcion de densidad de probabilidad (f. d. p.) y funcién de probabilidad acumulada (f. p.
a.) o de distribucion.
@ Valores esperados, media y varianza.
© Distribuciones de probabilidad bivariadas.
@ Probabilidad condicional e independencia de variables aleatorias.

o Comportamiento conjunto variables aleatorias. Correlacion.
o Media y varianza de la suma de variables aleatorias.
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias

Ejemplo: Considere el lanzamiento de una moneda 3 veces.

El espacio muestral del experimento es:

S={(s,s,9),(s,s,a),...,(a,aa)}

Sea N = {Numero de aguilas en los tres lanzamientos}. Entonces,

w=|(s,s5) (s,s,a (s,as) (ass) (s,aa (asa) (aas) (aaa)
N=] 0 1 1 1 2 2 2 3
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias

Clasificacion:

Se define el rango de la variable aleatoria (R) como el conjunto de todos los posibles
valores que puede tomar la variable aleatoria.

Las variables aleatorias se clasifican segin su rango: discretas si el rango es un
conjunto discreto (numerable), o en caso contrario continuas.

En nuestro ejemplo, N es una variable aleatoria discreta que toma los valores
0,1,2 6 3. En este caso, el rango de N es: Ry = {0, 1,2,3}.
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias

Clasificacion:
Variables Aleatorias Discretas:

@ Se convoca a una reunién extraordinaria a los miembros de un club de 1000
socios. Sea A = Numero de asistentes a la reunion. Entonces,
R4 = {0,1,...,1000}.

@ Sea Y = Numero de llamadas que llegan al conmutador entre 8:00 y 10:00 am.
Entonces, Ry = {0,1,2, ... }.

@ Sea X = Numero de empleados trabajando medio tiempo 0 mas en un proceso.
Entonces, Rx = {1,2,... }.

@ Sea T = Tiempo en horas que durd la reunién. Entonces, Ry = {t: t > 0}.

@ Sea D = Paridad cambiaria promedio entre USD y $Mex. el mes de Octubre.
Entonces, Rp = {d : $10.00 < d < $11.00}.

@ Sea B = La balanza de pago entre México y China en 2023. Entonces,

Rg ={b: —0co < b< +oo}. .
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Variables aleatorias discretas

Variables aleatorias discretas

Funcién masa de probabilidad (f.m.p.)

Note que para la variable aleatoria: N = Numero de aguilas
P(N=10)= P({(s,s,s)} = 1/8

P(N=1)= P({(s,s,a),(s,a,9),(a,s,s)} = 3/8
P(N=2)= P({(s,a a),(a s, a),(aas)}= 3/8
P(N=3)= P({(a aa)}= 1/8

Pues por ejemplo,
P(IN=1) = P({(s,s,a),(s;a,s),(as,s)}
= P({(s,s,a)U(s,a,s)U(a,s,s)}
= P((s,s,a)) + P((s, s, a)) + P((s, s, a))
= 1/8+1/8+1/8

= 3/8 3

Asi, E:

@ P(N <2)=P(N=0)+P(N=1)=4/8=0.50. £,

@ P(N>2)=P(N=238)=1/8 = .125. T
ol \
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Variables aleatorias discretas

Variables aleatorias discretas

Ejemplo:
Considere X v.a. tal que para Rx = {1, 2, 3,4,5},

2x +1

P(X =x)= 35

1.0

P(X = x)
3/35
5/35
7/35
9/35
11/35
total 35/35

probabilidad
04 06 0.8

IS JENAN SRR Y

0.0 0.2

3
Note: X

@ 0< P(X=x)<1,paratodo x € Rx.
QX PX=x =1
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
. " Ejemplos
Variables aleatorias discretas
Va
Ejercicios

Variables aleatorias discretas

Funcién masa de probabilidad (£.m.p.)

La funcion fx : Rx — [0, 1], tal que fx(x) = P(X = x), para todo x € Ry, se dice
funcién masa de probabilidad (f.m.p.) de la variable aleatoria X.

Con esta notacion las propiedades anteriores pueden re-escribirse como

@ 0 < fx(x) <1, paratodo x € Ry.
O >icr, x(x)=1.
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

. ) Ejemplo.
Variables aleatorias discretas

Variables aleatorias discretas

Funcioén de distribucion o de probabilidad acumulada (f.p.a.)

La funcién de distribucion 6 de probabilidad acumulada (f. p. a.), Fx(x), de una
variable aleatoria X se define por:

Fx(x) =P(X < x), paratoda x € R
Propiedades:

@ 0 < Fx(x) <1, paratodo x € R.

@ Si ay bson dos nimeros tales que a < b, entonces Fx(a) < Fx(b). Es decir, la
funcién de distribucién es no decreciente.

Q Fx(—o0) =0,y Fx(+o0) = 1.

Q limy_o+ Fx(x + h) = x, para todo x € R. Es decir, la funcién de distribucion es

continua por la derecha. o5
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Ejempl.
Variables aleatorias discretas g

Variables aleatorias discretas

Funcion de distribucion o de probabilidad acumulada (f.p.a.)

Ejemplo (cont.) Considere otra vez a X, v.a. tal que

2 1
P(X = x) = XS;’

Entonces X tiene las siguientes £ m. p.y f. p. a..

x | 2 3 4 5
fx(x) | 0.086 0.143 0200 0.257 0.314
Fx(x) | 0.086 0.229 0.429 0.686 1.000

Funcién Masa de Probabilidad (f. m. p.) Funcién de probabilidad acumulada (f. p. a.)
o
o
© ©_|
S S
5 =
g8 g &
5 3
g < £ < |
2 o S o
s s
o ‘ o
o o
ol ‘ ‘ ‘ o
o o

T T T T T T
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Variables aleatorias discretas

Variables aleatorias discretas

Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Ejemplos

Ejemplos:

Funcién masa de probabilidad

1/3
1/2
1/6
0

fx(x) =

x = -1
x=0

X = +1
otra forma

Funcién de probabilidad acumulada

0
1/3
5/6
]

Fx(x) =

E. Barrios

x < =1
—-1<x<0
0<x < +1
x> +1

Estadistica |

probabilidad

probabilidad

Masa de Probabilidad

14
0.8
0.
05
04 0.33
0.2 017
0.0
-1 0 1
X
Funcion Cumulativa
de Distribucion
1 .
0.8 [ 2 2
0.
0.4
L 2 ©
0.2




Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

3 Ejemplos
Variables aleatorias discretas fnl

Variables aleatorias discretas

Bernoulli (p = 0.7)
Masa de Probabilidad

1.
0.8
Funcién masa de probabilidad g . 07
1—p x=0 g 0.4 0s
p(x) = p x=1 0.2
0 otra forma 00
0 1
X
Funcién de probabilidad acumulada Funcion Cumulativa
de Distribucion
0 x < —1 1 .
1/3 -1<x<0
Fx(x) = / sx< _ o8
5/6 0< x < +1 LN
1 x> +1 § oz
a [ o}
0.2
0.l L S—
1 12/89
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Variables aleatorias discretas

Variables aleatorias discretas

Bernoulli (p = 0.2)

Funcién masa de probabilidad

1—p x=0
px)=4 p x=1
0 otra forma

Funcién de probabilidad acumulada

0 x <0
F(x) = 1-p 0<x<1
1 x> +1
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
Ejemplos

Valor esperado

Masa de Probabilidad

14
0.8 0.8
©
3
2o
=
-
S 04
5
0.2 0.2
0.0
0 1
X
Funcion Cumulativa
de Distribucion
1 .
0.8 [ 5]
©
3
2o
=
-
S 04
5
0.2
0. 6

0
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Ejemplos
Variables aleatorias discretas fnl

Variables aleatorias discretas

Binomial (n = 6, p = 0.5)
Masa de Probabilidad

0.4
- 03 031
<
Funcién masa de probabilidad 3 02 02 02
P = (PR Sor
X.
0.0 10.02f 10.02
= (3)0.5’((1 —0.5)5* 0 1 2 3 4 5 6
X
Funcién de probabilidad acumulada Funcion Cumulativa
de Distribucion
FOO = i (@0 —p)"" - —
0.8
= Tuer (1051~ 0.5°7F £ o
£ os —
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

. . Ejemplos

Variables aleatorias discretas Jufz
Valor esperado

Variables aleatorias discretas

Binomial (n =9,p = 0.7)
Masa de Probabilidad

0.4
g °® 0.2.27
Funcién masa de probabilidad % 0.2 0
£ - 016
px) = (1 -p)"* o o
0.04
0.0 6 o '0'42 !
= (3)0.7)((0,3)97)( 01234567839
X
Funcién de probabilidad acumulada Funcion Cumulativa
de Distribucion
F(x) = k< (WP —p)* v -
0.8 *
= Zkgx (i)0'7k(0‘3)97k g 0. —3
£ 04
= o
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
Ejemplos

Valor esperado

Variables aleatorias discretas

Variables aleatorias discretas

Geomeétrica (p = 0.2)
Masa de Probabilidad

0.3
0.2
Bo.2 02
Funcién masa de probabilidad Zo. 018
0.1 o1
— e 0.0
px) = (1- p)x 1p 0.0 %06 %
o | P00
= (1-02*10.2) 01234567839
x
Funcién de probabilidad acumulada Funcion Cumulativa
de Distribucion
FO) = Sisdt-p)Tp L e
L 08 . 3 8
= 34, 0.8710.2) £o o
- | o
-g 0.4 Pa—s
= 0.2- *—O
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Ejemplos
Variables aleatorias discretas fnl

Variables aleatorias discretas

Geomeétrica (p = 0.6)
Masa de Probabilidad

0. 0.6
0.
B 04
Funcién masa de probabilidad 5 03
o 0.24
2 0.2
p(x) = (1-p)'p 0.1 01
0.0 10040 02494
= (1-0.6)*"10.6) 001 2 3 4 5 6 7
X
Funcién de probabilidad acumulada Funcion Cumulativa
de Distribucion
F(x) = S,x(1=—p)Fp v s
- 08 —
Skex 0-477(0.6) Soef oo
£ os
= 0.2
0. &

0 1 2 3
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
Ejemplos
A%

Variables aleatorias discretas

Variables aleatorias discretas

Poisson (A = 1.0)
Masa de Probabilidad

0.30.37
< 03
g
Funcién masa de probabilidad 2 o2 o8
E] .
8
= e M S 01
pix) = e "5 0.06
0.0 10,08
:e_1% 012345672809
X
Funcién de probabilidad acumulada Funcion Cumulativa
de Distribucion
- k
F(x) :eAZizg)fT L o g e
08 o
— —1 5% 1 B
= € Yo Lo
% 0.4 )
5
0.2
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
Ejemplos
A%

Variables aleatorias discretas

Variables aleatorias discretas

Poisson (A = 4.0)

Funcién masa de probabilidad

0.2!
0.2 0.30.2
5
” - S0 ods | 018
Funcién masa de probabilidad 5 -
S0 0.1
2N\ 5 0.07
p(x) = e "4 0.0 J 0.06
0.03,
0001082 [~10.05.01
« X
_ —4 4
= e X 01234567829
X
Funcién de probabilidad acumulada Funcién de distribucién
k
_ —A XA 14
F(x) = e "3k % o
0.8 O
_ —4 X ﬂ E [ Sl
= e 'Ykow £0
©
'S 0.4 *—O
5
0.2 ©
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
Ejemplos
Valor esperado

Variables aleatorias discretas

Varianza
Ejercicios

Problema:

Comité con 6 miembros y probabilidad de voto a favor de p = 0.3
valores observados y f.m.p

— tebrico
—— muestra

frecuencia relativa

Modelo: X ~ Binomial(n = 6, p = 0.3)

¢Cuantos votos podemos esperar, o bien, cuantos votos habra en promedio?

Estadistica | Aleatorias y D. Probabilidad



Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
[SELeH

Valor esperado

Varianza

Variables aleatorias discretas

Ejercici

Variables aleatorias discretas

Valor esperado

El valor esperado, esperanza matematica o media de una variable aleatoria o distribucion es una
medida de la tendencia central de la distribucion.

En el caso de variables aleatorias discretas se define como

ux =EXI = 3 xB(X = x) = 3 xix(x)

X€ERy XERy

* Note que el valor esperado de una variable aleatoria discreta es el promedio de los valores que
puede tomar la variable ponderado por la correspondiente probabilidad.

e Recuerde el célculo del promedio a partir de datos agrupados.

E. Barrios Estadistica |



Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
[SELeH
Valor esperado

Variables aleatorias discretas

Varia

Valor esperado

Ejemplo: Numero de aguilas en 3 volados

1 3 3 1
=E[N=0--+1-=-+4+2-—=-+3- - =1.54guilas
BN [N] st gt2 3+3 3 g
Ejemplo: variable aleatoria X 2 1
femp P(X = x) = 2F
35 o
X P(X = x) -
1 3/35 3
2 5/35 g8
3 7/35 g
S o
4 9/35 =
5 11/35 © ‘
T ol ‘ 3.57
total 35/35 S
1 2 3 Mg 5
X
3 5 7 9 11
—EX]=1-—+2.- —+3.—+4. —+5. — =357
nx = ETX] 3“3 st st s
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
[SELeH

Valor esperado

\ a

Ejercicios

Variables aleatorias discretas

Valor esperado

Propiedades:
Sean ay b constantes, y X una variable aleatoria. Entonces:

Q Ela =3 ,cp aP(X =X) =a),cp PX=x)=a-1=a
Q E[bX] = Xy cp, bXP(X = X) = bY,cp XP(X = x) = bE[X]
Q Efa+bX] =3 cp,(a+bX)P(X = x) = a+ bE[X]

Ejemplo: Suponga que la variable aleatoria X del ejemplo anterior representa el nivel
del inversion para el afio siguiente en una empresa. Si el monto de la inverion en
millones de pesos esta dado por 0.5 + 10X, ¢cual es el valor esperado de inversion
para el proximo afo?

Solucion:

E[0.5+10X] = 0.5+ 10E[X] = 0.5 + 10 - 3.37 = 36.2 millones de pesos

23/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
[SELeH
Valor esperado

Variables aleatorias discretas

Varia

Valor esperado

Valor esperado de funciones de una variable aleatoria

Sea X una variable aleatoria discreta con funcién masa de probabilidad fx(x) = P(X = x) y sea
g(+) una funcién real. Entonces, para Y = g(X)

py = E[Y] = E[g(X)] = > g0OK(x) = > g(x)P(X = x)
XERy XERy
Ejemplo:
Sean g(u) = /4, 0 h(v) = (v — 5). Entonces,
U=g(X)=VvX 6 V=h(X)=(X-5)?
también son variables aleatorias y su valor esperado esta dado por

pu=E[U =EgX)] = > g)ik(x) = D VXP(X =x)

XERy XERy
py = E[H] = E[h(X)] = >~ h(x)k(x) = > (x = 5)*P(X = x)
X€ERy XERy

24/89

E. Barrios Estadistica | 4 - V. Aleatorias y D. Probabilidad 13 de noviembre de 2024



Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
[SELeH

Valor esperado

Val a

Ejercicios

Variables aleatorias discretas

Valor esperado

Valor esperado de funciones de una variable aleatoria

Ejemplo: Considere otra vez el experimento de lanzar 3 veces una moneda y sea la
variable aleatoria X = NUmero de aguilas. Entonces, vimos que

N| o 1 2 3
p|1/8 3/8 3/8 1/8
G| +5 -10 —-10 +5

Si el jugador A recibe $5 si todas las monedas salen con la misma cara y paga $10 si
salen distintas, ¢cuanto espera ganar (perder) A?

25/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
[SELeH

Valor esperado

Varianza

Variables aleatorias discretas

Ejercicios

Valor esperado

Valor esperado de funciones de una variable aleatoria

Ejemplo: Considere otra vez el experimento de lanzar 3 veces una moneda y sea la
variable aleatoria X = NUmero de aguilas. Entonces, vimos que

N| o 1 2 3
p|1/8 3/8 3/8 1/8
G| +5 -10 —-10 +5

Si el jugador A recibe $5 si todas las monedas salen con la misma cara y paga $10 si
salen distintas, ¢cuanto espera ganar (perder) A?

Solucion:
Sea G = g(N) el monto en pesos que espera ganar A. Entonces,

1 3 3 1
[G] = E[g(N)] = +55 — 102 — 102 + 52 50/8 = —6.25

25/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
Variables aleatorias discretas

Varianza
Ejer

Varianza

Propiedades:

Sea X variable aleatoria con valor esperado ux y varianza 0)2( y sean a, b constantes.
Entonces se cumple que:

@ var(X) >

Q var(a) =

Q var(bX) = b2var(X)

Q var(a+ bX) = PPvar(X)

26/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
[SELeH

Valor esperado

Varianza

Ejercicios

Variables aleatorias discretas

Varianza

Ejemplo:

En la fase inicial de proyecto, el tiempo T (en semanas) en que la compaiia
constructora ABC que entregara la obra xyz es incierta. Por experiencia, se espera
entregar la obra a tiempo con una probabilidad del 50 %. En caso de retraso, T sigue
una distribucién de probabilidad dada por la siguiente tabla:

T 0 1 2 3 4 5
fr | 0.500 0.150 0.125 0.100 0.050 0.075

Fr | 0500 0.650 0.775 0.875 0.925 1.000

L 0.0 1.5 2.0 25 3.0 5.0

El tiempo T = 5 representa en realidad la probabilidad de entregar la obra después de
4 semanas. ({T =5} = {T > 4}).

27/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
Ejemplo.

Valor esperado

Varianza

Ejercicios

Variables aleatorias discretas

Varianza

Ejemplo: (cont.)

En caso de retraso la constructora es multada (L) con $1M mas medio millén por cada
semana extra, y una multa fija de $5M si el retraso es de méas de 4 semanas. Esto es,

0 siT=0
L={ 104+05T si1<T<4 (1)
5.0 siT>4

@ Bosquejelaf m.p.ylafp. a.
@ Calcule el valor esperado y varianza del tiempo de entrega.

© Encuentre la multa esperada y su varianza.

28/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
Ejemplo.

Valor esperado

Varianza

Ejercicios

Variables aleatorias discretas

Varianza

Ejemplo: (cont.)

Solucion:
Sea T la variable aleatoria discreta que describe (modela) el tiempo de terminacion de
la obra xyz, y sea L la v. a. definida por la definicion (1).

@ Funcion masa de probabilidad (f. m. p.) y funcién de probabilidad acumulada o de
distribucion (f. p. a.).

funcién masa de probabilidad funcién de distribucién
o o
= S n
@ @ |
=i e =i e
g o g o]
= O = O
=] =]
8 = 8 <]
o o o o
o o
o~ o~
o o
o | 11 o |
S —T1 1 T T 1 e T T T T 1
0 1 2 3 4 <4 0 1 2 3 4 <4

29/89
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Varianza

Ejemplo: (cont.)

Solucion:

(2]
E(T) =
VT =

o(T) =

Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
Ejemplo.

Variables aleatorias discretas Vi

0(.500) + 1(.150) + - - - + 5(.075) = 1.28 semanas

(0 — 1.28)2(.500) + (1 — 1.28)2(.150) + - - - + (5 — 1.8)?(.075) = 2.60 semanas®
[02(‘500) +12(.150) + - - - + 52(.075)] — (1.28)? = 2.60 semanas®

Vv2.60 = 1.61 semanas

0.0(.500) + 1.5(.150) + - - - + 5(.075) = 1.25M
= [0.02(.500) 1+ 1.52(.150) + - - + 52(‘075)] ~1.25% = 2.225M2
V2.225 = 1.492M

30/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Variables aleatorias discretas

Ejercicios

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.2

Problemas CuadernoCompleto, seccion 3.2 :

Ejercicios recomendados:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13,15,18,19, 23, 24, 25, 26, 27, 29

31/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
Ejemplo:

Variables aleatorias discretas
Valor esperado

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.2

@ Se presentan 5 funciones. Determine cuéles son funciones masa de probabilidad.
Justifique su respuesta.
Q f(x)=+Vx; x=0.01,.04,.09,.16
f(x)=3%; x=1,2,3
fx) =% x=0,1,2

=5

f(x) =x —x*+0.1; x=0.1,0.2,0.3,0.4,0.5

© © 0o ©

f(X) = malay: x=0,1,2,3

32/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Variables aleatorias discretas

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.2

Q@ Solucion:

Si f(x) es una funcién masa de probabilidad legitima, entonces

i) f(x)>0
iy > f(x) =1
XxERy

Q SvVOl+.---4+vV16=14+2+.34+.4=10

O NO:1/5+2/5+3/5=6/5#1.0

© NO:fnoesf m. p. puesparax =0, f(0)=—-1/2 < 0.

QO NO:1—.014+.14---+.5-.254+.1#£1.0

© SEZ g+ 1o + o +gmi) = 2[1/6+1/2+1/24+1/6] =1

33/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Ejempl
Variables aleatorias discretas g

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.2

@ Sea X una variable aleatoria, tal que:

& six=1,2,3,4
p(x) =
9=x six=5,6,7,8

@ Calcule el valor de ¢ que hace que p(x) sea una f. m. p.. Calcule la distribucién de X'y
grafiquela.

@ Calcule el valor esperado y la varianza de la variable aleatoria.

© CalculeP(2 < X < 7).

E. Barrios Estadistica |



Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Ejempl
Variables aleatorias discretas g

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.2

Solucion:
(8]
& six=1,2,3,4
p(x) =
9—x six=5,6,7,8

@ Para que p(x) sea una f. m. p., se debe tener que 3" p(x) = 1. Luego,

l[e+4+6+8)+(4+3+2+1)] = 1
130 1
30 c
Luego, la funcién masa de probabilidad fmp
©
g
s six=1,2,3,4 3
30 1659,
p(x) = g3
2, six=5,6,7,8 “
ol | [ 1,

E. Barrios
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Variables aleatorias discretas

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.2

Solucioén:
0 2
X H —
5 six=1,2,3,4
p(x) = .
_x .
= six=5,6,7,8
o
EX) = S xPX=x)=1F+---+45 +55+ - +85 =4.0
var(X) = EQC)-E(X)? = [1PZ 4.+ 82E 184+ +87%] - (407 =30
o(X) = V(X) =1.732
o 21
PR<X<7)=P(X=8)+---+P(X=86)= —[6+8+4+3] o

36/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

) ) Ejemplos

Variables aleatorias discretas o
Valor esperado
Varianz

Ejercicios

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.2

@ © SiX esuna variable aleatoria con media 'y varianza o2, defina Z como:

(X =y

z 5t (X—12)

Encuentre el valor esperado de Z.
@ Sea Y una variable aleatoria con media A y varianza v2, y sea
2Y — )
W=Y+4+ —

Encuentre el valor esperado y la varianza de W.

E. Barrios Estadistica |



Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién
Ejemplo:
Valor esperado

Variables aleatorias discretas

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.2

Solucion:
@ O Xva.conE(X) = pu,yvar(X) = o2,

(X —ny?
7= (x—12)

Entonces,

+a7mﬂ

] E(X —12)
= HE(X - w)? +E(X) + 12
— 1,2 _

= 20 +p—12

= p—1

38/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Variables aleatorias discretas

Ejercicios

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.2

@ Una urna tiene 4 canicas roja y 6 canicas blancas, se extraen 3 canicas sin
reemplazo. Sea X la variable aleatoria que denota el nimero total de canicas
rojas extraidas de la urna.

@ Construya una tabla mostrando la distribucién de la probabilidad de X.
@ Encuentre su valor esperado, varianza y desviacion estandar.

39/89
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Funcién masa de probabilidad y funcién de distribucién

Ejemplo:
Variables aleatorias discretas g

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.2

‘Q)N—lo‘x

p(x)

0.167
0.500
0.300
0.033

1.000

Solucién:
@ Sea X el nimero de canicas rojas en la muestra de tamario 3, extraida sin reemplazo. Ry = {0, 1,2, 3}.
(1]
@) (20 oa—op amay  1-20
P(X = 0) = ~220=0 = ( )10!( " _ - —10/60
(3) T01(T0—0)!
DG wasy aee 4415
PX=1)= = MEDLEES T2 _ 30/60
DT 120 120 ~ %/
(g) (352) 6-6
P(X =2)= = ="% — — 18/60
( ) ) 120 /
(g) (353) 4.1
P(X =38) = =5 = 155 = 2/60
(3)
(2]

E(X) = 0(.6) + 1(.5) + 2(.3) + 3(.083) = 1.2

var(X) = 02(.6) + 12(.5) + 22(.3) + 32(.083) — (1.2)2 = 0.56

4 - V. Aleatorias y D. Probabilidad

Estadistica |
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Funcién de densidad
Funcién de distribucion

Variables aleatorias continuas

Variables aleatorias continuas

Las variables aleatorias continuas son aquellas que pueden tomar cualquier valor en
un intervalo dado, por lo que no es posible construir una tabla de frecuencias relativas
para el rango (posibles valores de la v. a..) o soporte.

La funcién de densidad puede verse como un proceso limite en funciones de masa de
probabi”

x x x 41/89
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Funcién de densidad
Funcién de distribucién
. ontinuas
Variables aleatorias continuas

Ejercicios

Variables aleatorias continuas

Funcion de densidad de probabilidad

La funcion de densidad de probabilidad (f. d. p.) de una variable aleatoria continua X puede verse
como un proceso limite en funciones de masa de probabilidad. Por lo mismo, se representan por
medio de expresiones matematicas fx(x).

Enel X na v. a. discreta:
el caso de que X sea una v. a. discreta Funcion de Densidad

Pa<X<b) = 3 P(X=x) 0
a<x<b
0.08—
Si X es una v. a. continua
b 0.06—
Pla< X < b) = / fr (U)ol 2
a 7).04!7
Por lo mismo, a diferencia de las v. a.
discretas, si X es continua, 0.02
B(X = a) = /: fe(u)du = 0 000 —
paratoda a € Rx. * /89
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Funcién de densidad
Funcién de distribucién

. tribuciones continuas
Variables aleatorias continuas

Variables aleatorias continuas

Funcion de densidad de probabilidad
Ejemplo:
Una fabricante de calculadoras electrénicas ha decidido exportar su producto a los E.E.U.U. Un

despacho de consultoria ha encontrado que la demanda X (aleatoria) del producto (en miles de
pesos) puede representarse por la siguiente funcién de densidad.

—30
folx) = X450 30 < x <60
x(X)

0 en otro caso

Para encontrar la probabilidad de que la demanda se encuentre entre 40 y 50 mil pesos,

5 y—30 1 [P % 1 1
P(40 < X = =— | == = —_(150) = —
(40 < X < 50) /w du { 30u} u 0( 50)

Note que

@ fx(x) > 0, paratodo —co < x < 400

o [ fy(u)du =1
43/89
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Funcién de densidad
Funcién de distribucién

. Algunas distribuciones continuas
Variables aleatorias continuas v

Variables aleatorias continuas

Funcion de densidad de probabilidad

La funcién fx : Ry — R, se dice que es funcién de densidad de probabilidad (f. d. p.)
de la variable aleatoria continua X si

Pla< X<b)= /b fx(u)du

a

La funcién de densidad fx(x) satisface las siguientes propiedades:

@ fx(x)>0,paratodo x € R
Q [13 f(x) =1

44/89
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Funcién de densidad
Funci6n de distribucion

N ontinuas
Variables aleatorias continuas

Variables aleatorias continuas

Funcion de probabilidad acumulada (f. p. a.) 6 distribucion
Ejemplo:
Xu—-30 ,  u®—60u-+900

Fe(x) = P(X < X) = du =
x(x) = B(X < x) /30 450 900 :

paratodo 30 < x < 60

Funciones de densidad y de distribucion

fdp fpa

0.07 1.0

0.0 /
0.04 / 0.6+
0.03
0.0

/ 0.2+
0.01- /
0.0

T T T T T

T T
[ 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

f(x)
Fx(x)

demanda x demanda x 45/89
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: continuas
Variables aleatorias continuas

Variables aleatorias continuas

Funcién de probabilidad acumulada 6 distribucion

La funcién de probabilidad acumulada (f. p. a.) 6 de distribucion Fx(x) de una variable aleatoria
continua X se define por:
X
Fx(x) =P(X < x) = / fx(u)du, paratoda x € Ry

— oo

Propiedades:

@ 0 < Fx(x) < 1, paratodo x € R.

@ Sia < b, entonces, Fx(a) < Fx(b). Es decir, la funcién de distribucion es una funcién no
decreciente.

Fx(—00) = 0,y Fx(+00) = 1.

la derecha.

o
Q lim,_, o+ Fx(x + h) = x, para todo x € R. Es decir, la funcion de distribucién es continua por
. . . ’ dFX

© Siademas X tiene £. d. p. fx(x), se cumple: F'(u) = o xeu = fx(u).

o

Para todo a < b,

P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a) 46/89
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Distribucion uniforme

Funcién de densidad
Funcién de distribucion

Variables aleatorias continuas
Valor esper

Ejercicios

Algunas distribuciones continuas

za

X ~ unif(0, 1)

Funcién de densidad

Funcién de distribucién

a<x<b
f(x) = b—a =7 =
0 de otra forma
1.
Funcién probabilidad acumulada o de distribucion o
0 x<a E o
— xX—a é 0.4
F(x) = b—a a<x<b s .
1 X >b 00l
Valor Esperado:
a+b
px = E(X) =
Varianza: B
0.
2 S
2 (b—a) B
oy = V(X)) = —— 20
X = V) 12 3
g 0.4
Desviacion estdndar: =0,
V(X) (b-a? "
ox = =
X 12

Estadistica |
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Funcién de densidad

Funcién de distribucion

Algunas distribuciones continuas
r oy val za

Ejercicic

Variables aleatorias continuas

Distribucion uniforme

X ~ unif(—4, —2) X ~ unif(2,10)

Funcién de densidad Funcién de densidad

1. 1.
0. 0.
° T
& o 2o
2 2
G 0.4 G 0.4
3 8
0.2 0.2
0 T T T T 1 o
-5 -4 -3 -2 -1 2 4 6 8 10
x x
Funcién de distribucion Funcién de distribucion
1. 1.
0. 0.
B B
2 o 2 o
3 3
2 04 £ 0.4
g 8
0.2 0.2
o r T T T 1 o O
-5 -4 -3 -2 -1 2 4 6 8 10
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Funcién de densidad
Funcién de distribucion

. Algunas distribuciones continuas
Variables aleatorias continuas

Distribucién exponencial

L . L X ~ Exp(1.0
Funcién de densidad de probabilidad xp(1.0)
e~ AX x>0 Funcién de densidad
f(x) =
0 de otra forma 1.
o A=1
Funcidn de probabilidad acumulada o de distribucion 5
go
x<0 é 0.4
F(x) =
1—e™ Ax 0<x 0.
o r T T T T 1
Valor esperado: 0 2 4 6 8 10
9 x
=EX)=— =1
#x ) A Funcién de distribucion
Varianza: ’ 1.
2
oy =var(X) = — =1 0.
X X =1 .
2o
Desviacion estandar: 2
5 04
1 o
ox =/ V(X) =4/ 5 =1 ’
* ( ) N2 o r T T T T 1
0 2 4 6 8 10
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Funcién de densidad

Funcién de distribucion

Algunas distribuciones continuas
r oy val za

Ejercicic

Variables aleatorias continuas

Distribucién exponencial

X ~ Exp(0.5) X ~ Exp(5.0)

Funcién de densidad Funcién de densidad

1. 1.
A=05 A=5
0. 0.
° °
& o 2o
2 2
G 0.4 G 0.4
3 8
0.2 0.2
X X
T T T T T 1 T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
x x
Funcién de distribucion Funcién de distribucion
1. 1.
0. 0.
B B
2 o 2 o
a a
8 8
2 04 8 04
g 8
0.2 0.2
X X
T T T T T 1 T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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Funcién de densidad

Funcién de distribucion

Algunas distribuciones continuas
Valor esper a za

Variables aleatorias continuas

Ejercicios

Distribucién gamma

Funcién de densidad de probabilidad: X ~ Gamma(1, 1)

AY pa—1,—Ax
f(x) = o) X € x>0 Funcién de densidad
0 de otra forma .
; ! a=1, A=1
dondel () = [ e~ Yu™""du. . 0.
& o
Funcién de probailidad acumulada o de distribucién: 2 0s
3
0 x <0 0
F(x) = 0.
A X qa—1,—Au
o) J§u e du 0<x
x
Valor esperado:
a Funcién de distribucion
px = EX) = —
A 1.
Varianza: 0.
2 _v(x) = — i,
ox = V(X) = 2 £
o . g 04
Desviacion estandar: s
0.
V(X) > o
g = = e
X A2 o 2 4 & & 10
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Variables aleatorias continuas

Distribucién gamma

X ~ Gamma(0.5,2.0)

Funcién de densidad

a=05 A=2

densidad

Funcién de distribucion

0.4

probabilidad

0.2

Estadistica |

Funcién de densidad

Funcién de distribucion

Algunas distribuciones continuas
r oy val za

Ejercicic

X ~ Gamma(2.0,0.5.0)

Funcion de densidad

a=2, A=05

densidad

Funcién de distribucion

probabilidad

52/89




Funcién de densidad

Funcién de distribucion

Algunas distribuciones continuas
Valor esper a za

Variables aleatorias continuas

Ejercicios

Distribucion normal

Funcién de densidad de probabilidad

X ~ N(0,1)
1 _1 ( X—p )2
f(x) = e 2\ o
o'\/g Funcion de Densidad de Probabilidad
n— X 1.
co oo < X < +oo 1=0, o?=1
0.
Funcién de probabilidad acumulada o de distribucion § o
S 04
3

" —un2
F(x) = ;ﬁ/ 3054 0. /\
—0oo 0.

con —oo < X < +o0. - 0 s

Valor esperado: Funcion Cumulativa de Distribucion

pux =E(X) =p

0.
E
Varianza: % 0.
3
U)Z(:VE"(X):UZ S 04
s
I < 0.
Desviacion estandar:
0.

[ e—
ox =y/var(X) = Vo2 =0 -5 o 5

53/89

Estadistica |



Variables aleatorias continuas

Distribucion normal

Funcién de densidad
Funcién de distribucion
Algunas distribuciones continuas

Valor e

er a za

Ejercicios

X ~ N(—1.0,9.0)

Funcion de Densidad de Probabilidad

u=-1, 0°=9

densidad

Funcion Cumulativa de Distribucion

probabilidad

Estadistica |

X ~ N(+3.0, 0.25)

Funcion de Densidad de Probabilidad

u=+3, 6°=0.25

densidad

Funcion Cumulativa de Distribucion

probabilidad
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Funcién de densidad

Funcién de distribucién

Algunas distribuciol continuas
Valor esperado y varianza
Ejercicios

Variables aleatorias continuas

Valor esperado

Se define el valor esperado de una variable aleatoria continua X con funcién de
densidad de probabilidad fx(x) por

800 = [ xix(00x =

cuando la integral existe. Las propiedades del valor esperado son las mismas que se

presentaron para el caso de las variables aleatorias discretas A saber,

Q E(a fR afx(u)u_afR (Wdu=a-1=a
Q E(b fR bxFx(u)du = be xfx(u)du = bE(X)
Q E(a+ bX) = [ (a+ bx)fx(u)du = a+ bE(X)
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Funcién de densidad

Funcién de distribucién

Algunas distribuciol ontinuas
Valor esperado y varianza
Ejercici

Variables aleatorias continuas

Valor esperado

El concepto de valor esperado es independiente del tipo de variable aleatoria.

El material desarrollado para variables aleatorias discretas se repite para las continuas,
sustituyendo las sumatorias por integrales y las funciones masa de probabilidad (f. m. p.) por las
funciones de densidad de probabilidad (f. d. p.).

Sea X una v. a. continua con fx su f. d. p.. Se define media o valor esperado de X como

E(X) = /m uf (u)du )

— oo

Si Y = g(X) donde g : R — R es una funcién, Y es también una variable aleatoria y su valor
esperado se puede calcular como

Asi por ejemplo,

E. Barrios Estadistica |



Funcién de densidad
Funcién de distribucién

Algunas distribuciol continuas
Valor esperado y varianza

Variables aleatorias continuas

Ejercicios

Valor esperado

Las definiciones y propiedades asociadas al valor esperado de las variables aleatorias
discretas se repiten para las variables aleatorias continuas.

Asi por ejemplo, si X es una v. a. continua con f. d. p. fx y valor esperado EX = py,
entonces la varianza de la v. a. esta dada por:

var(x) = & [(X - BX?) = [ 0 mPhetan

Nuevamente se cumple que
var(X) = E (X - EIX])?] = EIX?] - (E[X])? = E[X?] - u%

Similarmente se tiene,
@ E(a+ bX) = a+ E(X)
@ var(a+ bX) = bPvar(X)

o Etc.

57/89
E. Barrios Estadistica | 4 - V. Aleatorias y D. Probabili 13 de noviembre de 2024




Funcién de densidad

Funcién de distribucién

Algunas distribuciol ontinuas
Valor esperado y varianza
Ejercici

Variables aleatorias continuas

Valor esperado

Se define la varianza o de una variable aleatoria continua X con media E(X) = u y funcién de
densidad de probabilidad fx(x) por

var(X) = / T = (0 dx

cuando existe la integral. Las propiedades de la varianza son las mismas que se presentaron para
el caso de las variables aleatorias discretas. A saber,

@ var(X) >

Q var(a) = E(a (@)= -4a8=0
Q var(bX) = bPvar(X)

@ var(a+ bX) = bPvar(X)

Recuerde,
o% = V(x) = E[X*] — E°[X] = E[X?] — 1%

Se define la desviacién estandar y el coeficiente de variacion de una v. a. continua por

02, cv(X)= —— 58/89
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Funcién de densidad

Funcién de distribucién

Algunas distribuciones continuas
Valor esperado y varianza
Ejercicios

Variables aleatorias continuas

Ejemplo

Ejemplo: La demanda X es una v. a. continua con f. d. p.:

x—30
x50 30 < x < 60
fx(x)=q 40 =x=
0 en otro caso
Entonces,
60
60 _ 60 2 _ 1 3 2
E(X):/ x X 3od)(:/ X80 1Y 30X | —s0
30 450 0 450 450 | 3 2 |,
60
60 _ 1 60 1 4 3
E(X?) :/ X0 = 1 [T s0x@)ax = |2 30| = 2550
30 450 450 J3o 450 | 4 30
var(X) = E(X?) — E3(X) = 2550 — (50) = 50
gy = V50 =7.07 59/89
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Funcién de densidad
Funcién de distribucion
. 3s continuas
Variables aleatorias continuas

Ejercicios

Ejercicios

Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.3:

Recomendados:

2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,20

60/89

E. Barrios Estadistica |



Funcién de densidad

Funcién de distribucién

Alg s distribuciones continuas
rado y v

Ejercicios

Variables aleatorias continuas

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.3

© Sea X la v. a. que denota el tiempo en minutos que una persona tiene que
esperar hasta que pasa el camion en cierto lugar de la ciudad. Suponiendo que el
comportamiento de X es uniforme en el intervalo (0, 30), es decir, que la funcién
de la densidad de X es:

1/30 0<x<30
0 o.C.

fx(x) =

@ Obtenga la funcién de distribucion (f. p. a.) Fx.

@ Calcule el valor esperado de X, la desviacion estandar, la mediana y el coeficiente de
variacion de X.

© Diariamente, una persona se dirige a tomar el camién, pero no esta dispuesta a tomar el
camion si éste tarda mas de 10 minutos. ¢ Cual es la probabilidad de que en uno de dos
dias no tome el camién?
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Funcién de densidad
Funcién de distribucion

Variables aleatorias continuas

Ejercicios

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.3

@ La variable aleatoria Z tiene una funcién de densidad dada por:

fz(z) = ¢+ dz, 0<z<2

@ Calcule los valores de c y d tales que el valor esperado de la variable Z sea igual a 3/4.
@ Obtenga el valor esperado de W si:

W=7-22°
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Funcién de densidad

Funcién de distribucién

. Algunas distribuciones continuas

Variables aleatorias continuas v
Valor rado y v

Ejercicios

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.3

@ Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad:

3K|x —1| 0<x<3
fx(x) = { kx® 3<x<6
0 o.cC.

@ Encuentre el valor de k que hace que fx(x) sea una funcién de densidad. Grafique
fx(x).

Encuentre P(1 < X < 2), usando el valor de k.

Obtenga y grafique Fx(x).

Encuentre P(2 < X < 4), usando el valor de k.

Obtenga px = E[X]y 0% = var(X).

© 06 0 0©
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Funcién de densidad

Funcién de distribucién

. Algunas distribuciones continuas

Variables aleatorias continuas v
Valor esperado y varianza

Ejercicios

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.3

Solucion:
k =6/423 = 0.0141844
Funciones de densidad y de distribucion

0 o]
(3-7 -
< @_|
o o
™ ©o_|
o o

= £

= g
o~ ~ |
o o
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Funcién de densidad
Funcién de distribucién
N ontinuas
Variables aleatorias continuas

Ejercicios

Cuaderno de ejercicios. Sec 3.3

@ Eltiempo requerido (en fraccion de hora) por los estudiantes para presentar un
examen de una hora y media es una variable aleatoria X con funcién de densidad:

kx2 + x 0<x<15
fx(x) =
0 o.C.
Determine el valor de k.
Calcule el valor esperado y la varianza de la variable aleatoria.
Obtenga E[2 — 3X] y var(2 — 3X).
Encuentre la funcién de probabilidad acumulada.

Calcule la probabilidad de que un estudiante termine en menos de media hora.

© 06 6 0 0 O

Dado que un estudiante necesita al menos 30 minutos para presentar el examen,
encuentre la probabilidad de que necesite al menos 50 minutos para terminarlo.
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Distribuciones bivariadas

Distribuciones de probabilidad bivariadas

Distribuciones Discretas

Sean X'y Y variables aleatorias discretas, con rangos Ry y Ry respectivamente. La funcion de
probabilidad bivariada conjunta fxy esté dada por:

fxy(x,y) = P(X =x,Y =y), paratodos x € Rx, y € Ry

En el caso de que ambos rangos Ry, Ry sean finitos, la distribucion bivariada conjunta se puede
presentar en un tabla de probabilidades conjuntas. Por ejemplo, si Rx = {X1, X2, ..., Xm} Y
Ry = {y1,¥2, ..., ¥n}, ladistribucién conjunta de probabilidad de X'y Y:

X\Y )2 ye Yn

X1 fixa,pm)  f(xa,y2) - f(xa,¥n)
X2 fOe, 1) flxe,y2) -+ f(x2, ¥n)
Xm f(Xm’y1) f(er}/Z) f(Xm,}/n)

donde

P =PX=x,Y=y)="fy(Xy), i=1,....,mj=1,...,n c6/89
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Distribucion

Distribuciones bivariadas Funciones de
Normal bivariada
Fi

Distribuciones de probabilidad bivariadas

Ejemplo:

En una comunidad de la periferia de la ciudad de México, hace ya tiempo, se investigé el ingreso de las parejas que
formaban el ntcleo familiar. Se construyé una tabla de doble entrada donde X representa el ingreso de ély Y el
ingreso de ella, ambos en miles de pesos. La distribucién del ingreso se presenta en la siguiente tabla:

Ingreso de ella

Ingreso de él 0 1 2 3 4 total
1 A1 .03 .01 .01 .00 .16

2 .25 .10 .04 .01 .00 .40

3 .03 .08 .02 .02 .00 .15

4 .02 .07 .06 .03 .01 19

5 .01 .02 .01 .02 .04 .10

total .42 .30 .14 .09 .05 1.00

Asi, en aquel entonces, la probabilidad de que él tenga un ingreso de $2000 y ella de $3000 es de
P(X =2,Y =3) = pp3 = 0.01

Es decir, el 1 % de las parejas estaban en esa situacion. En la tabla puede verse también que, por ejemplo, 42 % de
ellas no tenian ingreso. Igualmente, el 15 % de ellos tenian ingresos de $3000.
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Distribuciones bivariadas

Distribuciones discretas

Sean X'y Y variables aleatorias discretas con rangos Ry y Ry respectivamente, y
fxy : RX X Hy — R, tal que

fXY(X’y):P(X:X7YZy)

paratodo x € Rx y y € Ry. La funcion fxy se dice funcion masa de probabilidad
conjunta de (X, Y).

Propiedades :

@ 0< fyy(x,y) <1,paratodo xy y..
Q Xich Xyen, Iv(x,y) =1.
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Distribuciones marginales

Distribuciones bivariadas

Distribuciones marginales

Sean X'y Y variables aleatorias discretas con rangos Ry y Ry respectivamente y con
funcién de probabilidad conjunta

fxy(X,y) = P(X=x,Y =y)

La funcién marginal de X esta dada por:

KX)=PX=x)= > fy(x,y)= > PX=x,y=y)
yeRy y€Ry

para todo x € Rx. Similarmente, la funcién marginal de Y esta dada por:

() =P(Y=y)= > fhe(xy)= > PX=xy=y)
XERyx XERx

para todo y € Ry.
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Distribuciones marginales

Distribuciones bivariadas

Distribuciones marginales

De esta forma, en el ejemplo anterior, las funciones marginales de X y Y estan dadas
por:

x |1 2 3 4 5 y o 1 2 3 4
fx(x)| 16 40 .15 19 .10 fr(y) | 42 30 .14 09 .05

Note que las funciones marginales de probabilidad fx y fy son funciones de masa de
probabilidad propias en el sentido que cumplen con las propiedades de . m. p.. Esto
es,

o @ 0< fx(x) <1, paratodo x € Ry.
O ey ¥ =1.

@ @ 0< fy(y) <1,paratodo y € Ry.
Q Yyeny fr(y) =1
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Distribuciones es
Distribuciones condicionales
a ependientes

Distribuciones bivariadas

Distribuciones condicionales

Recuerde que si Ay B son eventos tales que P(B) > 0, se define la probabilidad condicional de A

dado B como
P(AN B)

P(B)

De la misma forma, si X'y Y son v. a. discretas con funcién de probabilidad conjunta fxy(x, y) y
funciones de probabilidad marginal fx(x) = P(X = x) y fy(y) = P(Y = y), puesto que son
probabilidades de los eventos {X = x} y {Y = y}, respectivamente podemos definir la funcién de
probabilidad condicional de la variable aleatoria X dado {Y = y} por:

Fav—y () = h(xlY =) = fxiffy’f) - P(XPTYX;Yy): .

P(A|B) =

Por ejemplo, en el caso de ingreso por pareja

fr(2,0) P(X=2,Y=0) .25
(2]Y = 0) = = _2 _,
(@Y =0) fy(0) P(Y = 0) a2 059
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Distribuciones bivariadas

Variables aleatorias independientes

Dos variables aleatorias discretas X'y Y con funcién de probabilidad conjunta fxy. X y Y se dicen
variables aleatorias independientes si

fxy(X,y) = fx(x) - fy(y), paratodox € Rx,y € Ry
Es decir, si

PX=x,Y=y)=P(X=x)-P(Y=y), paratodox € Rx,y € Ry

En el ejemplo del ingreso por pareja, las variables X'y Y no son independientes pues
fxy(2,0) # fx(2)fv(0)
pues, de la tabla de probabilidades,

P(X =2,Y =0) = .25 # .168 = (.40)(.42) = P(X = 2)P(Y = 0)
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Distribuciones bivariadas

Ejemplo

Sea X = numero de visitas mensuales de un auditor a la compafia ABC, y sea Y = nimero de
fallas que encuentra el auditor. La funcién de probabilidad conjunta fxy se presenta en la siguiente

tabla:
X\Y | 2 3 4 fx(x)

1 4/54 8/54 12/54 | 24/54
2 | 5/54 10/54 15/54 | 30/54
fr(y) | 9/54 18/54 27/54 | 54/54

En este caso, la probabilidad conjunta es igual al producto de las probabilidades marginales. Por

ejemplo,para X =1y Y =2,
4 24 9
iy, ) =—=(=) (=
(21 = 55 <54> <54)

y asi paratodo x = 1,2y y = 2, 3, 4. Luego, las variables aleatorias X'y Y son independientes.
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Distribucion
Distribucion ndicionales
Variables aleatorias independientes
Cova

Distribuciones bivariadas Funciones de ariables aleatol
Normal bivariada
=

Independencia de variables aleatorias

Independencia de variables aleatorias en términos de probabilidades condicionales: las variables
aleatorias X'y Y son independientes si

fx(x|Y = y) = fx(x), paratodoy € Ry

Ejemplo:
for(1,2)  4/54 4 24
fx(1lY =2)= —F— 2L = 1 — = _ = — =f(1
x(1l ) f(2) 9/54 9 54 (1)

Nota, basta que para alguna pareja (x, y) no se cumpla la igualdad anterior para concluir que las
variables X'y Y no son independientes. Tal fue el caso del ejemplo del ingreso por nucleo familiar
donde

fxv(2,0) # x(2)fy(0)

luego, en este caso X'y Y no son independientes.
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Distribuciones bivariadas Funciones de as variables aleato
Normal bivariada
=

Covarianza de dos variables aleatorias

Sean X'y Y dos variables aleatorias con valor esperado ux y py, y varianza 0)2( y o$
respectivamente, se define la covarianza entre X y Y como

Cov(X,Y) = E[(X— px)(Y — py)]
= E[(X - EX)(Y - EM)I
= E(XY)— E(X)E(Y)

= axy

Se define el coeficiente de correlacion lineal de X y Y por:

corr(X, Y) = CovX,Y) _ _oxr = pxy
VX) V(Y) ox-ov

Ambas son medidas de la asociacion lineal entre X'y Y. La correlacion no tiene unidades.
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Covarianza y correla
Distribuciones bivariadas Funciones de varias variables aleatorias
variada

Ejemplo: covarianza del ingreso de él y ella

X\Y Ingreso de ella
Ingresode él | 0 1 2 3 4 Py EX = 1(.16)+---+5(.10) = 2.67
1 11 .03 .01 .01 .00 16 EX? = 12(.16) 4 ---+5%(.10) = 8.65
2 25 .10 .04 .01 .00 .40 var(X) = 8.65— (2.67)? = 1.521
3 .03 .08 .02 .02 .00 15 de(X) = V1.521=1.233
4 .02 .07 .06 .03 .01 .19 cv(X) = 1.233/2.67 = 0.462
5 01 .02 .01 .02 .04 10 EY = 0(42)4 ... +4(05)=1.05
Py 42 30 .14 .09 .05 1.00 EY?2 = 02(,42) 44 42(,05) — 2.47
var(Y) = 2.47 —(1.05)> =1.368
. o ) de(Y) = +/1.368 =1.169
X'y Y no son variables aleatorias independientes pues oY) = 1.169/1.05=1.114
fxy(1,0) = .11 % .06 = .42 - .16 = fy(1)fy(0)
EXY = 1-0(11)+1-1(.08)+---+5:3(.02) +5-4(.04) = 3.62

cov(X,Y) EXY —EX -EY = 3.62 — (2.67)(1.05) = 0.817
corr(XY) = cov(X,Y)/y/var(X) - var(Y) =0.817/+/1.512 . 1.368 = 0.566
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Covarianza y correla
Distribuciones bivariadas Funciones de varias variables aleatorias
variada

Coeficiente de correlacion

Notas:
@ El coeficiente de correlacion cumple que
—1<p<+1

@ Si X'y Y son variables aleatorias independientes entonces corr(X, Y) = 0.
@ Correlaciéon nula, pxy = 0, no implica independencia de las variables aleatorias.

@ El coeficiente de correlacion p no se afecta por cambios de escala en las
variables X o Y.
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Covarianza y correla
Distribuciones bivariadas Funciones de varias variables aleatorias
variada

Ejemplo: variables aleatorias independientes

EX = 1(.444) +2(.277) = 1.556
EX? = 12(.444) + 22(.277) = 2.667
x\y | 2 3 4 fx(x) var(X) = 2.667 — (1.556)% = 0.247
1 4/54  8/54 12/54 | 24/54 de(X) = V0.247 =0.497
2 5/54 10/54 15/54 | 30/54 ov(X) = 0.497/1.556 = 0.319
fy(y) | 9/54 18/54 27/54 | 54/54
X'y Y son v. a. independientes pues ]EZ = 2£'167) +ooot 4('250) = 3.383
EY?2 = 22(167)+ .- + 4%(.50) = 11.667

fxy (x, y) = fx(X)fy(y), paratodo x € Ry, y € Ry var(Y) 11.667 — (3.333)2 = 0.556
de(Y) = /556 =0.745

ev(Y) = .745/3.333 = 0.224
EXY = 1.2(.4/58)+---+2-4(15/54) = 5.185
cov(X,Y) = EXY—EX-EY =5.185 — (1.556)(3.333) = 0.000
corr(XY) = cov(X, Y)/+/var(X) - var(Y) = 0.0/v.497 - .745 = 0.000

Xy Y independientes = corr(X,Y) =0
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ondicionales
torias independientes
Covarianza y correlacion

Distribuciones bivariadas Funciones de varias variabl leatorias

X\y | 2 3 4 |
T /s 358 18] 58 E)g = 12.625) +2(‘2375) =1.375
2 |1/8 1/8 1/8|3/8 ]E(’)(() = ; 1(-26575);;2)3275) 0:223-;25
T 2/8 4/8 2/8 | 8/8 var = el =0
v 12/8 4/8 2/8 18/ de(X) = /0234 = 0.484
X'y Y no son son v. a. independientes pues ev(X) = 0.484/1.375 = 0.352
EY = 2(.25)+ 3(.50) + 4(.25) = 3.333
fxr (6 0) # kOl () EY2 = 22(.25) 1 32(.50) + 43(.25) = 4.5
para algin x € Ry, y € Ry. Por ejemplo, var(Y) = 45— (3.333)2 = 0.500
1 50 de(Y) = /5500 = 0.707
fxy(1,2) = s # 58" fx(1)fy(2) cv(Y) = .707/2.000 = 0.354
EXY = 1-2(1/8)+---+2-4(1/8) =2.750
cov(X,Y) = EXY—EX-EY =2.750 — (1.375)(2.000) = 0.000
corr(XY) = cov(X, Y)/+/var(X) - var(Y) = 0.0/+/.234 - .500 = 0.000

corr(X, Y) = 0 no implica que X'y Y sean variables aleatorias independientes.
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Distribuciones marginales
Distribuciol

Varial

Coval

Distribuciones bivariadas

Distribucion de una funcion de variables aleatorias

En el ejemplo anterior sobre el ingreso familiar, X y Y son variables aleatorias que
denotan el ingreso mensual (miles de pesos) de él y ella respectivamente. El problema
ahora es representar el ingreso total W de la familia. Esto es, encontrar la distribucién
de la variable aleatoria W = X + Y.

Mas formalmente, sea hyy la funcién tal que

hw: R)(XRY — R
X,y — X+Yy

La funcién hyy es la funcién masa de probabilidad de la variable aleatoria W. Luego,

hw(w) =P(W =w), paratodo we Ry
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Distribuciones bivariadas

Ejemplo: ingreso por familia

Ingreso de ella
Ingreso de él 0 1 2 3 4 total
1 11 03 .01 01 .00 16 Nueva Variable Aleatoria:
2 25 .10 .04 .01 .00 .40 W=X1+Y
3 .03 .08 .02 .02 .00 .15
4 .02 .07 .06 .03 .01 .19 Rango: Ry ={1,...,9}
5 .01 .02 .01 .02 .04 .10
total 42 30 .14 .09 .05 1.00 Funcién masa de probabilidad
w | P(W=w)
1 1
B(W=1) = PX=1,Y=0)=.11 2 -28
3 14
PW=2) = PX=2Y=0)+PX=1,Y=1)=.28 4 15
5 1
- - 6 .10
P(W=9) = PX=5Y=4)=.04 7 04
8 .03
9 .04
1.00
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Distribuciones bivariadas

Esperanza matematica

Sean X'y Y variables aleatorias con valor esperado j.x y i1y respectivamente, y sea W = X + Y,
entonces uw = ux + py. Es decir,

E(X + Y) = E(X) + E(Y)

En general, sean Xi, ..., Xs, v. a’s con valor esperado p1, . . . , upn, respectivamente y sean
c1, ..., Cyconstantes. Entonces,

n
E[eiXi + -+« + CoXa] = GEX] + - + GEXa] = > cipi
i=1

Note que en particular
E[X — Y] = B(X) — E[Y]
Ejemplo: En el ejemplo del ingreso por familia,
E[W] = 1(.11) +2(.28) + - - - + 9(.04) = 3.72

O bien,
E[W] = E[X] + E[Y] = 2.67 + 1.05 = 3.72
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a y correlacion
Distribuciones bivariadas Funciones de varias variables aleatorias
variada

Varianza de suma de variables aleatorias

Sean X'y Y dos variables aleatorias con valor esperado px y py, varianzas af( y a%,
constantes ay b. Entonces,

var(aX + bY) = dPvar(X) + bPvar(Y) + 2abcov(X, Y)

En general, sean X, ..., X v. a’s con valor esperado E[X1], ..., E[Xn],
respectivamente y sean ¢y, .. ., ¢y constantes. Entonces

var(ci Xy + -+ - 4 cnXp) = Zc var(X;) + 2220,0, cov(X;, X;)
i=1 j#i

Note que si Xi,..., Xp son v. a.’'s independientes
var(ci Xy + - - - + cnXn) = c2var(Xq) + - - - + c2var(Xp)

pues cov(X;, X;) = 0, para todo X; # X; sa50
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Distribuciones bivariadas

Ejemplo: ingreso por familia

Ingreso de ella _w | PW=w)
Ingreso de ’el 0 1 2 3 4 total 1 ay
1 1 .03 .0t .01 .00 .16 2 28
2 .25 .10 .04 .01 .00 .40 8 14
3 .03 .08 .02 .02 .00 .15 4 18
4 .02 .07 .06 .08 .01 .19 5 -
5 .01 .02 .01 .02 .04 .10 6 10
7 .04
total .42 .30 .14 .09 .05 1.00 8 .03
9 .04
E[W] = 1(11)4---+9(.04) =3.72
E[W?] = 12(11) 4 --- 4+ 9%(.04) = 18.36
var(W) = 18.36 — (3.72)% = 4.523
de(W) = V4522=2.126
cv(W) = 2.126/3.72 = 0.572
var(X +Y) = var(X)+var(Y) + 2cov(X, Y)
= 1.521 + 1.368 + 2(.817)
= 4.523
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Distribuciones
Distribuciol

Distribuciones bivariadas

Ejemplo: variables aleatorias independientes

Z=X-Y
X\y | 2 3 4 fie(x) IR
1 | 4/54 8/54 12/54 | 24/54 z | Mz=2)
2 | 5/54 10/54 15/54 | 30/54 =3 | 12/54
f(y) | 9/54 18/54 27/54 | 54/54 —2| 23/54
—1| 14/54
X'y Y son variables aleatorias independientes. 0 5/54
E[Z] = -3(12/54)+ - +0(5/54) = —1.778
E[Z?] = (=3)2(12/54) +--- + (0)3(5/54) = 3.963
var(Z) = 3.963 — (—1.778)% = 0.803

de(Z) = /0.802 = .896

var(X —Y) = var(X)+var(Y)—2cov(X,Y)
= .247 + .556 — 2(0)
= .803
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Distribuciones bivariadas
Normal bivariada

Fiercirine

Normal bivariada

X = (X1, Xo) sigue una distribucion normal bivariada con medias 1 y pp, varianzas
o2,y 02 y covarianza o+,. Entonces se tiene que

Xi ~N(u1,0%);  Xo ~N(pz,08);  cov(Xy, Xp) = o2
Ademas, para todo a, b € R, se tiene que
aXy + bXo ~ N(am + buo, 320'12 + b20'§ + 23b0’12)

g
(Xi|X2 = X2) ~ N p1 + f(xz — p2)
2
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Distribuciones marginales
Distribuciol
Varial

Distribuciones bivariadas Funcion e as variables aleatorias
Normal bivariada

Normal bivariada - ejemplo

Ejemplo:

En la colonia Tizapan se ha determinado que histéricamente los meses de noviembre
el consumo mensual de agua (X) y de energia eléctrica (Y) de una casa-habitacion
tipo sigue una distribucion normal bivariada con medias de 8.5 m3 y 5.8 Kv/h,
desviaciones de 0.9 m3 y 0.7 Kv/h, respectivamente y una correlacién de 0.39 entre
los consumos.

@ Determine la probabilidad de que en noviembre de este afio en una
casa-habitacion tipo se consuma menos de 7.0 m® de agua.

@ Calcule la probabilidad de que se consuma mas de 6.0 Kv/h.
© Si mensualmente se pagan $22 por m3 de agua y $36 por Kv/h consumidos,

determine la media y varianza de la cantidad pagada por el mes de noviembre en

una casa tipo.
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Distribuciones marginales
Distribuciol
Varial

Distribuciones bivariadas Funcion e as variables aleatorias
Normal bivariada

Normal bivariada - ejemplo

Ejemplo:

Una pediatra tiene el registro de sus pacientes de los Ultimos 5 afos y puede suponer
que un nifo entre 1y 2 afos de edad tiene una talla (estatura) media de 82 cm, un
peso medio de 14 kg, con desviaciones estandar de 3.6 cm y 1.8 kg, respectivamente.
Si la correlacion entre peso y estatura es de 0.48, responda las siguientes preguntas.
Los datos muestran que razonablemente se puede suponer que talla y peso siguen
una distribucion normal bivariada.

@ ;Cual es la estatura media de los nifios de 15 kg?
@ Determine la desviacion estandar del peso de un nifio de 80 cm de estatura.

© Calcule la probabilidad de que un nifio de talla 80 pese mas de 15 kg.
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Distribucion
Distribucione

Distribuciones bivariadas

Fiarririne

Ejercicios

Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.4:

Recomendados:
2,3,4,5,6,10,12,13,15,17,19,23
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5 - Distribuciones

Distribucién normal estandar

1/61

E. Barrios isti istribuciones 7 de enero de 2025



Contenido

Contenido

@ Distribuciones Discretas

@ Distribucion Uniforme

Distribucién Bernoulli

Distribucién Geométrica

Distribucién Binomial

Distribucién Poisson

@ Aproximacion de la distribuciéon binomial por la distribucién Poisson

@ Distribuciones Continuas
o Distribucion Uniforme
o Distribucion Exponencial
@ Distribucion Normal
@ Aproximaciones de las distribuciones binomial y Poisson por la distribuciéon normal
@ Distribucién normal bivariada
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli

Poisson

Distibucion uniforme

Sea X variable aleatoria discreta con soporte Sx = {1,2, ..., n} y funcién masa de probabilidad,

f(x):{ 1/n x=1,2,...,n

0 otra forma

X se dice entonces distribuida uniformemente en {1, 2, ..., n}. O bien, X sigue una distribucién
uniforme con parametros {1, ..., n} y se denota por X ~ unif{1,...,n}.

Propiedades:
Q ux = E(X) = 2.

e 0_)2( — V(X) _ (n+1)(4q1§—n—3).

@ Utilizada para modelar “loterias” equiprobables.

En el caso general, X ~ u(xy,...,Xp),con Rx = {x1,...,Xn}, con
fx) = 1/n X = X1,X2,...,Xn
0 otra forma

En tal caso, E(X) = 1 Sxeny Xi = X.
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Geometrica
Binomial
Poisson

Distribucion uniforme

Distribucion Uniforme {xi, ..., xy}
a) funcién masa de probabilidad
0.2(
Funcién masa de probabilidad -
% 0.1
1/n x=1,...,n 8
p(x) = ’ ’ = o0
0 o.C.
0.00
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Funcién de distribucion x
b) funcién de distribucién
0 x <1 1.
Fix)=19 LxJ/n 1<x<n 08
1 x>n Y
a2
o " £ os
donde | x], indica el maximo entero 8
. 0.2
menor o igual a x.
0.0
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Distribuciones discretas Uniforme

Geom!

Binomial

Poisson

Distribucion uniforme

X ~unif{1,...,14} X ~unif{xq,...,xg}
a) Funcién masa de probabilidad a) Funcién masa de probabilidad

0.2 0.2
. 0.1! . 0.1!
£ 0. £ 0.1
E E
2 2
% o0 = 00!

0.00 0.00

123 456 7 8 910 12 14 X% X3 Xa X5 X X7Xs
x x
b) Funci6n de distribucion b) Funcién de distribucion

1 1

0.8 0.8
B B
2 o 2 o
E E
g 04 £ os
= =,

0.2- 0.2-

0.0 0.0

12 3 4 5 6 7 8 910 12 14 X1 X2 X3 Xs X5 Xg X7Xg
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli

Poisson

Distribucion Bernoulli

Sea X variable aleatoria discreta con soporte Sy = {0, 1} y funcién masa de
probabilidad,
1— =
f(x) = { p x=0
p x=1

X se dice distribuida Bernoulli parametro p, con 0 < p < 1. O bien, X sigue una
distribucién Bernoulli con parametro p y se denota por X ~ Ber(p).

Propiedades:
Q ux =E[X] =p.

@ 0% =var(X) =pg,donde g=1—p.

© Utilizada para modelar ensayos con Unicas dos salidas “éxito” 6 “fracaso”;
“encendido” 6 “apagado”; “correcto” 6 “incorrecto’, etc.
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli

Poisson

Distribucion Bernoulli

Distribucion Bernoulli (p)

a) Funcion masa de probabilidad

0.8
Funcién masa de probabilidad g,
7 05 05
‘g 0.4
- P x=0 o2
p(x) =
x=1 0.0
0 1
v . . . 2 b, i6n de distribuci
Funcion de distribucion . ) Funcion de ditribucion
0.8
0 x<0 E
F(x) = 1-p 0<x<1 %D.A
1 x> 1 02
0.0
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Ge
Binomial
Poisson

Distribucion Bernoulli

X ~ Ber(0.7) X ~ Ber(0.2)

a) Funcién masa de probabilidad a) Funcién masa de probabilidad
1. 1
o. 0 o. 08
g .7
g 5
2 o g
= S o
2, 3
S K
g 03 S 04
0.2
0.2 0.2
. |
o 1 0.0
0 1
x X
b) Funcién de distribucion b) Funcién de distribucion
1. —— 1. I
0. o. P
3, .
= . = 0.
2, 3
g ) 8 04
02 - 0.2
0.
o 1 0.0
0 1
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Geométrica
Binomial
Poisson

Distribucion Geométrica

Sea X variable aleatoria discreta con soporte Sy = {1,2,... } y funciéon masa de
probabilidad,

f)=(1-p*"p, x=1,2,...
X se dice entonces distribuida geométrica parametro p, con 0 < p < 1. O bien, X

sigue una distribucién geométrica con parametro p y se denota por X ~ Geom(p).

Propiedades:

Q ux =E(X)=1/p.

Q 0% =var(X) = (1 - p)/p>.

© Utilizada para modelar el “tiempo del primer éxito” en una sucesion de ensayos
Bernoulli.
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Geométrica
Binomial
Poisson

Distribucion Geométrica

Geométrica (p)

a) Funcion masa de probabilidad

0.! 0.5
Funcién masa de probabilidad o
B
2 03
1 k= 0.25
p(X):p(1_p)X ) X:1727"' é 0.2
e 0.1 0.12
| %o
0.0 -030.020.05 ¢
Funcién de distribucion 012 3 456 7 8 9 10
x
X b) Funcién de distribucio
tribucion
F(X) — 2(1 _p)k71p X uncion de dis
k=1 0.8
B
2 o
Funcién de sobrevivencia {j 04
0.2-
— 1 _ _ _ n\X 0.0 -
]P)(X>X)71 F(X)7(1 p) 0123456 7 8 910
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Geométrica
Binomial
Poisson

Distribucion Geométrica

probabilidad

probabilidad

X ~ Geom(0.2) X ~ Geom(0.7)
a) Funcién masa de probabilidad a) Funcién masa de probabilidad
0.7 0.7 0.7
0. 0.
0. I
0.4 2 04
|
0.3 £ 03
2
=, 0.21
0.2 0.2 016, 0.2
0.1 1101 0.0 0.1
-080.0; X
00 | | i’ﬂ | ©“F0970.050.00.020.080.02 00 1%%0.020 05
01 2 3 456 7 8 910 01 2 3 456 7 8 910
x x
b) Funcio6n de distribucion b) Funcién de distribucion
1 1
0.8 0.8
B
0. 2 o
5
8
0.4 g 04
a
0.2 0.2
0.0 0.0
01 2 3 456 7 8 910 01 2 3 456 7 8 910
x x
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Geométrica
Binomial
Poisson

Distribucion Geométrica

Ejemplo:

De los clientes potenciales que llegan a una tienda de departamentos, la probabilidad de realicen
realmente una compra por mas de $500 es del 10 %. En promedio, ¢ cuéntos clientes en un dia
habra que esperar para que se dé la primer venta, mayor a los $500? ;Cudl es la desviacion
estandar de ésta primer venta mayor?

Solucion: Sean X; los clientes potenciales que llegan a la tienda. La probabilidad de que un cliente
gaste més de $500 es de p = 0.1. Suponiendo las variables X; como ensayos Bernoulli
independientes, sea N la v. a. que indica la primera venta. Entonces, N ~ Geom(0.1), y

uv = E(N) = [ =1 =10personas
o3 = var(N) = ‘pz;P = -2 =90
oy = de(B) = /90 = 9.48 personas
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Geomeétrica
Binomial
Poisson

Distribucion binomial

Sea X variable aleatoria discreta con soporte Sy = {0, 1, ..., n} y funcién masa de
probabilidad,

_ m x _ p\—x
1) = ()p*(1-p)
X se dice entonces distribuida binomial parametros n y p, o bien, X sigue una

distribucién binomial con pardmetros ny p,conn=1,2,...,y 0 < p < 1,y se denota
por X ~ Bin(n, p).

Propiedades:

Q ux =E[X] = np.

@ 0% =var(X) = npg, donde g =1 — p.

© Utilizada para modelar, por ejemplo, la suma de “exitos”en n ensayos. Es decir,
X se puede ver como X = Xj + - - - + Xp, donde las X; son ensayos Bernoulli
idénticos e independientes.
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
ca
Binomial
Poisson

Distribucion binomial

Binomial (n, p)

a) Funcion masa de probabilidad

0.4
., - . 0.31
Funcién masa de probabilidad "
= 0.23 0.23
3 o2
(;)px(1 — p)nfx = o1 0.09 0.09
p(X) = =0,...,n 00 1002 1002
O o.c 0 1 2 3 4 5 6
. C. )
b) Funcién de distribucién
1
Funcién de distribucién 08
£
X m K g 0.4
F(x)= ( ) 1—p)"~ g
(=3 (7)P (1= p)
k=0
0.0
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Gi rica
Binomial
Poisson

Distribucion binomial

X ~ Bin(8,0.7) X ~ Bin(10,0.2)
a) Funcién masa de probabilidad a) Funcién masa de probabilidad
0.4 0.4
0.3 0.3 0.3 0.3
T T
£ 0.2 £ 02
£ 02 0.2 2 02 0.2
kel 0. kel
% 01 4 = o1 01 008
0.0 0.06 |
0.0 o001 0.0 1005 0y
0 1 2 3 4 5 6 7 8 01 2 3 456 7 8 910
x x
b) Funcio6n de distribucion b) Funcién de distribucion
1 1
0.8 0.8
B B
2 o 2 o
5 5
8 8
g 04 £ os
= =,
0.2 0.2
0.0 0.0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 01 2 3 456 7 8 910
x x
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Ge
Binomial
Poisson

Ejemplo

Una compaiiia que produce cristal fino sabe por experiencia que 10 % de sus
productos tiene defectos cosméticos y deben clasificarse como segundos.

@ Entre 6 piezas elegidas aleatoriamente, ;qué tan probable es que solamente una
pieza sea segunda?

@ Entre 6 piezas elegidas al azar, ¢ cudl es la probabilidad de que al menos 2 sean
segundas?

© Silas piezas son examinadas una por una, ¢cuél es la probabilidad de que se
necesite examinar a lo mas 5 piezas para encontrar 4 que no sean segundas?
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Distribuciones discretas

Poisson

Ejemplo

Solucion: Sea Ng el numero de segundas en la muestra de tamafio 6 y p = 0.1 la probabilidad de
que el articulo sea segunda.

° 6 6! 1/ g\
P(Ns = 1) = (1) (1)'(9)° = ;55 (1)'(9)° = 354
Q
P(N6>2) = 1-P(Ng<2)=1—P(Ns=0)—P(Ng=1)

= 1= (N9 + (§)(1)'(.9)°

= e (D°(9)°+ % (1)'(:9)°

= 115
o

P(E) = P(Ny=0)+P(Ny=1)q

= (9 + (N9 (9)
= (9 +4(1)'(.9)°(.9)

= .918
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli

Binor
Poisson

Distribucion Poisson

Sea X variable aleatoria discreta con soporte Sy = {0, 1,2, ... } y funcién masa de probabilidad,

N

f(x)=-e 0

X se dice entonces distribuida Poisson pardmetro X, con A > 0. O bien, que X sigue una
distribucién Poisson con pardmetro X, y se denota por X ~ Po(}).

Proposicion :

Q ux =E[X] =\

Q 0% =var(X) = A

@ Utilizada para modelar, por ejemplo, “eventos raros” o poco frecuentes.

@ La probabilidad de ocurrencia de eventos en intervalos de tiempo iguales es la misma.
o

La ocurrencia o no ocurrencia de un evento en un intervalo es independiente de la ocurrencia
0 no ocurrencia del evento en cualquier otro intervalo.
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli

Binor
Poisson

Distribucion Poisson

Poisson ()\)

a) Funcion masa de probabilidad

0.4
0.370.37

0.3

probabilidad

Funcién masa de probabilidad

ot 0.06
X 0.0 I 1003
p(x):e*A/\, X:0,1,... 01 2 3 456 7 8 910
x!

X

Funcién de distribucion b) Funcién de distribucién

F(x) = Z e*)‘ )‘k

probabilidad

01 2 3 45 6 7 8 9 10
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli

Geomeétrica

Binomial

Poisson

Distribucion Poisson

X ~ Po(0.5) X ~ Po(3.0)
a) Funcién masa de probabilidad a) Funcién masa de probabilidad
0.7 0.7
0.6 0.61 0.6
5 05 5 05
I] <
2 04 2 04
5 =
£ o3 03 £ o3
g g 022
2 02 s 02 0'1|; r 017
0.1 0.1 0.1
0.08
0.0 0.0% 0.0 IO'UI5 | | 19980 024 5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X X
b) Funcién de distribucion b) Funcién de distribucién
1.0 1
0.8 0.8
o o
[] <
E 06 Z 06
5 =
< <
S 04 S 04
= =
0.2 0.2-
0.0 0.0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X X
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Geomeétrica
Binomial
Poisson

Ejemplo

Llamadas telefénicas llegan a la mesa de reservaciones de un linea aérea con una
tasa de A = 48 llamadas por hora.

@ Encuentre la probabilidad de recibir 3 llamadas en un lapso de 5 minutos.

@ Encuentre la probabilidad de recibir exactamente 10 llamadas en 15 minutos.

© Suponga que no hay llamadas esperando. Si un agente se lleva 5 minutos para
completar un reservacion, ¢cuantas clientes esperaria usted que estén
esperando servicio para ese entonces? ¢ Cual es la probabilidad de que ninguno
esté esperando?

@ Sino hay ninguna llamada esperando ahora mismo, ¢.cudl es la probabilidad de
que el agente se pueda tomar 3 minutos para uso personal sin ser interrumpido?
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Distribuciones discretas

=]

Poisson

Ejemplo

Solucion: Sea A = 48 llamadas/hora.

(1]
A= %/\ = 4 llamadas/5 min; P(X =3) = 4%¢7*/3!1 = 0.195
Q
15 H 10 ,—12
A= %48 = 12 llamadas/15 min; P(X =10) =12""e~'</10! = 0.1048
o

A= %/\ = 4 llamadas/5 min; E[X] = 4 llamadas; P(X =0) = e * =0.0183
(%]

A= %/\ = 2.4 llamadas/3 min; P(X = 0) = e~2* = 0.0907
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli

Poisson

Aproximacion de la distribuciéon binomial por la Poisson

Sea X ~ Bin(n, p), tal que n > 100y p < 0.01, de modo que np ~ X se mantiene mas
o menos fijo en A. Entonces,
X
Neg—2
P(X < x) = Fy(x) = g i

donde Y es una variable aleatoria con distribucién Poisson parametro A.

Nota: La aproximacion es razonablemente buena cuando np < 5. jVerifiquelo!
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli

Binor
Poisson

Aproximacion de la distribuciéon binomial por la Poisson

Ejemplo: Un compafiia vende poélizas de seguros a una muestra aleatoria de 1000 personas con una edad
alrededor de 35 afios. La probabilidad de fallecimiento en un afio es aproximadamente de .002. ;Cual es la
probabilidad de que la compaiiia de seguros tenga que pagar 2 o0 mas personas el préximo afo.

Solucién:

Sea X el nimero de personas (aleatorio) a las que la compaiiia les tendria que pagar el préximo ano. ¢ Cual el
numero esperado de personas? Entonces, X ~ Bin(1000, 0.002),

P(X>2) = 1-—[P(X=0)+PX=1)]
= 1- [(998)‘000 + 1000(4002)(.998)999]
= 77?

Sea N la variable aleatoria discreta distribuida Poisson para aproximar la distribucién de X. Como
np = 1000(.002) = 2, esperamos que la aproximacion sea razonablemente buena. Consideramos entonces

N ~ Po(X = 2),
PIN>2) = 1—[P(N=0)+PN=1)]
= 1-[e2(1+2)
= 0.594
E[N] = 2personas
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Ge ca
Binomial
Poisson

Aproximacion de la distribuciéon binomial por la Poisson

Ejemplo: Una firma consultora investiga sobre la facilidad de resolver ciertos tipos de problemas
mediante el uso 6 no de la légica inversa polaca (L/P). Una muestra de 25 personas es
seleccionada y se les permite practicar con calculadoras con ambos tipos de l6gica. A cada
persona se le plantea un par de problemas similares que deben trabajar con cada tipo de légica.
Sea p = P(/), donde / indica que una persona trabaja mas facilmente el problemas con la LIP que
sin ella, y sea X el nimero de personas que trabajaron mas facilmente utilizando L/P.

@ Sip=0.5,calcule P(7 < X < 18).
Sip = 0.8, calcule P(7 < X < 18).

(2]

© Silaaseveracion de que p = .5 sera rechazada cuando X < 76 X > 18, scuél es la
probabilidad de rechazar la aseveracién cuando en realidad ésta es correcta?

()

Si la decisién de rechazar la aseveracién es como en el inciso anterior, scuél es la
probabilidad de que la aseveracion no sea rechazada cuando p = 0.6 ;Y cuando es de
p=0.8?

© Qué regla de decisién escogeria usted para rechazar la aseveracion de que p = 0.5, si
quisiera que la probabilidad en (c) fuera a lo mas de 0.017?
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Distribuciones discretas Uniforme
Bernoulli
Geomeétrica
Binomial
Poisson

Ejemplo

Ejemplo: Una compafia de teléfonos emplea 5 operadores quienes reciben
solicitudes de informacién de manera independiente uno de otro, y de acuerdo a una
ley de Poisson con una tasa de oo = 2 llamadas por minuto.

@ . Cudl es la probabilidad de que durante un minuto dado, el primer operador no
reciba ninguna solicitud?

@ . Cudl es la probabilidad de que durante un minuto dado, exactamente 4 de los 5
operadores no reciban ninguna solicitud.

© Escriba una expresién para encontrar la probabilidad de que durante un minuto
dado, todos los operadores reciban el mismo numero de solicitudes.
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Distribucion uniforme

Sea X variable aleatoria continua con funcion de densidad de probabilidad,
1
— a<x<b
fx(x) = b-a - =
e(x) { 0 otra forma

Entonces, X se dice distribuida uniformemente con parametros ay b, (a < b), y se denota por
X ~ unif(a, b). Su funcién de distribucion, esta dada por:

. 1 0 x<a
P(xgx):FX(x):/ Fa=1 i a<x<hb
- 1 b < x

Propiedades:

@ Ladistribucién asocia probabilidades iguales a intervalos de la misma longitud.
Q 1x = BIX] = [2x 5y o = 32

3
Q EX? = [P xP5L; dX—abZ)

Q o2 = var(X) = [b(x — 22)? ;1 ok = E[X?] — E2[X] = 0522
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Distribuciones de continuas

Distribucion uniforme

Uniforme
Exponencial
Normal

X ~ unif(a, b)

Funcién de densidad de
probabilidad

a<x<b

1
fx(x) = b-a
x(x) 0 otra forma

Funcién de distribucién

0 x<a
Fx(x) = = a<x<b
1 x>b
E. Barrios

Estadistica |

a) Funcion de densidad

()
U(a+b
T T
a b
X
b) Funcién de distribucién
Fx(x)

i
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Distribuciones de continuas

Distribucion uniforme

Uniforme

Normal

X ~ unif(—1,+1)

a) Funcion de densidad

()

x(x)

Fx(x)

X ~ unif(+2, +6)

a) Funcion de densidad
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Distribucion exponencial

Sea X variable aleatoria continua no negativa con funcién de densidad de probabilidad,

Te=x/? 0<x
fx(x) =
0 otra forma

Entonces, X se dice distribuida exponencialmente con parametro 6 (6 > 0), y se denota por
X ~ Exp(6). Su funcion de distribucidn, esta dada por:

X1 0 x<0
PX<x)=Fx(x)= | -e “%au= =
(X< =F= [Tgetau=2 T, 22D

Propiedades:

@ Eltiempo T entre ocurrencias de una variable aleatoria Poisson (N ~ Po()\)) se distribuye
exponencialmente (T ~ Exp(1/X))

Q ux=EX]= [f™xte ™ dx=06
Q EX?] = [jF> x2 Le /% dx = 2¢°
Q o% =var(X) = [;"(x — 0)2Fe~*/? dx = E[X?] — E?[X] = 6.
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Distribucion exponencial

a) Funcién de densidad

Funcién de densidad de 08
probabilidad g °
04
%e_x/g 0 S X 0.2
fx(x) = 00" — T T T T ]
0 X < O 0 2 4 6 8 10
X
., Lo L, b) Funcién de distribucion
Funcién de distribucién 1
0.8
0 x<0
Fx(x) = S =
1— e/ 0<x g4
0.2-
.z . . 0.1
Funcién de sobrevivencia S A S S

_1
P(X>x)=1—-F(x)=¢e"9
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Distribuciones de continuas

Distribucion exponencial

fx(x)

Fx(x)

2.0

1.5+

1.0+

0.5+

0.0-

1.0

0.2+

0.0-

X ~ Exp(0.5)

a) Funcion de densidad

b) Funcién de distribucién
0.865

E. Barrios Estadistica |

Uniforme
Exponencial

Normal

fx(x)

Fx()

0.30
0.25+
0.20—
0.15+
0.10+
0.05+
0.00—

1.0

0.8+

0.6+

0.2+

0.0-

X ~ Exp(3.0)

a) Funcion de densidad

T T T T T 1
0 2 4 6 8 10
x
b) Funcién de distribucién
0736
0.487
T T T T T 1
0 2 4 6 8 10
x
7 de enero de 2025
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Distribucion exponencial

Sea T una variable aleatoria que se distribuye exponencialmente. entonces

P(T > a+b|T > a) =P(T > b)

Ejemplo:

Un departamento académico decide que el examen final extraordinario sera oral. Se supone que el
tiempo que toma cada estudiante en completar su examen sigue una distribucién exponencial con
media 12 minutos.

@ . Calcule la probabilidad que un alumno termine en menos de 10 minutos?

@ Suponga que ya han pasado 5 minutos del examen de un alumno ¢ Calcule la probabilidad
que la duracion final del examen sea menor a 15 minutos?
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Distribucion exponencial

Solucién: Sea T el tiempo para completar un de examen. Luego, T ~ Exp(6), con 6 = 10 min.

o

1
P(T < 15min) = Fr(15) =1 — e~ 10'° = 0.777

2]

B(T < 15|T > 5) = P(5 < T < 15) _ Fr(15) — Fr(10)

P(T > 5) 1 — Fr(10)
(1—e 10)—(1—e 10)
= 5
e 10
_5 _10
e 10(1—e 10) _ 10
= =1—¢e 10
_5
e 10
=P(T < 10 min)
= 0.632
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Relacion distribucion exponencial con la distribuciéon Poisson

Ejemplo:

El nimero de autobuses que llegan a una estacién sigue una distribucion Poisson con
media de 5 autobuses por hora.

("]
Q

¢ Cudl es la probabilidad de que lleguen exactamente 3 autobuses en una hora?
¢ Cual es la probabilidad de que lleguen al menos 2 autobuses en una hora?

¢ Cudl es la probabilidad de que el tiempo entre dos llegadas consecutivas de
autobuses sea menor a 15 minutos?

¢ Cudl es el tiempo esperado entre dos llegadas consecutivas de autobuses?

Si un pasajero llega a la estacion y espera 15 minutos, ¢cudl es la probabilidad de
que no haya visto llegar ningin autobds durante su tiempo de espera?

35/61

E. Barrios Estadistica | 5 - Distribuciones 7 de enero de 2025



Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Relacion distribucion exponencial con la distribuciéon Poisson

Solucién:
Sea N; el nimero de autobuses que llega a la estacion en un lapso de tiempo t.

Neg es el nUmero de autobuses que arriban en una hora y sigue una distribucién
Poisson con media \gy = 5. Entonces la variable aleatoria N; sigue una distribucién
Poisson con parametro A\; con A\; = Aty donde A\ = % autobuses/min.
@ . Cudl es la probabilidad de que lleguen exactamente 3 autobuses en una hora?
)\3
P(Ngo = 3) = e~ o0 %

@ . Cudl es la probabilidad de que lleguen al menos 2 autobuses en una hora?

P(Ngo > 2) =1 — P(Ngo < 2) = 1 — [P(Neo = 0) -+ P(Ngo = 1)] = 0.960
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Relacion distribucion exponencial con la distribuciéon Poisson

© ¢ Cudl es la probabilidad de que el tiempo entre dos llegadas consecutivas de
autobuses sea menor a 15 minutos?

)\0
P(Ni5 >0)=1-P(N;5 =0)=1— e"\15ﬁ =1-e ™5 =P(T < 15)

donde T ~ Exp(A1).
© . Cuadl es el tiempo esperado entre dos llegadas consecutivas de autobuses?

E[T]:l:@:mmin
A 5

@ Siun pasajero llega a la estacion y espera 15 minutos, ;cual es la probabilidad de
que no haya visto llegar ningiin autobuds durante su tiempo de espera?

P(T > 15) = P(Nys = 0) = e~ ™5 = 0.287
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Distribucion normal estandar

Sea Z variable aleatoria continua con funcién de densidad de probabilidad,

1 2
$(2)= —e 72 —o<z<+00
T

ver

Entonces, Z se dice distribuida normal estandar y se denota por Z ~ N(0, 1). Su funcidn de
distribucion esta dada por:

1 —u2/2
— e du
Ve

Z
P(Z < z) = &(z) = /
— oo
Propiedades:
_ 2
Q uz=EZ]= [1TzA-e " /Pdz=0
_ 2
Q oi=var(2) =E[Z¥] = [t zzﬁ e 7 /2dz =1
@ Ladistribucién normal estandar es simétrica alrededor del 0. Luego, para todo z,
P(z)=1-d(-2)

@ Ladistribucién normal estandar &(z) est4 tabulada para varios valores de z

Q@ P(-1<Z<+1)=683 P(—2<Z<+2)=954% P(—-3<Z<+3)=99.7%
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Distribuciones de continuas Uniforr
Exponencial
Normal

Distribucion normal estandar

a) Funcion de densidad

0.4
0.3
Z ~N(0,1) 2 o
Funcién de densidad de 0.
probabilidad o. e —
-3 -2 -1 0 1 2 3
1 222 x
¢(Z) - \/E e —00 < Z < o0 b) Funci6n de distribucion
v 0.841
0.8
Funcién de distribucion ~ o
2 1 2/2 & 0.4
o) - [ e ra
—oco V2m o.
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Distribuciones de continuas Unifo
Exponencial
Normal

Distribucion normal estandar

Distribucién normal estandar

68.3%
| 95.4% |
I 1

| 99.7% |
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Distribucion normal

Sea X variable aleatoria continua con funcién de densidad de probabilidad,

fx(x) = ——=e€ 202 —oco<x<+oo
[od
Entonces, X se dice distribuida normal con parémetros 1. y o2 y se denota X ~ N(u, 02). Su
funcion de distribucion, esta dada por:

1 _u=pp?
e 202 qdu

PX <x)=Fx0 = [ er

Propiedades:

Q ux =EX] = [fZx—T—=e 2% dx=up

_(x=w)?
Q EX? = [T xPT=e 272 dx=0%+ )"

oV2n

Q 0% = var(X) = E[X?] — E?[X] = &2
QP(IX—pul<o)=Pp—0<X<pu+o)=683%;

© La distribucion normal con parametros 1 y o es simétrica alrededor de .
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Distribuciones de continuas Uniforr
Exponencial
Normal

Distribucion normal

2 a) Funcion de densidad
X ~N(u,0%) 04
0.3
SX 0.2
Funcién de densidad de 01

probabilidad 00 ; T T T T T

-0 §  p+o
1 _x=w)? X
— 2 —

fx(x) = ov/on e 2 00 < X < +00 b) Funcion de distribucion
1.0
0.8
., " = 06
Funcién de probabilidad acumulada X 04
0.2

X 1 (u—p)? 00 ; LI R

Fxx) = [ e du Wt
—o0 O 27'(' X
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Distribuciones de continuas Unifo
Exponencial
Normal

Distribucion normal

X ~ N(2.0,0.25) X ~ N(—1.0,4.0)
a) Funcién de densidad a) Funcién de densidad

0. 0.

0. 0.
= =
= 0.4 = 0.4

0.2 0.2

0.0~ ; : : 3 0.

-6 -4 -2 6
X X
b) Funcién de distribucién b) Funcién de distribucién
1.0 0977 .
.841

0. o °®
< 0. < 0.
©) ©)
S04 S04

0.2 0.2 0.159

0. T T T T T T 1 0. T T T T T T 1

-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Estandarizacion de la distribucién normal (u, o2)

Sea X variable aleatoria normalmente distribuida con parametros p y o2,

X ~ N(u, o?). Entonces
X—p

Z= ~N(0,1) (1)

Esto es, Z sigue la misma /ey de probabilidades normal con parametros

BZ] = E(X-2)=g(%)-£=1EX)-£=0
var(Z) = var (g - 5) = var (g) = Svar(X) =1

Asi, la variable aleatoria Z definida por la expresién (1) es la estandarizacion de la
variable aleatoria X. Entonces,

e () (25 o5
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Distribuciéon normal - ejemplo

Ejemplo:

El tiempo (en segundos) que un cajero tarda en atender a un cliente en un banco se
puede modelar por una distribucién normal.

@ Sila probabilidad de que tarde menos de 150 segundos en ser atendido es de 0.8
y la probabilidad de que tarde mas de 100 segundos es de 0.75, encuentre la
media y la varianza de la distribucion.

@ En otra sucursal el tiempo de atencion al cliente también sigue una distribucién
normal con media de 5 minutos y desviacién estandar de 1 minuto. ;A qué
proporcioén de clientes se les atiende en mas de 3 minutos?
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial
Normal

Distribuciéon normal - ejemplo

Solucion:
Sea T el tiempo en servicio medido en segundos, T ~ N(u, 02).
o Si la probabilidad de que tarde menos de 150 segundos en ser atendido es de 0.8 y la probabilidad de que

tarde mas de 100 segundos es de 0.75, encuentre la media y la varianza de la distribucién. Entonces,

P(T <150)=0.8 y P(X > 100)=0.75

T— 150 — 150 — 150 —
0.8:]IP(T<150):]P’( “<7M>:]P(Z< “):o( “)

o o o o
150 —
z0g=082= — "
T 100 — 100 —
0.75:1P(T>100):JP(—” > 7“) :17¢<7”>
o o o
100 —
Zp.05 = —0.674 = %

Luego, se tiene el sistema de ecuaciones
150 — p = 0.8420 y 100 — p = —0.6740

y resolviéndolo se tiene 2
pn=122.24, 0=3298 y o° =1087.62
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Distribuciones de continuas Uniforme
Exponencial

Normal

Normal bivariada - ejemplo

@ En otra sucursal el tiempo de atencién al cliente también sigue una distribucién normal con
media de 5 minutos y desviacién estandar de 1 minuto. ;A qué proporcion de clientes se les
atiende en mas de 3 minutos?

Ahora se tiene que T ~ N(u, 0%),con =5y o = 1.

]P’(T>3):1—IP(T§3):1—¢<3_#>:1—¢(—2/3):1—04254:0.746
o

Estadistica | 5 - Distribuciones 7 de enero de 2025

E. Barrios

47/61



Teorema Central del Limite
Aproximaciones De la bucion binomial por la normal
De la distribucién Poisson por la normal

Efecto normalizador del promedio

Teorema Cental del Limite (TCL)

Sean Xj, Xo, .. ., X, variables aleatorias independiente e idénticamente distribuidas
con media p y varianza o2 y sea X = % >, Xi. Entonces, para n suficientemente
grande se tiene aproximadamente que

X & N(, 0% /n)

siendo la aproximacion razonable para n > 30.
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Teorema Central del Limite
Aproximaciones De la bucion binomial por la normal
De la distribucién Poisson por la normal

Teorema Central del Limite (TCL)

Teorema Central del Limite (TCL)

Sean Xj, Xo, .. ., X, variables aleatorias independiente e idénticamente distribuidas
con media p y varianza o2 y sean S, la sumay X el promedio, entonces

Sn=Xy+---+Xn;  E[Sp]=nu;  var(Sp) = no?
-1 - -
X = ES"; E[X]=u;  var(X)=0¢2/n
Luego, para n suficientemente grande se tiene aproximadamente que

Sn—nu X—u
ne? o/vn

siendo la aproximacioén razonable para n > 30.

~N(0,1)
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Teorema Central del Limite
Aproximaciones De la distribucién binomial pol
De la distribucién Poisson por la normal

Teorema Central del Limite

Ejemplo:

distribucion del salario

distribucién del promedio

E]
"
&}

n=20 n=100
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Teorema Central del Limite
Aproximaciones De la distribucién binomial por la normal

Aproximacion del promedio por la distribucion normal (TCL)

Ejemplo:

Los tiempos de servicio por auto, en un verificentro, son variables aleatorias
independientes con media de 13 minutos y varianza 4. ; Cudl es la probabilidad de que
35 autos sean verificados en menos de 7 horas?

Solucidn: Sea X; el tiempo en ser verificado el i-ésimo auto. Entonces, E[Xj] = 13 min,
var(X;) = 4y siete horas son T = 420 minutos, luego

- (X —nu 420 —35(13)
P(EX,<T>_1P’< —— < 0] >

=P(Z < —2.96)
= ®(—2.96)
= 0015
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Teorema Central del Limite
Aproximaciones De la distribucién binomial por la normal
De la distribucién Poisson por la normal

Aproximacion de la distribucion binomial por la normal

Sea X ~ Bin(n, p),
—0.5—n
P(X < X) & Fy(x) = ® <w>
Vnp(1 —p)
donde Y es una variable aleatoria con distribucién normal parametros = npy o = np(1 — p).
La constante aditiva 0.5 se conoce como correccion por continuidad.

Nota: La distribucién es razonablemente buena cuando la distribucién binomial no es muy
sesgada. Estoes,sinp > 5y n(1 — p) > 5.

Ejemplo:

Aproximadamente el 40 % de personas que compran una computadora personal por primera vez
compra también una impresora. El proveedor pone una orden de compra por 100 PCs y tiene que
decidir cuantas impresoras ordenar. ¢,Cual es la probabilidad de que en las préximas 100
personas, mas de la mitad compren también una impresora?
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tral del Limite
Aproximaciones De la distribucién binomial por la normal
De la distribucién Poisson por la normal

Aproximacion de la distribucion Poisson por la normal

Sea X ~ Po(}),

P(X < X) ~ Fy(x) = ® (ﬁ)

VA
donde Y es una variable aleatoria con distribucién normal parametros = Ay 02 = X
y 0.5 es la correccién por continuidad.

Nota: La distribucién es razonablemente buena cuando A > 10.
Ejemplo: Suponga que en promedio 20 sistemas tienen problemas de comunicacion
por dia en un cluster de computadoras. ;Cudl es la probabilidad de que en un dia

entre 15y 25 PCs tengan problemas? Calcule (aproximadamente) la probabilidad de
que en 5 dias el nimero de PCs con problemas sea entre 80 y 1207
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Distribucién normal bivariada
Normal bivariada

Normal bivariada

X = (X1, Xo) sigue una distribucion normal bivariada con medias 1 y pp, varianzas
o2,y o2 y covarianza o1». Entonces se tiene que

o12
Xy ~N(u1,02);  Xo ~N(up,08);  cov(Xi, Xp) = gy, corr(Xy, Xo) = p1a = oy
Ademés, para todo a, b € R, se tiene que

aXy + bXp ~ N(apq + bug, @05 + b2 + 2aboyy)

g
(X1]X2 = x2) ~N (/M + P12;;(X2 — p2), o5(1— P?z))
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Distribucién normal bivariada
Normal bivariada

Normal bivariada - ejemplo

Ejemplo:

En la colonia Tizapan se ha determinado que histéricamente los meses de noviembre el consumo
mensual de agua (X) y de energia eléctrica (Y) de una casa-habitacién tipo sigue una distribucion
normal bivariada con medias de 8.5 m?® y 5.8 Kv/h, desviaciones de 0.9 md y 0.7 Kv/h,
respectivamente y una correlacién de 0.39 entre los consumos.

@ Determine la probabilidad de que en noviembre de este afio en una casa-habitacién tipo se
consuma menos de 7.0 m® de agua.

@ Calcule la probabilidad de que se consuma mas de 6.0 Kv/h.

@ Si mensualmente se pagan $22 por m® de agua y $36 por Kv/h consumidos, determine la
media y desviacién estandar de la cantidad pagada por el mes de noviembre en una casa
tipo.

@ Determine la proporcién de casas tipo que pagaran mas de $450 el préximo mes.
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Distribucién normal bivariada
Normal bivariada

Normal bivariada - ejemplo

Solucién: Se tiene que
X ~N(8.5,0.9%2), Y ~ N(5.8,0.7%), com(X,Y)=0.39

pux =85, ox =09, puy=58, oy=07 pxy=0.39
cov(X,Y o
corr(X, Y) = ( ) = XY _0.39
var(X)var(Y) ox oy

cov(X, Y) = oxy = pxyoxoy = .39(.9)(.7) = 0.2457

0 Determine la probabilidad de que en noviembre de este afio en una casa-habitacion tipo se consuma menos
de 7.0 m° de agua.

X — 8.0 — 8.5
X—ux _80-85

P(X < 8.0) =P
( ) < ox 0.9

) =P(Z < —1.667) = &(—1.667) = 0.0478

@ Calcule la probabilidad de que se consuma mas de 6.0 Kv/h.

- 6—5.8
ITZHY 2799

Y
P(Y >6.00=1-P < =1 — ¢(0.2857) = 0.3875
oy 0.7
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Distribucién normal bivariada
Normal bivariada

Normal bivariada - ejemplo

Q Si mensualmente se pagan $22 por m3 de agua y $36 por Kv/h consumidos, determine la media y desviacion
estandar de la cantidad pagada por el mes de noviembre en una casa tipo.

Sea C = cxX + cy Y el costo mensual por agua y electricidad. Entonces,
E[C] = p¢ = cxE[X] + cyE[Y] = 22(8.5) + 36(5.8) = $395.8
var(C) = Uzc = c)z(var(X) + civar( Y) 4+ 2cxcycov(X, Y)
= cgok + 5o% + 20y oxy
= 222(0.9%) + 362(0.72) + 2(22)(36)(0.2457)
= 1416.27

de(C) = o¢ = V1416.27 = $37.63

@ Determine la proporcion de casas tipo que pagaran mas de $450 el proximo mes.
450 — pc

n»(c>450):1—11>(cg450):1—¢<
Ic

) =1 — &(1.440) = 0.925

El 92.5 % de las casas tjpo pagaran méas de $450.
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Distribucién normal bivariada
Normal bivariada

Normal bivariada - ejemplo

Ejemplo:

Una pediatra tiene el registro de sus pacientes de los Ultimos 5 afios y puede suponer que un nifio
entre 1y 2 afos de edad tiene una talla (estatura) media de 82 cm, un peso medio de 14 kg, con
desviaciones estandar de 3.6 cm y 1.8 kg, respectivamente. Si la correlacién entre peso y estatura
es de 0.42, responda las siguientes preguntas. Los datos muestran que razonablemente se puede
suponer que talla y peso siguen una distribucion normal bivariada.

@ . Cual es la estatura media y desviacion estandar de los nifios de 15 kg?
@ Determine la desviacién estandar del peso de un nifio de 80 cm de estatura.
@ Calcule la probabilidad de que un nifio de talla 80 pese méas de 15 kg.

@ Una firma farmacéutica define un indice de desarrollo « para nifios de esa edad como
A = 1.4 Estatura (cm) + 7.8 Peso (kg). Se desea apoyar aquellos nifios en el cuartil mas bajo
de la distribucién. Determine el valor maximo de A para recibir apoyo.
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Distribucién normal bivariada
Normal bivariada

Normal bivariada - ejemplo

Solucién: La pareja (X, Y) denota la estatura y peso de un nifio y se supone que sigue una distribucién normal
bivariada con los siguientes parametros:

px =82, ox =236, py=14, ox =18, ,pxy =0.42

@ . Cudl es la estatura media y desviacion estandar de los nifios de 15 kg?

3.6
E[X|Y = 15] = jix + pxy X (y — ny) = 82+ 04225 (15 — 14) = 75.28 0m
oy .

de(X|Y = 15) = \/a§(1 — Poy) = \/3.62(1 — 0.422) = 1/10.6738 = 3.267 cm
@ Determine el peso medio y la desviacién estandar de un nifio de 80 cm de estatura.

1.8
E[Y|X = 80] = sy + pxy X (X — pux) = 14+0.42 (80 — 82) = 13.580 kg
ox .

de(Y|Y = 80) = \/a2y(1 — Poy) = \/1.82(1 — 0.422) = v/2.668 = 1.634 kg

0 Calcule la probabilidad de que un nifio de talla 80 pese mas de 15 kg.

15 — 13.580

P(Y > 15X = 80) = 1 4»(
1.634

) =1— &(0.869) = 0.192
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Distribucién normal bivariada
Normal bivariada

Normal bivariada - ejemplo

@ Una firma farmacéutica define un indice de desarrollo « para nifios de esa edad como
A = 1.4 Estatura (cm) + 7.8 Peso (kg). Se desea apoyar aquellos nifios en el cuartil mas bajo
de la distribucién. Determine el valor maximo de A para recibir apoyo.

Sean ay = 1.4y ay = 7.8. Entonces, A ~ N(u4, 03), donde
2 2 2 2 2 _
A = axpx + aypy = 224, oy = ayoy +adyoy + 2axayoxy = 282.00

Para determinar gu el primer cuartil de la distribucion del indice «, considere zy o5 = —0.674,
el primer cuartil de la distribucién normal estandar, de manera que
®(20.25) = $(—0.674) = 0.25. Entonces se debe tener que

0.25 = ®(2zp.25) = ® (M>

OA

por lo que
ga = 1A+ 2005 - oa = 224 — 0.674V/282 = 212.67

Por lo que nifios con un indice o« menor a 213 podran recibir apoyo.
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Ejercicios

Ejercicios

Problemas Cuaderno Gris, seccion 4.1:

Recomendados:

1,2,3,4,6,7,8,12,13

Problemas Cuaderno Gris, seccion 4.2:

Recomendados:

5,7,9,10,12,13,15,17,19, 21,24, 30, 35,
40, 42,44, 47,49,52,54, 55,56, 61, 64,67, 68
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