Estadistica I

Cuadrantes es un Diagrama de Dispersion
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Estadistica I

Temario

e Introduccion

e Analisis Exploratorio de Datos

 Probabilidad

e Variables Aleatorias y Distribuciones de Probabilidad

* Algunas Distribuciones de Probabilidad
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Introduccion

e Lo que da lugar a la estadistica es el problema de variacion del fenomeno estudiado.

 La palabra estadistica viene del latin status. En la antigliedad se referia a la des-
cripcion de un estado politico. Evoluciona a la descripcion de un conjunto de datos
numeéricos.

* El estudio de métodos alternativos de analisis de un conjunto de datos da lugar a la
Teoria Estadistica.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Ejemplos de Problemas Estadisticos

1. Contabilidad

 Seleccionar muestras representativas con proposito de auditoria.

* Pronodstico de precios en analisis de costos.
2. Finanzas

e Analisis de tendencias de precios. Pronosticos de ventas.

e Balance/descripcion de carteras.
3. Administracion

* Descripcion de empleados de la compa nia.

* Programas de Mejoramiento de la calidad. Programas Six Sigma.
4. Mercadeo

 Sectorizacion del mercado. ;| Quién prefiere qué?

 Analisis de encuestas por grupo socioeconomico.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

a) Encuesta a Salida de Casilla

Proporsion de Votos contados 30% de casillas

g_
31%
Preguntas: B
° 27%
* S1 van 30 % del total de casillas 0 | 049/
contadas, ;Gana las elecciones °©
el PAN? Q-
e ;Porcentajes del PRI y PRD son 0
1guales? °
e Porcentaje pyg < 1,5 %7y porlo = 0% o,
tanto pierde el registro? o
° 2%
g_

PAN PRI PRD PVE Otros Anulados
Partidos
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

b) Desempleo Urbano 1985-2005

Empleo y desempleo - Encuesta nacional de empleo urbano (EHEW) - Tasa general de desempleo abierto - Me
- Por principales areas urbanas
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Unidade=: Tasa de desempleo
Fuente: IHEGIL. Encuesta Hacional de Empleo Urbano.

 ;Hay comportamiento estacional en el empleo en zonas urbanas?

e ;Cambi0 el comportamiento después del “error de diciembre™?

e ;Hubo un cambio en el patron de empleo en Guadalajara durante el gobierno pa-
nista (1995-2000)?

E. Barrios
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

¢) Nivel de Inventarios Insumos-Productos

El inventario de la compa nia A, entre insumos (100 articulos) y productos (10
productos) es de $200M. Los articulos estan clasificados en 4 tipos: A, B, C
y D y tienen un costo promedio de $100, $1000, $10,000 y $50,000. Nuestros
productos, distribuidos en la misma proporcion (10 % de cada producto), tienen
un costo unitario de $1000.,...,$100,000.

La empresa va a ser adquirida por el consorcio XY 7 y se desea verificar el nivel
del inventario reportado en libros. ;Qué volumen del inventario (insumos y pro-
ductos) verificaria si se desea una estimacion con un error no mayor del 5 % del
monto total del inventario?

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

d) Distribucion de la Riqueza: Indice de Gini

Gini coefficient

100%
S Perfect distnbution line
Preguntas' gsometines called 45 degree line
e ;Nivel de precision del indice? \
e Hipétesis Hy: s
[Giane < HChyss 158
Chile < México e
Lorenz curve
-
The cumulative share of people 100%

from lower micome
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Incertidumbre

En todos los ejemplos anteriores hay cierta incertidumbre involucrada, incerti-

dumbre debida a la falta de informacion que formalmente medimos en términos
de probabilidad.

De 1gual forma, la probabilidad nos sirve para medir la creencia de que un evento,
cuyo resultado es incierto, ;Ocurrird o no?

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Incertidumbre y Estadistica

Variacion «—— Incertidumbre «+— Informacion

e Consecuencia de la complejidad del problema.
e No podemos anticipar con precision el resultado.

El estudio cientifico de fendmenos bajo incertidumbre o variacion se basa en la es-
tadistica. Esto permite la toma de decisiones de manera objetiva.

La estadistica provee de herramientas, muchas de ellas matematicas, para el estudio
de fendmenos sujetos a incertidumbre.

Objetivo de la estadistica:

 Descripcion (resumen) de una poblacion cuyos elementos muestran variacion.

e Inferir propiedades de la poblacion a partir de la informacion de un subconjunto o
muestra de la poblacion.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Poblacion y Muestra

Procesos de Conocimiento
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Definiciones Basicas

e Datos - Mediciones, observaciones documentadas tomadas de un fendmeno o ex-
perimento. Mediciones de caracteristicas observadas.

e Unidad Experimental (u.e.)- Elemento, objeto, persona sujeta la tratamiento bajo
estudio.

 Variable respuesta - Caracteristica observada en las unidades experimentales (su-
jetos) que pueden ser registradas y/o cuantificadas, no necesariamente numeérica-
mente.

e Poblacion estadistica - Totalidad de los posibles valores de una variable respuesta
sobre la poblacion bajo estudio.

e Parametro - Caracteristica de la poblacion expresada numéricamente.
e Muestra - Subconjunto de la poblacion.

 Estadistico - También llamado estadigrafo, es una caracteristica numérica de la
muestra.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006



Tema | Introduccion 13

Elementos de un Problema Estadistico

e Definir los objetivos del estudio en términos de parametros de interés.

* Determinar la poblacion de interés.

* En su caso, determinar el proceso de muestreo. ;Como se levanta la muestra?
e Describir la poblacion de interés. Analizar la muestra.

e Estimacion de los parametros y la calidad de los mismos.

e Resumen de resultados.

e iUso!

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Ejemplo de un Problema Estadistico

El inventario de la compa nia A, entre insumos (100 articulos) y productos (10 pro-
ductos) es de $200M. Los articulos estan clasificados en 4 tipos: A, B, C y D y tienen
un costo promedio de $100, $1000, $10,000 y $50,000. Los productos estan distribui-
dos en la misma proporcion (10 % de cada producto), y tienen un costo unitario de
$1000,...,$100,000.

La empresa va a ser adquirida por el consorcio XY Z y se desea verificar el nivel
del inventario reportado en libros. ;Qué volumen del inventario (insumos y productos)
verificaria si se desea una estimacion con un error no mayor del 5 % del monto total
del inventario?

e ;Cual es el objetivo del estudio?

e ;Cual es la poblacion de interés?

e ; Tomaria muestras o levantaria un inventario al 100 %?

e ;Como reportaria los resultados?

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Clasificacion Basica de la Estadistica

(

Descriptiva <

Estadistica {

Inferencial <

Tabular

Grafica

Presentacion de datos

( Tendencia central

Medidas descriptivas ¢ Localizacion

. Dispersion

. .| Puntual
Estimacion
Intervalo

. | Igualdad de medias
Pruebas de Hipotesis .
Igualdad de proporciones

E. Barrios
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Datos
Necesidad de datos

1. Proporcionar elementos imprescindibles para un estudio o investigacion.
2. Medir el desempeifio de un servicio o proceso.
3. Como ayuda para la elaboracion de cursos alternativos en la toma decisiones.

4. Curiosidad.

Calidad de los datos

Importante: La calidad del estudio/analisis depende fuertemente, aunque no exclusi-
vamente, de la calidad de los datos. S1 los datos son malos (basura), aun los métodos
estadisticos mas sofisticados no podran recuperar la informacion esperada.

Principales problemas con los datos

e Poblacion mal definida.
e Muestra no representativa o sesgada.
e Mal procesamiento de la informacion.

* Procedimiento estadistico no adecuado.
E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Tipo de Datos o Variables

Nominales. Color de auto: rojo, negro, ...
Cualitativas
Ordinales. Calidad de un servicio: bueno, regular, malo
Variables <
Discretas. Niimero de empleados por departamento: 1,2, . ..
Cuantitativas
Continuas. Ingreso mensual: $5000, $10000, ...

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Tipo de Variables

Variables Cualitativas: Cuando la informacion tomada denotan cualidades o atributos.
Pueden clasificarse en un nimero fijo de clases o categorias exhaustivas y excluyentes.
Asi, los datos quedan clasificados en una y solo una categoria. E. g., considere los
empleados de la empresa ABC'"

Variable Categorias

Departamento produccidn, ventas, contabilidad, ...
Turno matutino, vespertino, nocturno
Escolaridad primaria, secundaria, . ..

Género masculino, femenino

Variables Cuantitativas: Variables o respuestas con significado numérico obtenidas por
conteo o medicion. Si son por conteo, las variables se dicen discretas. S1 por medicion,
continuas. E. g., considere nuevamente a los empleados de la empresa ABC".

Variable Valores posibles Tipo
Antigiiedad (anos) 1,2, ... discreta
Sueldo mensual ($) 1000-50000  continua
Vacaciones (dias) 6,7,... discreta
Peso (kg) 50-120 continua

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Escalas de Medicion

Dependiendo de la precision de los datos sera el tipo de analisis.

1. Escala Nominal: La mas basica clasificacion de los valores en categorias (exhaus-
tivas excluyentes). No hay relacion de orden. Operaciones aritméticas no tienen
sentido. E. g., estado civil; zona donde vive; color de auto.

2. Escala Ordinal: Del tipo nominal pero las categorias pueden ordenarse de acuerdo
al grado de posesion de cierto atributo (mayor que, menor que). E. g., nivel escolar:
primaria, secundaria, etc.; nivel socioeconomico: bajo, medio y alto; calidad de
servicio: bueno, regular y malo. Operaciones aritméticas sin sentido.

3. Escala de Intervalo: Ademas del grado de posesion de cierto atributo es posible
medir la intensidad de la posesion. Se acepta (arbitrariamente) una medida como
cero u origen. Las operaciones de suma y resta son validas. E. g., las escalas Celsius
y Fahrenheit de temperatura.

4. Escala de razon: El cero indica “ausencia” del atributo. Todas las operaciones arit-
méticas son validas. El cociente nos permite la comparacion por proporciones (ra-
zones). E. g., costo mensual en publicidad; ingreso anual familiar, etc.

nominal O ordinal O intervalo D razon

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Escalas de Medicion

Ejemplos:

Escala
Variable Valores Tipo de Medicion
Afiliacion politica: PRI, PAN, ... cualitativo nominal
Dias en calendario: gregoriano, maya, ... cuantitativo  intervalo
Tipo de automovil: deportivo, de lujo, ...  cualitativa  nominal
Clasificacion de pelicula: ninos, adultos, ... cualitativa ordinal
Estatura (cm) 150 — 220 cuantitativo razon
Nivel de tonos bajos —(— +7 cuantitativo  intervalo
Consumo eléctrico (kw/hr.) — cuantitativo razon
Habilidad en Karate: cinta amarilla, verde, ... cualitativa ordinal

E. Barrios
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de Datos

* Estadistica Descriptiva
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Ejemplo: Encuesta de television por cable®

Una empresa de television por cable encargé a un bufete un estudio de mercado para
conocer el perfil de los clientes potenciales de una zona residencial formada por dos
colonias. Las colonias constan de 12 y 25 manzanas con un total de 236 y 605 ho-gares,
respectivamente. Mediante muestreo probabilistico (no discutido aqui) se selecciono
una muestra de ocho manzanas y cinco hogares por manzana. En cada hogar selec-
cionado se recabaron varias respuestas de las que presentamos solamente algunas de
éstas.

Variable Descripcion

I Colonia Colonia a la que pertenece el hogar de la zona residencial

2 Manzana Numero de manzana a la que pertenece el hogar

3 Adultos Numero de adultos por hogar

4 Ninos Numero de nifios menores de 12 afios por hogar

5 Teles Numero de televisores por hogar

6 Tipo Tipo de televisor que posee: ByN, color, ambos

7 TVtot Suma del numero de horas frente al televisor en la semana
de todos los miembros de la familia

8 Renta Cantidad maxima de renta que el jefe del hogar estaria dispuesto
a pagar al mes por servicio de TV por cable (multiplos de $5)

9 Valor Valor catastral del hogar (m$). La respuesta se usa para dar idea
aproximada del ingreso familiar

“Aguirre et al. (2003)
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Analisis Exploratorio de Datos

Ejemplo: Encuesta de television por cable

Datos de la encuesta de television por cable

obs colonia manzana adultos ninos teles renta tvtot tipo  valor
1 2 20 3 2 2 50 68 B 79928
2 2 25 3 3 1 65 82 B 94415
3 2 20 1 2 I 45 40 A 120896
4 2 8 2 2 2 35 56 A 132867
5 2 25 1 2 0 0 0 N 141901
36 1 2 2 0 2 60 20 A 332699
37 1 2 3 0 3 70 28 C 336290
38 1 9 3 0 5 8 28 C 355641
39 1 9 2 0 3 70 20 C 357972
40 1 4 3 0 4 80 28 C 370325

Estadistica |
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Analisis Exploratorio de Datos

Variables Cualitativas

Descripcion Tabular

Tabla de Frecuencias para la variable tipo (tipo de television)

Una tabla de frecuencias nos muestra la frecuencia (absoluta o relativa) observada de

cada una de las categorias de la variable.

total Colonia 1 Colonia 2
tipo fi pi Rl fi pi | fi pi P
Ambos 10 0.25 25.0] 2 0.133 13.3| 8 0.320 32.0
Blanco y Negro| 4 0.10 10.0| 1 0.067 6.7, 3 0.120 12.0
Color 24 0.60 60.0/12 0.800 80.0/ 12 0.480 48.0
Ninguno 2 005 5.0 0 0000 00 2 0.080 8.0
Total (V) 40 1.00 100.0 |15 1.000 100.0|25 1.000 100.0

Donde f; son las frecuencias absolutas, p; = f;/N las frecuencias relativas y % las

frecuencias relativas expresadas en porcentajes.

Estadistica |
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all o ay Lo
Variables Cualitativas

Descripcion Grafica

a) Diagrama de Barras

Distribucion de Tipo de Television por Colonia (porcentajes)

frecuencias absolutas

30

20

15

10+

—62.5

—37.5

—12.5

Ambas

ByN

Color

Ninguna

frecuencias relativas (porcentajes)

* Las alturas de las barras corresponden a las frecuencias absolutas o relativas.

Estadistica
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Variables Cualitativas

Descripcion Grafica

b) Diagrama Circular o de Pastel

Distribucion de Tipo de Television (porcentajes)

blanco y negro: 10

ambos: 25

Los 360° se dividen pro-

ninguno: 5 porcionalmente de acuerdo

a la frecuencia relativa p;
t=1,...,k).

color: 60

Nota: Los diagramas de barras son preferibles sobre los de pastel. El ojo humano es bueno para
juzgar medidas lineales pero malo en juzgar dreas relativas. Vea por ejemplo, la seccion Note en:
http://stat.ethz.ch/R-manual/R-patched/library/graphics/html/pie.html
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Variables Cualitativas

Graficas Circulares

Distribucion de Tipo de Television por Colonia (porcentajes)

Colonia 1 Colonia 2

blanco y negro: 6.7 ambos: 32
lanco y negro: 12

ambos: 13.3

ninguno: 1e-0

ninguno: 8
color: 80

color: 48

e [a presentacion de graficas de resultados para distintos grupos facilita el analisis.
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Variables Cuantitativas

Distribucion de Frecuencias para Variables Discretas

Similar al diagrama de barras para variables cualitativas. Las categorias son los valores
discretos.

Distribucion de frecuencias para las
Distribucion de Frecuencias de Ninos y Adultos

variables adultos y nifnos

(Encuesta de TV por cable)
adultos ni nos

valores | f; pi| fi Pi
0 0.000, 9 0.225
7 0.175/11 0.275
15 0.375|12 0.300
14 0.350, 8 0.200
4 0.100f 0 0.000
total | 40 1.000 |40 1.000

= Adulio
= Nmnos$

(%]

3

frecuencias relativas (%)
N
ci:«

5
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personas por familia
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Variables Cuantitativas

Diagrama de Punto

Renta dispuesta a pagar por servicio de TV por cable

, L Eabin

l l l l |
20 40 60 80 100

renta

O —

Estadistica | Agosto—Diciembre 2006



Tema ll Anadlisis Exploratorio de Datos 10

Variables Cuantitativas

Diagrama de Punto

Construccion:

 Eje horizontal representa el valor de las observaciones.

e Un punto (bolita) por cada observacion. Para valores similares se coloca punto

sobre punto.

 Faciles de constuir e interpretar cuando se tienen menos de 25 (50) datos y no hay

tanta repeticion de valores.

Carateristicas aparentes en los diagramas de punto:
» Observaciones Atipicas (“outliers”). Valores sustancialmente grandes o pequenos
respecto al resto de los datos.
e Huecos. Espacios grandes entre grupo de puntos.

e Perfil de la distribucion. Valores mas frecuentes.

Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Analisis Exploratorio de Datos

11

Variables Cuantitativas

Diagrama de Tallo y Hojas

Construccion:

e Determinar el valor maximo y minimo de las observaciones.

e Determinar una regla para separar los digitos de cada observacion en 2 partes (fa-

llos y hojas). La regla se aplica a todos los datos.

 Para cada dato (observacion) incluir una hoja en el tallo que corresponda.

e Una vez concluidos todos los datos se ordenan las hojas.

Tallos y Hojas para la variable TVtot

tallo

O J o U b W DN P O

hojas

S O b D o oy O
O o o O U1 O b

IS

6

[©) W NC RO \ O B @2 [T SN
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2 2

NO ORDENADO

0 WO

min=0,

O

max=86
tallo
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hojas
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N

2

O 0 DD DN O

4

ORDENADO
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Variables Cuantitativas
Diagrama de Tallo y Hojas

Nota: En un diagrama de tallo y hojas se puede observar:

* Que tan alejados se encuentran los datos.

e Alrededor de que valor se concentran mas los datos.

 Si hay muchos datos alejados del resto de las observaciones.

* Si hay simetria en los datos.

e Si hay grupos aislados.
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Variables Cuantitativas
Diagrama de Tallo y Hojas

En ocasiones hay muchas hojas por tallo. En esos casos se pueden abrir los tallos para

mayor detalle. E. g., Diagrama de tallo y hojas expandido para la variable T'Vtot.

0

0

O U1 O J O o b

o N oy © o O o N

0

S o 0 O

N oo DN O O

S 00 N
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Variables Cuantitativas

Distribucion de Frecuencias para Variables Continuas

En el caso de las variables continuas, puede suceder que no se repitan datos. Se cons-
truyen entonces intervalos para clasificar observaciones y se determinan las frecuen-

cias de clase.

1. Determine max, min y rango = max — min = amplitud. E. g., Variable valor en
la encuesta de TV por cable.

max = 370325; min = 79928; rango = max — min = 379325 — 79928 = 290379

2. Decidir cuantos intervalos de clase (k) usar, asi como el ancho (c¢) de cada
clase. (Recomendado 5 < k < 20.) Eljja el ancho del intervalo de modo que
k x ¢ > rango (amplitud).

Tomamos k£ = 6, ¢ = 50, 000.
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Variables Cuantitativas

Distribucion de Frecuencias para Variables Continuas

3. Elegir el valor inicial para el primer intervalo de clase. Este debe ser menor que el
minimo observado (min).

Tomamos 75, luego los intervalos de clase quedan:

clase intervalos de clase marca de clase f; p; (%)

1 (75, 125] 100 3 8
2 (125, 175] 150 8 20
3 (175, 225] 200 10 25
4 (225, 275] 250 8 20
5 (275, 325] 300 5 13
6 (325, 375] 350 6 15
40 100

Los datos agrupados pierden valores o magnitudes. Resulta conveniente definir el
punto medio del intervalo como representante o marca de clase (m;).

75+ 125 125 4 175
m1=+—:100, Mo = il

— 150,

Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Variables Cuantitativas

Distribucion de Frecuencias para Variables Continuas

Otra caracteristica de interés en datos cuantitativos es la frecuencia acumulada, abso-
luta (F;), o relativa (F;). Se obtiene sumando las frecuencias de todas las categorias
menores incluyendo la clase en curso:

k k
Fk:Zfz, szzpi
i=1 i=1

Tabla de frecuencias de la variable valor

intervalos de marcade  Por intervalo Acumulada
intervalo clase clase  absoluta relativa Absoluta Relativa
i I; m; Ji pi F; P
1 (75, 125] 100 3 .08 3 .08
2 (125, 175] 150 8 .20 11 28
3 (175, 225] 200 10 25 21 53
4 (225, 275] 250 8 .20 29 73
5 (275, 325] 300 5 13 34 .85
6 (325, 375] 350 6 15 40 1.00

E. g., Podemos ver que, por ejemplo, 28 % de los hogares tienen valores catastrales
menores a 175,000.
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all o o e
Variables Cuantitativas:

Distribucion de Frecuencias para Variables Continuas: Histogramas

Histograma de la variable valor
(6 clases intervalos de clase)

10— 25

- 20
. 9
-}
= ©
S 6 15 2
O 4y
© &
(U S
3 ©
[ o
S 4 10 5
(&) >
(0] O
= 5

- 5

0 Lo

100 150 200 250 300 350
valor (miles)

e Similar a los diagramas de barras para variables cualitativas. Las clases o categorias

estan formadas por los intervalos de clase.

* En un histograma las “barras” son adyacentes. Esto es por la continuidad de la
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Variables Cuantitativas

Distribucion de Frecuencias para Variables Continuas: Histogramas

e S1 deseamos mas detalle au-
mentamos el numero de cla-
ses k.

e S1i cambiamos el ancho de la
clase (¢) cambiaran las fre-
cuencias.

frequencia relativa (%)

—
(o)}

—_
AN

—_k
N

—
o

0¢]

Histograma de la variable valor
(12 clases intervalos de clase)

I I I I I I I I I I I I
112.5 162.5 212.5 262.5 312.5 362.5

87.5

137.5

187.5 2375 2875 3375

valor (miles)
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Relacion entre histogramas y curvas poblacionales

Histograma y poligono de frecuencias

Nota:

e Esperamos que la distribucion de fre-
cuencias nos sugiera un perfil similar
al de la poblacion.

9\

 El perfil del histograma nos provee
de una caracterizacion de la variabi-

lidad y distribucion de los valores de
la poblacion estadistica.

Al

%
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Curvas poblacionales

El modelo matematico de la distribucion de frecuencias poblacional de una variable
continua se puede visualizar como la version suavizada de un histograma de toda la

poblacion.

 Las frecuencias quedan por areas bajo
la curva.

» A la representacion grafica de las fre-
cuencias poblacionales se le denomina
curva de distribucion de la frecuencia
poblacional.

e Puede adquirir las siguientes formas:
o Simétrica
o Sesgada

o Bimodal
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Curvas poblacionales

Distribucion Simétrica

Simetrica

e Se caracteriza por la existencia de un
valor central alrededor del cual se dis-
tribuyen los valores probables de ma-

nera simétrica.

* E. g., la distribucion de las estaturas de
las estudiantes mujeres del ITAM.

estaturas
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Curvas poblacionales

° ° ° / I h
Distribucion Sesgada Segada a la derecha

e Se caracteriza porque una de las ex-
tremidades (colas) estd mas extendida

que la otra. La direccion del sesgo co-
. pesos
rresponde a la extremidad de mayor ex- ingreso

tension. Segada a la izquierda

e E. g., Ladistribucion del ingreso es ses-
gada a la derecha. La tasa de retiros o
jubilaciones es sesgada a la izquierda.

edad
tasa de retiro o jubilacion
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Curvas poblacionales

.. .. . Bimodal
Distribucion Bimodal

 Se caracteriza por tener dos cimas (mo-
das) o “jorobas” separadas indicando la
combinacion de dos grupos con dife-
rentes distribuciones.

* E. g., Distribucion en el dia del nume-
ro de personas demandando un servi-
cio. Las modas corresponederian poco
des-pués de abrir la oficina en 1la ma na-

nay tarde.

hora
Demanda de servicios
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Curvas poblacionales

Poligono de Frecuencias

Construccion:

e Se unen los puntos medios de la parte
superior de las barras del histograma y
se cierran los extremos con el eje hori-
zontal.

E. g.,

e La grafica muestra la el histograma y
poligono de frecuencias de la variable
valor en la encuesta para el estudio de
TV por cable. Notese la posible bimo-
dalidad de 1a muestra.

Poligono de frecuencias de < valor >

.

/ .
\//’

o \/ 2
¥

87.5 137.5 1875 2375 287.5 337.5

valor (miles de pesos)
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Curvas poblacionales

Ojiva
Ojiva de la variable < valor >

100 -

80 -
Construccion: S
©

.. = 60 -
e La ojiva es la curva que resulta 7
o
de graficar las frecuencias relativas
(&)

acumuladas contra el limite supe- @ 401
. o (&)
rior de los intervalos de clase. 2

20 -

0- T I T . T I T I T I
100 150 200 250 300 350
75 125 175 225 275 325 375

valor (miles de pesos)
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Curvas poblacionales
Ojiva

 Si deseamos obtener el por-
centaje de casas cuyo va-
lor catastral es menor de
$250,000, localizamos en el
eje horizontal el valor y lo
subimos a que corte la oji-
vay leemos el valor en el eje
vertical.

e Si deseamos saber (estimar)
cudl es el valor catastral del
primer 20% de la pobla-
cion, trazamos una recta ho-
rizontal a la altura de 20 %
hasta cortar la ojiva, des-
pués proyectamos vertical-
mente y leemos la cantidad
en el eje vertical.,

100

frecuencia relativa (%)

Ojiva de la variable < valor >

80

62.5%

D
o
|

N
o
1

20

160

. v

| 160 | 1£I$0 |

75 125 175

I
225

I
275

I
325

I
375

2(50 25I50 360 SéO

valor (miles de pesos)
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Curvas poblacionales

Percentiles

e Los percentiles dan infor-

16 £ Percentil la variable < valor >
macién acerca de cémo se ercentiles de la variable < valo

distribuyen los valores de la

100 ~

variable en estudio.
80 -

* Si p estd entre 0 % y 100 %
el p-ésimo percentil es el va-
lor de la abscisa (eje ho-

Percentil 20% = 160
Percentil 90% = 345

(©)]
o
I

rizontal) tal que al menos
100p % tienen un valor me-
nor o igual a €l.

frecuencia relativa (%)
I
o

e En el ejemplo de TV por ca-
ble, el percentil del 20 % es A
aproximadamente $160,000

160

y el 90-percentil es de

[ [ [ [
$345’OOO Luego, SOlamente 75 160 125 150 175 260 225 ZéO 275 325 375
10 % de casas tiene un valor valor (miles de pesos)
catastral mayor a $345,000.
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Agrupacion de Variables

La agrupacion de variables consiste en formar una variable cualitativa o categorica
combinando los valores de otra variable.

e De esta manera se puede convertir una variable categorica en otra pero con menos
clases. E. g., tipo de television en la encuesta de TV por cable.

tipo p; television p;’
Ninguna 0.05 sin 0.15
Blanco y negro 0.10
Color 0.60 con 0.85
Ambos 0.25

e De igual forma se pueden agrupar variables cuantitativas en categoricas. En este
caso se definen las categorias en términos del valor de la variable en estudio. E. g.,

para la variable valor (en miles de pesos) definimos las clases bajo ( < 200), medio
(200 < valor < 300), y alto (> 300).

clase intervalo f;, p; F;, P
bajo (75,200) 17 .425 17 0.425
medio [200,300] 14 .350 31 0.775
alto  (300,400) 9 .225 40 1.000
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Medidas Descriptivas

Ademas de la descripcion grafica de la variacion de los valores de una
muestra o de la poblacion total, existen algunos niimeros que ayudan
a mostrar aspectos relevantes de la distribucion de frecuencias.

Estas pueden describir alrededor de qué valor los datos se distribuyen,
asi como conocer qué tanto varian los datos alrededor de estos va-
lores.

A estos valores se les denomina medidas de tendencia central y medi-
das de variabilidad, respectivamente. En conjunto se les conoce como
medidas descriptivas.
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Medidas de Tendencia Central

Las medidas de tendencia central son valores numéricos que intentan, en cierto sentido,
localizar la parte central de la distribucion de frecuencias.

Mediana

Es el percentil del 50 %. Es el valor que ocupa la posicion central de los datos después
que han sido ordenados de manera ascendente. Luego, 50 % de los datos es menor o
igual que la mediana, y el otro 50 % es mayor o igual que la mediana.

Denotamos M a la mediana de la distribucion de valores poblacionales y m a la me-
diana de la distribucion de una muestra.

La mediana es una medida de tendencia central util en casos de distribuciones sesga-
das.

Calculo:

e Uso de la ojiva de la distribucion. Recuerde que la mediana es el percentil del 50 %.

e Uso del diagrama de tallos y hojas ordenado. Localice el valor central. Si el numero
de hojas n es impar la mediana correponde al valor en la posicién (n + 1)/2. Si el
numero de hojas n es par, la mediana sera el promedio de los valores centrales (en
las posiciones n/2y (n + 2)/2).
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Medidas de Tendencia Central
Ejemplo 1.4.1

Una empresa fabricante de productos cosméticos y de limpieza maneja ventas de alre-
dedor de 400 productos distintos a través de once centros de acopio en toda la republi-
ca. Dado el gran volumen de producto que se maneja es importante que haya un buen
control de inventarios, ya que si se tienen mucho inventario ocioso significa dinero que
no se esta empleando en producir, mientras que un inventario escaso significa tener
una demanda no satisfecha.

La empresa contrato los servicios de un bufete y recibio la siguiente formula para el
control de inventarios:
nivel de reabastecimiento = 1.3 * 5 dias en transito * venta maxima

donde dias en transito significa el numero de dias que tarda en llegar un pedido al
centro de acopio, y el factor 1.3, el bufete lo llamo el factor de “paranoia”.
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Medidas de Tendencia Central
Ejemplo 1.4.1 (cont.)

Ventas diarias de suavizante para ropa. Numero de cajas vendidas. Centro de acopio Guadalajara.

semana l semana 2 semana3 semana4 semanad semana 6 semana 7/

0 2838 413 5592 0 465 2199
515 590 47 673 80 703
746 331 340 561 159 462
1237 450 265 548 183 175
879 570 1083 216 113 422

La tabla presenta la venta en cajas de un suavizante para ropa en el centro de acopio
de Guadalajara. La planta manufacturera esta en México, por lo que los dias de transi-
to son 3. Aplicando la formula anterior se obtiene que para Guadalajara el nivel de
reabastecimiento es de 21,808. Claramente, €sta es una recomendacion exagerada de
inventario. La empresa decidio hacer un estudio estadistico. Para comenzar se anali-
zaron los pedidos diarios de los ultimos meses. La tabla presenta las ventas del ultimo
mes y medio ya que las conclusiones son similares.
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Medidas de Tendencia Central
Ejemplo 1.4.1 (cont.)

NO ORDENADO ORDENADO

o | o0, 47, 00, 80 o | o0, 00, 47, 80
1| 59, 83, 13, 75 1| 13, 59, 75, 83
2 | 65, 16 2 | 16, 65
3 | 31, 40 3 | 31, 40
4 | 50, 13, 65, 62, 22 4 | 13, 22, 50, 62, 65
5 | 15, 90, 70, 61, 48 5 | 15, 48, 61, 70, 90
6 | 73 6 | 73
7 | 46, 03 7 | 03, 46
8 | 79 8 | 79
9 | 9 |
10 | 83 10 | 83
11 | 11 |
12 | 37 12 | 37
21 | 19 21 | 19
28 | 38 28 | 38
55 | 92 55 | 92

El ndmero de datos es 31, luego la mediana corresponde al dato (31 + 1)/2 = 16, es
decir, m = 462.

Es claro que resulta cuestionable un inventario de cerca de 20,000 cajas cuando el 50 %
de las ventas es menor que 462 cajas.
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dal
Media

De las medidas de tendencia central la media es la mds comun. Esta es el promedio
aritmético de los datos. Conceptualmente, el promedio de todas las mediciones de la
poblacion estadistica es la media poblacional y se denota por u (letra griega llamada
Cému,7 i

N
H =77 L
V2

donde NV es el total de la poblacién. La media muestral se denota por x y esta dada por
el promedio de los valores de 1a muestra. Esto es,

n
B 1
r = — E ZT;
n <
1=1
donde n es el tama no de la muestra.

En el ejemplo 1.4.1, x = 734.68. La media y la mediana estan alejadas pues la distri-
bucion muestral es sesgada a la derecha. En este caso la media no es un buen indicador
de la tendencia central.

La media es una buena medida de tendencia central cuando la muestra no es muy

o ¢
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Medidas de Tendencia Central
Media

Calculo de la media usando la distribucion de frecuencia - Datos Agrupados

El calculo de la media a partir de una tabla de frecuencias es aproximado pues no se
cuenta con el detalles de los datos. En este caso,

x—%zn:fz'mi
i=1

donde f; y m; son la frecuencia absoluta y la marca de clase del 7-€simo intervalo de
la distribucion de frecuencias. Luego,

n n n n

. 1 _ Jim . Ji .

L= — E fim; = = —m; = pin;
1=1 =1 1=1 =1

E. g., en el estudio de TV por cable, la media de la variable valor esta dado por:

o = 0.075(100000) + 0.200(150000) + - - - 4+ 0.150(350000)
— 227500

El promedio aritmético de las observaciones es realmente 227966, bastante cercano
al calculado de la tabla de frecuencias. En este caso la mediana de la muestra es m =
216393, cercano también a v, pues la distribucion de valor no es muy sesgada.
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Medidas de Tendencia Central
Media

Histograma de < valor >
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Medidas de Tendencia Central
Moda

Para un conjunto de datos discretos la moda se define como aquel valor que ocurre
con mayor frecuencia. Si el valor es unico, decimos que la distribucion de frecuencias
es unimodal. Para ver si hay mas de una moda, es conveniente observar la grafica de
barras de la distribuciion de frecuencias y buscar cimas (picos). Los valores debajo de
las cimas seran los candidatos a modas.

En el caso de variables continuas, a partir de los poligonos de frecuencias, aquellos
picos o cimas aparentes corresponderdn a valores de posibles modas.

Estadistica | Agosto—Diciembre 2006



Tema ll Anadlisis Exploratorio de Datos 38

Percentiles 0 Medidas de Posicion

Los percentiles o medidas de posicion son otras medidas descriptivas de gran utilidad.

Recuerde que la mediana corresponde al percentil del 50 %, esto es, aquel valor que
divide los datos en dos partes iguales (50 % cada una).

Los cuartiles son los valores que dividen al conjunto de datos ordenados en cuatro
partes. Es decir, aquellos valores que tienen 25 %, 50 % y 75 % de los valores de la
distribucion de frecuencias por debajo de ellos.
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Percentiles o Medidas de Posicion

Cuartil inferior o primer cuartil

Tiene por debajo a 25 % de los valores de la distribucion de frecuencias. El primer
cuartil poblacional se denota por ()1 mientras que el primer cuartil muestral por q;.

En datos ordenados el primer cuartil se localiza en

lq) = l(m)2+ 1

donde [(m) corresponde a la localizacién de la mediana. Si el resultado es un ndimero

fraccionario entonces el primer cuartil sera el promedio de los valores adyacentes.
En el ejemplo 1.4.1, [(m) = 16, luego
lq1) = (16 +1)/2 = 8.5
y del diagrama de tallos y hojas,
q1 = (183 + 216)/2 = 199.5
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Percentiles 0 Medidas de Posicion

Cuartil superior o tercer cuartil

Tiene por debajo a 75 % de los valores de la distribucion de frecuencias. El tercer
cuartil poblacional se denota por ()3 mientras que el tercer cuartil muestral por gs.

En datos ordenados de mayor a menor, el tercer cuartil se localiza en

l(gs) l(m)2+1

donde /(m) corresponde a la localizacion de la mediana. Si el resultado es un niimero

fraccionario entonces el tercer cuartil sera el promedio de los valores adyacentes.

En el ejemplo 1.4.1, [(m) = 16, del diagrama de tallos y hojas,
g3 = (673 +703) /2 = 688
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Percentiles 0 Medidas de Posicion

Percentiles
El p-ésimo percentil es aquel valor que deja 100p % de los datos ordenados (de menor

a mayor) por debajo.

Calculo del p-ésimo percentil:

e Ordenar los datos de manera ascendente.

e Calcular el indice p
= —n
100

donde p es el percentil de interés y n es el tama no de muestra.

(

o Si ¢ no es entero, se redondea. El valor inmediato mayor de 7 indica la posicion
del p-€simo percentil.
o Si 1 es entero, el p-€simo percentil es el promedio de los valores de los datos en

los lugares 2 e 7 + 1.

Deciles

Los deciles son los percentiles del 10 %, 20 %, ..., 90 %.
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Percentiles 0 Medidas de Posicion

Valores observados (en miles de pesos) de la variable valor en la encuesta:

79.928 94.415 120.896 132.867 141.901 147.997 156.410 156.841 157.041 161.222
162.509 180.124 180.437 190.314 192.265 192.816 193.279 205.656 216.190 216.321
216.465 225.694 237.752 241.531 249.098 252.221 261.763 269.898 271.556 279.163
299.558 311.195 318.551 322.652 329.198 332.699 336.290 355.641 357.972 370.325

122.0745

Para calcular el primer decil, 1. e., el Deciles para la variable valor

percentil del 10 %: en miles de pesos
i = % 40 = 4.0 porcentaje (%) | i decil
10| 4.0137.3840
Luego, 20| 8.0|156.9410
p1o = (132.867 + 141.901)2 = 137.384 S0 L2 B0.2e
40116.0 | 193.0475
Similarmente, para el cuarto decil 50120.0 1 216.3930
(40 %): 60 | 24.0 | 245.3145
.40 70(28.0|270.7270
1= g0 20 = 160 80 [32.0 314.8730
pao = (192.816 + 193.279)/2 = 193.0475 90 | 36.0 | 334.4950

Estadistica | Agosto—Diciembre 2006



Tema Il

Analisis Exploratorio de Datos

43

Medidas de Tendencia Central y de Posicion

Media, Mediana y Cuartiles
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Medidas de Dispersion

Las medidas de tendencia central nos sirven para saber alrededor de qué valores se
distribuyen las observaciones pero no qué tanto estos datos varian.

Las medidas de dispersion nos dicen que tanto varian los datos. Estas medidas seran
peque nas si no hay mucha diferencia entre las observaciones y seran grandes en caso
contrario.

Amplitud o Rango (R)

Amplitud o Rango (R). Mide la distancia entre el mayor (max) y el menor (min) de
los datos (x’s).
R = amplitud = 2,,4x — T

E. g., en el caso de la variable valor:

R = 370.30 — 79.93 = 290.47

Amplitud Intercuartilica (A.l.) o Rango Intercuartiles (R.1.). También se basa en la dis-
tancia entre cuartiles. Es la diferencia entre el cuartil superior (q3) y el cuartil inferior
(q1)- E. g., para la variable valor

A l.=q3 — q = 284.30 — 162.20 = 122.1
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Medidas de Dispersion

Varianza (c°)

La suma de desviaciones de la media muestral (promedio aritmético x) es cero. Esto
es, Y . (x; — &) = 0. Luego, aunque los datos varien mucho, la suma de desviaciones
es nula. Para evitar la cancelacion de valores mayores de la media con los valores

menores, se suman las desviaciones al cuadrado.

De manera similar como lo hicimos con la media poblacional pu, se define la varianza
poblacional como el valor medio de las desviaciones al cuadrado. Esto es,

N

o = %Z(% — 1)

1=1
La varianza muestral se define como la suma de desviaciones respecto a la media x al
cuadrado y se denota por s°:

1
2 _ }: )2
S_n—l (@i = 2)

1=1

En la practica, la varianza muestral se calcula aprovechando la igualdad:

no 9 9
9 22'21 Ly — NT

5T n—1

Estadistica | Agosto—Diciembre 2006



Tema ll Anadlisis Exploratorio de Datos 46

Medidas de Dispersion

Varianza (c?)

De la misma manera que esperamos que media muestral x esté cercana de la poblacio-
nal 1, también esperamos que la varianza muestral s> esté cerca de 0.

Note que la varianza se expresa en las unidades originales al cuadrado. Entonces, la
raiz cuadrada de la varianza esta en las unidades originales y se conoce como la des-
viacion estandar. 0 = V o2,y s = V2,

caracteristica poblacional muestral

media ! T
mediana M m
varianza o’ 2

desviacion o S
estandar

Nota: Tanto la varianza como la desviacidn estandar son medidas no resistentes o
robustas, en el sentido de que son sensibles a datos extremos.
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Medidas de Dispersion

Varianza (c°)
Calculo de la varianza usando la distribucion de frecuencia - Datos Agrupados

El célculo de la varianza en una distribucion de frecuencias es similar a como se hizo
con la media. Las marcas de clase m; (1 < ¢ < k) son representantes de las observa-
ciones en el correspondiente intervalo de clase.

1 k
82 = Z fz(ml — ,T)Q
1=1

n—14%

donde f; es la frecuencia absoluta correspondiente al i-ésimo intervalo de clase. Al-
ternativamente, s° también se puede calcular como

k —
2 _ > oiy fimi — na’

n—1

S

E. g., para la variable valor, T = 227, 500

1
st = T (79,928 — 227,500)* + - - - + (370, 325 — 227, 500)%] = 5,973.786, 750
o bien, utilizando la distribucidon de frecuencias con 6 intervalos de clase,

1
5% = - [3(100,000)° + 8(150,000)” + - - +6(350, 000)? — 40(227,500)?] = 5, 762.820, 513

Por lo que la desviacion estandar estaria dada por s = /b, 762.820, 513 = 75, 913.24
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Medidas de Dispersion
Coeficiente de Variacion (C.V.)

El coeficiente de variacion mide la dispersion relativa de un conjunto de valores al
dividir la desviacion estandar entre la media.

El coeficiente de variacion poblacional (C.V.) y el coeficiente de variacion muestral
(c.v.) estan dados respectivamente por:

C.V. = g, C.V. =
L

S| w

Nota: El coeficiciente de variacion permite expresar la desviacion estandar como pro-
porcion de la media y es independiente de las unidades. Esto permite comparar la
variabilidad de dos conjuntos de datos.
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Medidas de Dispersion

Coeficiente de Variacion (C.V.)

Estadisticos Descriptivos 2.0

renta valor
Min. 0.00 79.93 . )
1st Qu. 50.00 162.20 8
Median 62.50 216.40 S
Mean 58.25 228.00 |§1.0— o
3rd Qu. 70.00 284.30 5
Max. 85.00 370.30 0.5 8
var 316.09 5973.79
sdev 17.78 77.29
Ccv 0.31 0.34 0.0— o

renta valor
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Diagramas de Caja y Brazos

Los diagramas de cajas y brazos se emplean para analizar y presentar las caracteristicas
mas importantes de un conjunto de observaciones como son localizacion, dispersion,
simetria y observaciones atipicas. Ademas resultan utiles en la comparacion de dos o

mas conjunto de datos.
Atipico Menor  Atipico Mayor

adyacente q, dg adyacente
inferior m superior
— O o
] [ | L
Fi i fo Fo
fes = 1.5 % AL
barreras interiores: fi=q1 — fes fo=q3+ fes
barreras exteriores: Fi = fi — fes Fy = fo + fes

adyacente inferior: observacién mas peque na superior a f; y menor a ¢;
adyacente superior: observacion mas grande na inferior a f; y mayor a g3

atipicos menores: aquellos datos entre fy F
atipicos mayores: aquellos datos mas alla de F’
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Diagramas de Caja y Brazos
Para el ejemplo de la venta de suavizantes:

g1 = 199.5, g¢3 =688.0, A.L=688.0—199.5=488.5
fes = 1.5(488.5) = 732.75

Ji — 05 — A = R fo = 688 4+ 732.75 = 1420.75
F1 = —533.25 — 732.75 = —1266.0 F5 = 1420.75 4 723.75 = 2153.50

Diagrama de caja y brazos para la variable < ventas >

I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000
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Diagramas de Caja y Brazos

TV por Cable

Renta

e N

I I I I
0 20 40 60 80 100

renta (pesos)

Valor

I
150

I
250

[
3

valor (miles de pesos)

[
50

I
100

I
200

I
300
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Problema de Comparacion

Entre los temas mas importantes de la Estadistica estan los problemas de comparacion
y los problemas de asociacion.

El problema de comparacion consiste en contrastar las distribuciones de frecuencia
entre dos 0 mas subpoblaciones (grupos) basandose en los datos de muestras.

Por ejemplo, estudiando el problema del tabaquismo, definimos la variable cualitativa
habito del fumar con las siguientes clases: nunca ha fumado, dejo de fumar y fuma
actualmente. Deseamos comparar los grupos (subpoblaciones) hombres y mujeres.
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Problema de Comparacion

Subpoblaciones

Una manera de generar subpoblaciones es usando una variable cualitativa nominal
para definirlas, e. g., género. Si la variable cualitativa empleada para la definicion es
ordinal entonces el problema puede verse como uno de asociacion.

Otro ejemplo, de la industria manufacturera, seria comparar la dureza del acero entre
proveedores nacionales y extranjeros. En este caso, la variable de interés es la dureza
y las subpoblaciones serian LSA, USSTEEL, ACERIE-FRANCAISE.

En ambos ejemplos se requiere responder las siguientes preguntas:

1. (Hay alguna diferencia en las distribuciones poblacionales?
2. (Cuadl es la naturaleza de esas diferencias?

3. (Qué tan grande son esas diferencias?

Notese que si bien las preguntas son planteadas en términos de las distribuciones de
frecuencia poblacionales, en la practica €stas se responden en base a muestras de di-
chas poblaciones.

Emplearemos elementos de la Estadistica Descriptiva para responder estas preguntas.

/

Para un and ONINrmatorio 1Mmd OI'MmMadl NECcE AIMOS dE 1d dd d INierecncid
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Problema de Comparacion

Variable Cualitativa

Cuando la variable es cualitativa es posible la comparacion de distribuciones de fre-
cuencia entre subpoblaciones empleando arreglos tabulares bidimensionales, llamados
tablas de contingencia o tabulacion cruzada.

La tabla muestra frecuencias absolutas por grupo y subpoblacion. Por ejemplo,

Tabla de contingencia, encuesta estudiantil (frecuencias absolutas).
Habito de Fumar

Género | Nunca ha fumado Dej6 de fumar Fuma actualmente | Total
Masculino 154 25 185 364
Femenino 127 11 38 176
Total 281 36 223 540

Se puede ver en la tabla anterior que entre los hombres el grupo mas numeroso es el de
aquellos que fuman actualmente, siendo pocos los ex-fumadores. Esta distribucion es
distinta a la de las mujeres donde la mayoria de las encuestadas nunca han fumado. Este
analisis puede hacerse mas facilmente si en la tabla presentamos frecuencias relativas.
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Problema de Comparacion

Variable Cualitativa

Dividiendo las celdas de la tabla anterior entre el total de la muestra (540):

Tabla de contingencia, encuesta estudiantil (frecuencias relativas %).
Habito de Fumar

Género | Nunca ha fumado Dej6 de fumar Fuma actualmente | Total
Masculino 28.5 4.6 34.3 67.4
Femenino 23.5 2.1 7.0 32.6

Frecuencias 52.0 6.7 41.3 100.0

De la tabla se puede ver que los hombres que fuman son el grupo mas frecuente mien-
tras que los casos de las mujeres han dejado de fumar son los menos frecuentes. Las
frecuencias marginales (estan en los margenes de la tabla) nos muestran la frecuencia
del atributo en la poblacion en general.

Estadistica | Agosto—Diciembre 2006



Tema ll Anadlisis Exploratorio de Datos 57

Problema de Comparacion

Variable Cualitativa

Tabla de contingencia, encuesta estudiantil
Frecuencias relativas ( %) condicionales por género.

Habito de Fumar

Género | Nunca ha fumado Dej6 de fumar Fuma actualmente | Total
Masculino 42.3 6.8 50.9 100.0
Femenino 72.2 6.2 21.6 100.0

Frecuencias 52.0 6.7 41.3 100.0

De la tabla anterior se puede ver que aproximadamente 72 % de la poblacion femenina
nunca ha fumado; que la proporcion de los que han dejado de fumar es mas o menos la
misma entre hombres y mujeres; y finalmente que mas de la mitad de los estudiantes
varones fuman actualmente.

Cuando hay muchas categorias presentes, una manera rapida de comparacion es con-
trastar las frecuencias condicionales contra las frecuencias marginales correspon-
dientes.
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Problema de Comparacion

Variable Cualitativa

Distribucion de Frecuencias Condicionales

TN — i
§ 60 §
2 40+ \
2 30 \
é 20+ § \
IO &Y D)

habito de fumar
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Problema de Comparacion

Variable Cualitativa

frecuencias condicionales (%)
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Problema de Comparacion

Variable Cuantitativa Discreta

En este caso la comparacion puede hacerse de la misma forma que se hizo con las

variables cualitativas. E. g., encuesta de TV por cable:

Numero de televisores por casa.

Colonia 1

Colonia 1

Manzana Televisores

Manzana Televisores

9
2
4

4,3,4,3,5
3,3,2,4,3
2,3,3,3,2

14
22
8
20
25

0,1,1,4
1,3,4,3,2
2,2,2,3,1
2,3,3,1,3
2,0,3,1,1
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Problema de Comparacion

Variable Cuantitativa Discreta

Comparacion de la distribucion del numero de televisores por casa por entre colonias.

Tabulacion cruzada

Numero de televisores por casa

O 1 2 3 4 5
Colonial O O 2 7 5 1 15
Colonia2|{2 8 7 6 2 0 25
Total |2 8 9 13 7 1 40
Frecuencias relativas
condicionales | Numero de televisores por casa ( %)
Colonia|0 1 2 3 4 5
110 0 20 53 20 7 100
218 32 24 28 8 0 100

Al igual que con las variables cualitativas la informacion puede presentarse de manera

grafica.
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Problema de Comparacion

Variable Cuantitativa Discreta

Frecuencias relativas condicionales respecto a la colonia

50—
—— Colonia 1

2 40— —— Colonia 2
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Problema de Comparacion
Variable Continua
En este caso estamos interesados en

comparar tanto la tendencia central Subpoblaciones Muestras
(curvas de frecuencia) (diagramas de caja)

como la dispersion de las poblacio-
nes.

El lado derecho muestra los diagra-
mas de caja de muestras tomadas de
las poblaciones correspondientes.

Las conclusiones obtenidas de las

muestras se aplican también a las

poblaciones:

e La poblacion A es simétrica al-
rededor de 15 y a las izquierda

de la poblacion B.

 la poblacion B es sesgada a la

izquierda con mediana (centro) 10 12 14 16 18 20 14 16 18
cerca poco mayor que 18.
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Problema de Comparacion

Variable Continua

Ejemplo: Productores de acero

Los datos de la tabla provienen de ensayos de dureza de lamina de acero de tres pro-

veedores de una empresa que produce manufacturas troqueladas. Una caracteristica de

calidad importante es la dureza de la materia prima. Los datos corresponden al primer

semestres y las unidades son kg/cm®.

LSA

USSTELL FRANCAISE

ACERIE

52.4
50.8
45.5
44.4
45.2
46.2
46.2
46.2
52.5
46.7

47.9
50.1
52.2
41.2
519
50.8
45.4
47.9

54.4
50.2
49.4
57.0
55.5
54.9
49.9
48.7
53.0
50.9

48.8
47.9
47.5
49.2
49.0
47.6
47.9
51.7
47.3
50.7

48.8
49.8
43.2
45.7
48.1
48.9
49.1
46.7
38.9
43.2

42.7
52.7
51.6
51.2
39.8
39.1
51.1
41.1
51.3
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Problema de Comparacion
Variable Continua

Ejemplo: Productores de acero

. ) ) . Comparacion de durezas de proveedores
Del diagrama de caja se sigue lo si-

guiente:

* El pr oductor USSTEEL provee de P\ =2 I S Y N A {
lamina de mayor dureza y mas

consistentemente (menor varia-

bilidad/dispersion) que LSA y }

USSTELLH ot | e
ACERIE-FRANCAISE.
e La produccion de USSTEEL pa-
rece estar sesgada a la derecha } {
K

mientras que las otras dos com-

pa nias parecen mas bien sesga-

das a las 1zquierda. | | | |
40 45 50 55

dureza
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Problema de Asociacion

En ocaciones es importante conocer si una variable influye en el comportamiento (mo-
do de variacion) de otra variable. E. g., una cadena de establecimientos comerciales
desea saber s1 el tama no del establecimiento influye en el volumen de ventas.

Otro ejemplo seria aquel al estudiar el sector agricola y qué tanto influye los insumos
de trabajo o capital en la produccion del ramo.

Ambos casos pueden caracterizarse como un problema de asociacion en el cual nos in-
teresa conocer si el incremento o decremento de una variable, X, tiene efecto o influye
en otra variable, digamos Y . Note que por la naturaleza del problema, las variables
consideradas X y Y, deben ser al menos de escala ordinal.
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roblema de Asociacion

Ambas Variables son Ordinales

Una manera de analizar el problema de asociacion cuando ambas variables son ordi-

nales es mediante el uso de tablas de contingencia y los correspondientes diagramas

de barras.

E. g., consideremos una encuesta sobre el horario de verano, en el cual interesa rela-

cionar la posicion respecto al cambio de horario (Y") con el nivel socioeconémico del

encuestado (X). Los valores (niveles) de Y son: desacuerdo, indiferente y de acuerdo,

mientras que los de X: bajo, medio y alto.

Tabla de contingencia (frecuencias absolutas)

Posicion respecto al horario de verano

Desacuerdo Indiferente Acuerdo | Total

Nivel Bajo 08 201 111 410
SOCio- Medio 134 91 60 285
econdmico | Alto 12 21 25 58
Total 244 313 196 753

Tabla de contingencia (frecuencias realativas condicionales)

Posicion respecto al horario de verano ( %)

Desacuerdo Indiferente Acuerdo | Total
Nivel Bajo 24 49 27 100
SOCI10- Medio 47 32 21 100
econdmico | Alto 21 36 43 100
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Problema de Asociacion

Ambas Variables son Ordinales

Encuesta sobre Horario de Verano

Tabla de contingencia (frecuencias realativas condicionales)

Posicion respecto al horario de verano ( %)

Desacuerdo Indiferente Acuerdo | Total

Nivel Bajo 24 49 27 100
SOCi0- Medio 47 32 21 100
econdmico | Alto 21 36 43 100

frecuencias condicionales (%)
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Problema de Asociacion

Una Variable Ordinal la Otra Cuantitativa

En este caso es posible visualizar ambos, localizacion (tendencia central) y la varia-
cion (dispersion) de la variable cuantitativa de acuerdo a los distintos niveles de la
variable ordinal.

E. g. La siguiente tabla corresponde a una prueba de habilidad verbal para una muestra
de un jardin de ni nos. La variable Y es la evaluacion de desarrollo de la habilidad
verbal, y la variable X, es el grado escolar del ni no.
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Problema de Asociacion

Una Variable Ordinal la Otra Cuantitativa

Habilidad Verbal en Pre-escolar

Habilidad Verbal

Grado Escolar

Maternal Pre-escolar 1 Pre-escolar 2

68 255 425 .
35 202 370
145 317 380
173 327 476
190 247 410 .
225 100 358
340 448 338
123 412 373
228 228 377 Maternal]
NA 192 467
NA 297 388

1
100 200

T |
300 400
Calificacion
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Problema de Asociacion

Ambas Variables Cuantitativas

En esta situacion el diagrama de dispersion es una herramienta grafica de gran utili-
dad. Consiste en representar cada pareja de la muestra {(x1,91), .- ., (Tn, yn)} sobre
el plano cartesiano X —Y'.

Construccion:
1. Sobre un par de ejes cartesianos seleccionar una escala en el eje X (correspon-

diente a una de las variables) y otra en el eje Y (para la otra variable) de modo de
que quepan todos los valores observados.

2. Graficar cada pareja (x;, y;) en el punto del plano que le corresponda. Si hay puntos
repetidos, represéntelos como puntos concéntricos.
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Problema de Asociacion

Ambas Variables Cuantitativas

Encuesta de TV por Cable

Diagrama de dispersion renta vs. valor
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Problema de Asociacion

Ambas Variables Cuantitativas

Encuesta de TV por Cable

Cuadrantes es un Diagrama de Dispersion

n2=8 L n1=17 o
80 Il (-) ! | (+) o
O O : O O .
0o : 600 o Note que para el primer y tercer cua-
o o o : 000O0 drante
5 2
60 ... O _ o o %
y=58.2 :
N cee 1e ng+n3=17+14 =21
(%) 0} o .
o :
o o @ 00 X . 1 d
S 40 g mientras que para el segundo y cuar-
= :
3 o g to cuadrante
! no+ny,=8+1=9
20 Il (+) : IV (=)
n3=14 : n4=1
0 0o } X=227.9
[ [ [ [ [ [
100 150 200 250 300 350

valor (miles de pesos)
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Problema de Asociacion

Ambas Variables Cuantitativas

Ademas del analisis grafico es interesante tener una medida de la asociacion entre las
dos variables.
Covarianza de dos variables cuantitativas X y Y':

cov(X,Y) = 1 ] Z(iﬁz —Z)(yi — ¥)

Note que las unidades de la covarianza son las unidades originales al cuadrado. Igual-
mente, si cambia de escala una o ambas variables la covarianza cambiara. Para expre-
sar la asociacion de X y Y, independiente de las escalas se utiliza el coeficiente de
correlacion.

Correlacion de dos variables cuantitativas X y Y':

ﬁ Z?zl(xi —Z)(yi — )
Sy - Sy

donde Sy = \/ﬁ Yoo (@i —Z)2 y Sy = \/ﬁ > (y; — §)? son las desviacio-
nes estandar de X y Y respectivamente.

corr(X,Y)=r=
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Problema de Asociacion

Ambas Variables Cuantitativas

Nota:

 Existen las correspondientes definiciones poblacionales:

Covarianza
| N
cov(X,Y) = N ;(% — px)(Yi — py)
Coeficiente de Correlacion

% Zyj;\il(xz’ — pux)(Yi — py)

2 o
oy 0,

corr(X,Y) =p=

e El coeficiente de correlacion no tiene unidades (adimensional).

* El coeficiente de correlacion (poblacional o muestral) es siempre mayor o igual

que —1 y menor o igual que +1. Esto es,

—1<p<+1, —1<r<+1

Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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76

Problema de Asociacion

Coeficiente de Correlacion

a) Fuerte asociacion positiva: r=0.89

b) Asociacion positiva: r=0.31

c) Sin asociacion: r=0.04

(@) (@) (@)
-] -] © —] o
Og)o o© o P © 0 @)
o o
o o © o o o o 0o
o o o
o) o~ ©O o ©
© ° o© o 9 o o o
> = OQ% 00 4 8— (@) o 9 o % 8_ oo © 5 08
O o @ o o o O (@) OOOO e) o) 5 O o)
2o = 8 & o = o 9 o
Tlo & ébg ° < 0 %% o oo Q7lo o 008 o
oo o o° 9 o o
S_ o % S_ oO o S_ O 1) OOO o o
' [ [ [ [ [ ! [ [ [ [ [ ! [ [ [ [ [
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X X X
d) Fuerte asociacion negativa: r=—0.93 e) Asociacion negativa: r=—0.58 f) Asociacion no lineal: r=0.04
o (@) (@)
‘— O - — o — Q
o oo ©@
°© co oo 00 o 0 0oO
o _| %o ® o (o) o @] (e} = ®0 O
S o ©| o o = °0 ~ @, o°
& @0 o % o © o %o
o ) o e ®00
| 0o @ o o | o “oo o) o | @
> S oo’ 7 S ° ° 5 o o o
© oo O@o © 09 %% 6 %
To) To) e} To) @)
1 008 I I
d)o o 00 o o)
S 0 S ° S °
' [ [ [ [ [ ! [ [ [ [ [ ! [ [ [ [ [
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X X X
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Problema de Asociacion

Ambas Variables Cuantitativas

Notas:
* El valor de |r| serd mds cercano a 1 con-
forme la nube de datos se acerque mas

a un linea recta. Por lo mismo, r es co- Deveras traen las ciguen-~as a los bebes?
Correlacion espuria

nocido también como coeficiente de co-
rrelacion lineal. - 0
e Correlacion no implica causalidad. Véase
la grafica de la derecha. Datos de la po- N
blacién anual de una poblacion inglesa
(1930-1936) y el numero de avistamien-

tos de cigue nas al a no.

poblacion (miles de personas)

* El tipo de correlacion mostrado entre po-
., . 60
blacion y cigue nas se conoce como co-

rrelacion espuria.
55—

e Puede haber correlacion de variables pe- | | | | | | | |
120 140 160 180 200 220 240 260

ro no necesariamente lineal. Véase, e. g., numero de ciguen~as
el diagrama de dispersion f) de la pasada

lamina.
Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Productos

M
0.3
0.5

M2
0.2

Ms

0.1

0.9

0.12

0.88

0.04

0.96

DC

DC

p=0.1*0.3

p=0.9*0.3

p=0.12*0.5

p=0.88*0.5

p=0.04*0.2

p=0.96%0.2

E. Barrios

Estadistica |
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I11. Probabilidad

Contenido

e Ejemplos de situaciones con incertidumbre.

e Evento y experimentos aleatorios, espacios muestrales y eventos.
 Definiciones de probabilidad: clasica, frecuentista y subjetiva.

* 1-Repaso de conjuntos y operaciones de conjuntos. Eventos.

e Axiomas de probabilidad.

e Calculo de probabilidades

e Técnicas de conteo.

x Examen de 55 min.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

a) Distribucion de la Riqueza: Indice de Gini

Gini coefficient

100%
S Perfect distnbution line
Preguntas' gsometines called 45 degree line
e ;Nivel de precision del indice? \
e Hipétesis Hy: s
[Giane < HChyss 158
Chile < México e
Lorenz curve
-
The cumulative share of people 100%

from lower micome

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

b) Encuesta a Salida de Casilla

Proporcion de Votos contados 30% de casillas

2_
31%
Preguntas: B
° 27%
* S1 van 30 % del total de casillas 4 | 049/
contadas, ;Gana las elecciones °©
el PAN? Q-
 (Hay empate técnico entre PRIy o
PRD? °
« ;Porcentaje pyp < 1.5%7, ypor 57 il 2o,
lo tanto pierde el registro? o
° 2%
8_

PAN PRI PRD PVE Otros Anulados
Partidos

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

¢) Desempleo Urbano 1985-2005

Empleo y desempleo - Encuesta nacional de empleo urbano (EHEW) - Tasa general de desempleo abierto - Me
- Por principales areas urbanas

10.90
9.1
8.92
.93
6.94
5.95

496

3497
2.98
1.99
1.00

O ||I|I|I!II e

g R

0 0T

I!!I Bt o I A

P A . 2

o, S A

e R o NN R 5
Tt LSl ATHIS 1 s TSR ¥

I Il Ll l AT AT I A S )

Il hﬂ“hu” I |

il gy AT g [ AL T T QT RN,

fom &0 (=] = Lz | L] = 1] o = -] ‘d‘l [—] o [ | = =I

$ 8 &8 B 8 & ¥ B8 8 B ¥ 2 2 §8 § 8 8§ %5

— Ciudad de México

Guadalsjara — honterrey

Unidade=: Tasa de desempleo
Fuente: IHEGIL. Encuesta Hacional de Empleo Urbano.

 ;Hay comportamiento estacional en el empleo en zonas urbanas?

e ;Cambi0 el comportamiento después del “error de diciembre™?

e ;Hubo un cambio en el patron de empleo en Guadalajara durante el gobierno pa-
nista (1995-2000)?

E. Barrios

Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

d) Nivel de Inventarios Insumos-Productos

El inventario de la compa nia A, entre insumos (100 articulos) y productos (10
productos) es de $200M. Los articulos estan clasificados en 4 tipos: A, B, C
y D y tienen un costo promedio de $100, $1000, $10,000 y $50,000. Nuestros
productos, distribuidos en la misma proporcion (10 % de cada producto), tienen
un costo unitario de $1000.,...,$100,000.

La empresa va a ser adquirida por el consorcio XY 7 y se desea verificar el nivel
del inventario reportado en libros. ;Qué volumen del inventario (insumos y pro-
ductos) verificaria si se desea una estimacion con un error no mayor del 5 % del
monto total del inventario?

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Incertidumbre

En todos los ejemplos anteriores hay cierta incertidumbre involucrada, incerti-

dumbre debida a la falta de informacion que formalmente medimos en términos
de probabilidad.

De 1gual forma, la probabilidad nos sirve para medir la creencia de que un evento,
cuyo resultado es incierto. ;Ocurrird o no?

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Experimentos (fenomenos) aleatorios, Espacios Muestrales y
Eventos

En Estadistica es importante reconocer el proceso de obtencion de los datos, ya sea
bajo observacion o por experimentacion.

Experimento: Es el proceso mediante el cual se obtiene una observacion o dato. Los
experimentos de mayor interés en la Estadistica son aquellos donde los resultados no
pueden anticiparse.

Experimento o fenomeno aleatorio: Es aquel cuyos resultados no pueden predecirse
antes de su realizacion, y por lo tanto, estan sujetos al azar.

Espacio muestral (S): Es el conjunto de todos los resultados posibles de un experimen-
to o fendbmeno aleatorio.

Evento: Es un subconjunto del espacio muestra .S. Se dice que un evento ha ocurrido
o sucedido, s1 al observar un fenomeno aleatorio o realizar un experimento aleatorio,
alguno de los elementos del evento ocurre.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Experimentos (fenomenos) aleatorios, Espacios Muestrales y
Eventos

Ejemplos:

1. Se lanzan al aire 3 monedas y nos fijamos en lo que cae cada una de ellas. Por cada
moneda, el resultado puede ser: aguila= a, o sol= s. Luego, el espacio muestral

(total de salidas posibles) es

S ={(a,a,a),(a,a,s),...,(s,8,5)}

En este ejemplo, el espacio muestral S tiene 8 posibles salidas. Por ejemplo, el

evento
A3 = {“todas la monedas dguila”} = {(a, a,a)}

Note que A3 C S. De igual forma, el evento ‘“todos fueron soles”,
Ss={(s,s,8)} CS.
Note que el evento, ¥ = {“Al menos un dguila”} = S§ C Sy estd dado por:

E ={(a,a,a), (a,a,s),(a,s, a),(s a,a),l(a,s,s), (s a,s)(s, s a)}

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Experimentos (fenomenos) aleatorios, Espacios Muestrales y
Eventos

2. Se lanza un dado y se registra el nimero que sale. El espacio muestral es
S =1{1,2,3,4,5,6}

Sean los eventos FEj; = {“nimero impar”}; Fy = {“multiplo de 3"};
Fs3 = {“nimero mayor que 4”}. Luego

= {1,3,5}; B, ={3,6}; E5 = {5,6}

El evento £ ocurre si se observa el nimero 1,3 05. F5 sisale 306, Y E5 sucede
s1 salen los ndmeros 5 o 6.

Note que en todos los casos F; C .S, parat = 1,2, 3.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Eventos

3. Se lanzan dos dados, uno rojo y el otro azul, y se registra el nimero obtenido en
cada dado. En este caso el espacio muestral es:

(1 1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6)
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6)
g_ | (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6) >
4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6)
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6)
(6 1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)

Vs

El espacio muestral S tiene 36 elementos de la forma (r;,a;), donde
1,7 =1,...,0. Asi, se pueden definir los eventos:

e I/, = {“Lasumade puntos es 77} = {(1,6),(2,5),(3,4), (4,3), (5,2),(6,1)}

o [y = {“El dado rojo es mayor que el azul”} =
(

, (3,2)

{ri>a;} =4 E g
, (6,2),

NN AN TN
O Ot W N
—_ = = = =
\/\_/\/\_/\/

\

e F3 = {“El dado azul es mayor o igual a 5"} = {(r;,5), (r;,6), i =1,...,6}

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Experimentos (fenomenos) aleatorios, Espacios Muestrales y
Eventos

4. Se lanzan dos dados y se registra el numero obtenido por cada dado. En este caso
el espacio muestral es:

((1,0),
(2,1), (2,2),
) 31, (3,2), (3,3),
¥y (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), >
(57 1)7 (572>7 (573)7 (574)7 (575)7
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6) )

\

En este caso no registramos que dado es cual. Luego, la salida (1, 2) es la misma
que la (2, 1). El espacio muestral S tiene 21 elementos o salidas distintas.

Sean los eventos

a) A = {*“La suma de puntos es 7°} = {(6, 1), (5, 2), (4,3)}.

b) B = {“Ambos puntos son mayores que 4’} = {(5,5), (6,5), (6,6)}.

¢) C' = {“Ambos puntos son iguales”} = {(1, 1), (2,2),(3,3), (4,4), (5,5), (6,6) }

Note que en cualquiera de los experimentos aleatorios, una y solo una de las salidas
posibles ocurre.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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1. Definicion Clasica

Sea .S un espacio muestral finito y A C .S un evento de S, se define la probabilidad de

A por
~ Nuamero de elementos (salidas) del evento A

P(A) = — . .
Numero de elementos (salidas posibles) de S
* Note que en este caso no hay necesidad de observar/experimentar para calcular la
probabilidad del evento A.

* En el caso de la definicion clasica de probabilidad, se supone que cada una de las
salidas tiene la misma posibilidad de salir.

e En palabras, la probabilidad de un evento se calcula como el cociente del numero
de casos favorables entre el numero total de casos posibles.

e Note que el numero de casos favorables no puede ser menor que cero ni mayor
que el nimero total de casos posibles, luego 0 < P(A) < 1, para cualquier evento

ACS.

 La definicion clasica de probabilidad es 1util en juegos de azar y en muestreo aleato-
ri0 pero menos practica, por ejemplo, en problemas financieros donde las posibles

id . obabl

E. Barrios Esta.d/'stica / Agosto—Diciembre 2006
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Definiciones de Probabilidad

1. Definicion Clasica

S =A{(a,a,a),...,(s,s,s)}. Luego, n(S) =8y

= P(“Todas aguilas™) = rile,a )} — n(4s) L
P(As) = P(*Todas dguilas®) n{(a,a,a),...,(s,s,8)} n(S) 8 0120
= P(“Todas soles”) = (5, 5,5)) = n(Ss) _ 1
P(S;) = P(*Tod ) n{(a,a,a),...,(s,s,s)} n(S) 8 0120

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Definiciones de Probabilidad

1. Definicion Clasica

1.5 ={1,2,3,4,5,6}. Luego n(S) = 6.

P(“Nu ”)=P(E) = =—-=—-=0.5
(“Ntdmeros impares”) (Eq) WS 62
P(“Miltiplos de 37) — P(E) = "\E2) _ 2 0.333
dltiplos de 3”) = = =—-=—-=0.
> ’ n(S) 6
E
P(“Numeros mayores que 4”) = P(FE3) = U Es) =—-=-=10.333

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Definiciones de Probabilidad
1. Definicion Clasica
1.5 = {(TZ',CL]); ”L,] = 1,,6}

E 6 1
P(“Suma de puntos es 7°) = P(FE;) = TL((Sl)) =5 0.167
n

P(“El dado rojo es mayor que el azul”) = P(FEs) = = — = — = (417

2 1
P(“El dado azul es mayor que 5”) = P(FE3) = ~% 3 0.333

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Definiciones de Probabilidad

1. Definicion Clasica

E 3 1
P(“Suma de puntos es 7°) = P(FE;) = 7;:((;)) =7 0.143
B 3 1
P(“Ambos puntos son mayores que 4”) = P(B) = n<(S)> T 0.143
n
, n(C) 6

P(“A les”) = P = ———— (2

(“Ambos puntos son iguales”) (C) WS 217 0.286

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Definiciones de Probabilidad

2. Definicion de Frecuencia Relativa

Algunos fenOmenos aleatorios presentan cierta regularidad estadistica. Esto es, cierta
estabilidad en la frecuencia relativa en la ocurrencia de eventos.

Ejemplo 1: Moneda justa

Considere el experimento aleatorio de lanzar una moneda honesta “muchas veces”. Al
repetir el experimento, digamos un millon de veces, se puede detectar una regularidad
estadistica que permite darnos la idea de saber de la probabilidad de obtener un aguila.

Numero de lanzamientos Numero de Aguilas Porcentaje de aguilas

10 4 40.00

100 54 54.00

1,000 490 49.00
10,000 4911 49.11
100,000 49,779 49.78
1.000,000 499,812 49.81

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Definiciones de Probabilidad

2: Definicion de Frecuencia Relativa

Bajo el enfoque frecuentista 0 empirico, si un experimento se repite 7. veces y un
evento A ocurre n(A) veces, el limite de la fraccion n(A)/n, cuando n es muy grande
es la probabilidad del evento A y se denota P(A):

P(A) = lim nA)

n—oo mn

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Definiciones de Probabilidad

2: Definicion de Frecuencia Relativa

Ejemplo 2. Moneda Cargada al Aguila

Frecuencia Relativa de una Moneda Cargada

n n(A) n(A)/n ©
10 0.8000 o
100 65 0.6500 7
1000 612 0.6120 e
2000 1199 0.5995 7
3000 1801 0.6003 2

n(A)

[ [ [ [ [ [
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
numero de volados

Note que al igual que la definicion clasica, 0 < P(A) < 1, para todo evento A, pues
0<n(A) <n.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Definiciones de Probabilidad

3. Definicion Subjetiva

Las probabilidades subjetivas se basan en el grado de credibilidad sobre la ocurrencia
0 no de un evento. Esta probabilidad refleja el sentimiento que hace que se tenga mas
o menos confianza sobre la veracidad de una determinada proposicion, y que guia a
tomar determinada decision o accion.

La probabilidad subjetiva se asigna a un evento basado en las creencias y/o informacion
disponible y frecuentemente se asignan probabilidades subjetivas cuando los eventos
ocurren una sola vez.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Definiciones de Probabilidad

3. Definicion Subjetiva
Ejemplo: Tasas de interés

Hay incertidumbre en cuanto a si la tasa de interés subird, bajara o permanecera cons-
tante para el mes de octubre. Un administrador de empresas decide asignar ciertas
probabilidades a los distintos resultados de las situacion de la tasa de interés del mes
que entra con base a los informes de Banco de México, fuentes financieras, etc.

Baja Igual Sube
Probabilidad: 0.6 0.1 0.3

Estas probabilidades son asignadas con base en informacion que se colecta y en expe-
riencia propia por lo que son probabilidades subjetivas que pueden cambiar de indivi-
duo a individuo, a diferencia que las definiciones clasica y frecuentista de la probabi-
lidad que son las mismas para todas las personas.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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1-Repaso de Teoria de Conjuntos

e Conjunto. Coleccién de varios elementos. E. g., A = {2,4,6}; B = {1, 2, 3,4}.

e Conjunto universo. Es el conjunto que contiene a fodos los elementos. E.g.,

S =1{1,2,3,4,5,6).

e Conjunto Vacio (). Es un conjunto sin elementos. Por ejemplo,
{“Ndmeros pares multiplos de 77} = ().

Diagramas de Venn

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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e Inclusion. A es subconjunto de B, A C B, cuando todos los elementos de A estin
contenidos en 5. (Figura a)

ACB, si,wé€ A, entoncesw € B

 Union. La union de dos conjuntos Ay B, A U B, es el conjunto formado por todos
los elementos de A y todos los elementos de B. (Figura b)

AUB={we Slwe A, owe B}

o Interseccion. La interseccion de dos conjuntos Ay B, AN B, es el conjunto for-
mado por los elementos que estan en A y que también estan en B. (Figura a).

ANB={weSlwe A, y we B}

a) ACB b) AUB c)ANB

Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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1-Repaso de Teoria de Conjuntos

Propiedades de Operaciones de Conjuntos:

1. Conmutativa

e AUB=BUA
cANB=BNA

2. Asociativa

cAU(BUC)=(AuB)UC
cAN(BNC)=(ANB)NC

3. Distributiva

cAU(BNC)=(AUuB)N(AUC)
s AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

E. Barrios Estadistica |
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Probabilidad

/

Tem

* Complemento. El complemento del conjunto A, es el conjunto A° formado por

todos los elementos de .S que no son elementos de A. (Figura a).

{we Slw¢ A}

A=

» Conjuntos mutuamente excluyentes. Dos conjuntos A y B son mutuamente exclu-

yentes si no tienen ningin elemento en comun. (Figura b)

Ay B excluyentes, siy solosi, ANB =1

* Diferencia de dos conjuntos. La diferencia de dos conjuntos, A — B es el conjunto

de todos los elementos de A que no estan en B. (Figura c)

A—B={we Alw ¢ B}

b)) ANB=10

a) A°

Agosto—Diciembre 2006
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1-Repaso de Teoria de Conjuntos

Leyes de Morgan:

a) (AN B)° = A°U B¢
b) (AU B)° = A°N B¢

a) (AN B) = A°U B¢

b) (AU B)® = A¢N B

E. Barrios Estadistica |
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Conjuntos y Eventos

Ejemplos

1.Sea A = {2,4,6},B = {1,2,3,4},C = {1, 3,5}, y el conjunto universo S =
{1,2,3,4,5,6}. Muestre:

a) AUB ={1,2,3,4,5,6}.

by AN B = {2,4}.

c)C =A°={1,3,5}.

d) AN B =11,3}.

e) AU B¢ = {6}.

f) Muestre que A y C son mutuamente excluyentes. AN C = AN A° = (). Note

que por definicion de conjunto complemento A U A° = S.

2.Sean A = {2,4}, B=1{2,3,4,5}. Entonces AUB =By AN B = A.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Conjuntos y Eventos

Recuerde que en general, los subconjuntos del espacio muestra A son los eventos. La
probabilidad es una medida de dichos eventos.

Ejemplos

3. Considere el experimento aleatorio de lanzar un dado y registrar el nimero obteni-
do. Se definen los siguientes eventos:
a) A = { El valor observado es par}.
b) B = { El valor observado es menor o igual a 4}.
c) C' = { El valor observado no es par}.
d) D = { El valor observado es par o es un nimero menor o igual a 4}.

e) I = { El valor observado es par y es un nimero menor o igual a 4}.
f) F' = { El valor observado es 7}.
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Ejemplos

4. En una batalla sangrienta luchaban 270 hombres. 90 de ellos perdieron un o0jo; 90
un brazo; y 90 una pierna. 30 perdieron un ojo y un brazo; 30 un brazo y una pierna;
30 una pierna y un 0jo; y 10 perdieron un ojo, un brazo y una pierna.

a) ;{Cuantos hombres no perdieron nada?
b) ;Cuantos tuvieron exactamente una lesion?, ;dos?, ;tres?
c¢) ¢/Cuantos tuvieron al menos una lesion?, ;dos?, ;tres?

d) ¢(Cuantos tuvieron no mas de una lesion?, ;dos?, ;tres?
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Axiomas de Probabilidad

Dado un espacio muestral S y S una familia de subconjuntos (eventos) de S, cualquier
medida de probabilidad P de un evento B € S debe cumplir con los siguientes

Axiomas:

I. 0 < P(B) < 1, para cualquier B € S.
II. P(S) = 1.

I Si Ay, ..., A, €S, eventos mutuamente excluyentes (A; N A; =0, i # j), en-
tonces

() - riag s
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Axiomas de Probabilidad

Corolarios:
1. Sea A € S, entonces
P(A°)=1—- P(A)

donde A es el complemento del evento A.
Demostracion: AN A°=0y AU A° = S. Luego,

L Pp(S) = P(AU A°) ' P(A) + P(A°)
De donde, P(A°) =1 — P(A).

2. La probabilidad del evento imposible () es cero.

P() =0
Demostracion: S¢ = (),
P)=P(S)L1-PS)Z1-1=
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Axiomas de Probabilidad

Corolarios:

3. Sean A, B € S, entonces
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B)
Demostracion: Note que AU B = AU (A°N B). Luego,

P(AUB) = P(A)+ P(A°N B)
P(A)+ [P(A°NB)+ P(ANn B)]— P(AN B)
= P(A)+ P(B) — P(AN B)

4. Si B C A, entonces
P(B) < P(A), y P(A— B) = P(A) — P(AN B)

Demostracion: Si B C A, entonces A se puede escribir como A = B U (A N BY),
y BN(ANBY=0. Luego, P(A) 2 P(B)+P(ANB°. Luego,
P(A)— P(B)=P(ANB°) = P(A— B).
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Calculo de Probabilidades de Eventos

Ejemplos:

1. Una caja contiene tres boletos numerados con las etiquetas 1, 2 y 3. Se considera
el experimento aleatorio de extraer dos boletos con reemplazo. ;Cual es la proba-
bilidad de que la suma de los numeros sea cuatro?

2. Considere el mismo experimento aleatorio anterior pero ahora la extraccion de los
boletos es sin reemplazo. ;Cudl es la probabilidad de que la suma de los nimeros
sea cuatro?
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Ejemplos:
3. Considere el ejemplo de tabaquismo del tema anterior. Suponga en esta ocasion
que la mayoria de los estudiantes fue encuestada. El cuadro de frecuencias relativas
(%) con la informacion obtenida es la siguiente:

Héabito Hombres Mujeres  Total

N 28.52 2352 52.02
D 4.63 204  6.67
F 34.26 7.04 41.30
Total 67.41 32.60 100.00

Donde, N, D y F' denotan los grupos de “nunca ha fumado”, “dej6 de fumar”
y “fuma actualmente” respectivamente, y las frecuencias estan representadas en
porcentajes.

Con base a la definicion de frecuencia relativa de probabilidad, las frecuencias
relativas presentadas en el cuadro se pueden interpretar como probabilidades. Las
probabilidades en el cuerpo de la tabla se denominan probabilidades conjuntas
y las probabilidades en los margenes del cuadro, probabilidades marginales. Las
primeras se refieren a probabilidades de interseccion de eventos, las segundas a
eventos con un solo atributo. Asi:

o P(HNN) =2853%; P(MNF)=.0704; e P(M)=.3260; eP(N)= 5204
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Probabilidad Condicional

Probabilidades Conjuntas y Marginales

Probabilidades Conjuntas y Marginales (%)

Habito H M Total
N 28.5 23.5 520
D 46 2.0 6.6
F 343 7.1 414
Total 67.4 32.6 100.0

Para obtener la probabilidad marginal de algun valor particular de alguna de las ca-
tegorias, sume todas las probabilidades conjuntas correspondientes a este valor. Por
ejemplo:

a). P(D)=P(DNH)+ P(DNM)=.460 + .020 = .066

b). PIH)=PHNN)+PHND)+PHNFE)= .28+ .046 + .343 = .674
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Calculo de Probabilidades de Eventos
Ejemplos:

4. Estudios recientes muestran que en cierta poblacion de México, la probabilidad de
que un habitante sea mayor de 40 a nos o tenga calvicie es de 0.40. La probabilidad

de que sea mayor de 40 a nos es de 0.20, y la probabilidad de tenga calvicie es de
0.30. Calcule la probabilidad de que un individuo:

a) Tenga 40 a nos 0 menos.

b) Sea mayor de 40 a nos con calvicie.
¢) Sea mayor de 40 a nos sin calvicie.
d) Tenga 40 a nos o0 menos con calvicie.

e) Tenga 40 a nos 0 menos sin calvicie.
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Calculo de Probabilidades de Eventos

4. Solucion: Sean A = {Individuo mayor de 40 a nos}, B = {individuo con calvicie}.
Se tiene que
P(A)=0.20, P(B) =0.30, P(AU B) = 0.40
Entonces:
@) P(A) 21— P(A)=1-0.20=0.58.
b) P(AN B) P(A) + P(B) — P(AU B) = 0.20 + 0.30 — 0.40 = 0.10.
&) P(AN B P(A) — P(AN B) = 0.20 — 0.10 = 0.10.
d) P(A°N B) 2 P(B) — P(AN B) = 0.30 — 0.10 = 0.20.
(A VIEN ) P(AU B) = 0.60.

e) P(A°N B
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Probabilidad Condicional
Ejemplos:
1. ;Cual es la probabilidad de que se cumplan los programas de venta de subscripcio-
nes a Cablevision para servicio de internet? (Evento A).

a) ;|Modificaria su probabilidad si la cadena de television Multimundo entra en
Meéxico? (Evento B).

b) ;| Modificaria su probabilidad si el servicio de ATT y el servicio de TelMex bajan
40 % y 25 %, respectivamente, sus precios de conexion a internet? (Evento C').
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Probabilidad Condicional

2. Considere el espacio muestral S = {1,2,...,200}. Nos preguntamos por la pro-

babilidad de que si extraemos un numero al azar, éste sea un numero multiplo de
4. Es dectr,
P({Mudltiplode 4}) = P(A) ?

a) Si el numero que extrajimos es mayor que 100, ;modificaria la probabilidad de
A?
P({Multiplo de 4 dado que el nimero es mayor que 100}) = P(A|B) ?

b) O bien, si el numero que extrajimos es primo, ;modificaria la probabilidad de

A?

P({Multiplo de 4 dado que el nimero es primo}) = P(A|C) 7

Eventos Independientes

Si la probabilidad de un evento A no cambia sabiendo de la ocurrencia de un evento
B, se dice que A y B son eventos independientes. En caso contrario, si la probabilidad
del evento A cambia cuando sabemos la ocurrencia del evento B, entonces se dice que

Ay B son eventos dependientes.
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Probabilidad Condicional

La probabilidad condicional de un evento A es la probabilidad de este evento dada
la ocurrencia de otro evento, digamos 5. Al momento de saber de la ocurrencia del
evento 3, esto puede o no modificar las circunstancias del fendmeno para la ocurrencia
del evento A, luego, su probabilidad.

Ejemplos:
1. De un paquete de cartas bien mezclado se extraen dos cartas, una a la vez y se
colocan boca abajo sobre una mesa.
a) ;(Cual es la probabilidad de que la segunda carta sea reina de corazones”?

b) (Cudl es la probabilidad de que la segunda carta sea una reina de corazones si
se sabe que la primera es el siete de tréboles?

Solucion:

a) El interés es en la segunda carta sin 1importar la primera. Sea
A = { Reina de corazones }. Entonces
1

P(A) = —
52
b) Se tiene la informacién de que la primer carta es B = {Siete de tréboles},
luego, la segunda carta no puede ser siete de1 tréboles. Entonces,
P(A|B) = —
51
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Probabilidad Condicional

2. Dos boletos son extridos aleatoriamente con reemplazo de una caja de cuatro bole-

tos numerados 1, 2, 3, 4.

a) ;/Cual es la probabilidad de que le segundo boleto sea 47?

b) ;(Cual es la probabilidad de que el segundo boleto sea 4 dado que el primero fue
27

Solucion: El espacio muestra es:

( (1,

_) @
S—<(
(4,

\

P(B) =4/16 = 1/4
b)
P(B|A) =P ({(2,4)} {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)}) = 1/4
Note que le probabilidad de B fue calculada de manera distinta pero ésta no cam-
bi10.
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Probabilidad Condicional

3. Considere el mismo experimento pero ahora la extraccion es sin reemplazo.

a) ;Cual es la probabilidad de que le segundo boleto sea 4?

b) ;(Cual es la probabilidad de que el segundo boleto sea 4 dado que el primero fue
27

Solucion: En esta ocacion el espacio muestra es:

( (]‘72)7 (]‘7 )7 (174)7 |
_ ) (2,1), (2,3), (2,4),
o=y 1), (3,2), (3,4), >
\ (47 1)7 (47 2)7 (47 3)7

A = {El primer boleto es 2} =
B = {El segundo boleto es 2} =

~
/N
—_
S
N—
~
DN DO
S
SN—
/N
——

P(B)=3/12=1/4

b)
P<B|A) - P({<274)} ’ {(27 1)7 (273)7 (274)}) - 1/3

Note que en esta ocacion si cambi6 el valor de la probabilidad del evento 5.
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Probabilidad Condicional

Regla de la Multiplicacion

Importante: A|B o B|A no son eventos. Lo que ha cambiado el la medida de proba-

bilidad. De hecho, dado el evento A con P(A) > 0, se puede definir la probabilidad

P(:|A), como

P(AN B)
P(4)

P(B|A) denota la probabilidad del evento B dado que el evento A ha ocurrido.

P(B|A) = paratodo B € S

La regla de la multiplicacion ayuda a encontrar la probabilidad de que dos eventos
ocurran simultaneamente. A saber,

P(ANB) = P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B)
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Probabilidad Condicional

Regla de la Multiplicacion
Ejemplos:

1. Una caja tiene 3 boletos, uno rojo, uno verde y uno azul. Dos boletos son extraidos
sin reemplazo. ;Cual es la probabilidad de seleccionar primero el boleto rojo y
luego el verde?

Solucion: Sea A = {Sacar el boleto rojo} y B = {Sacar el boleto verde}.

P(ANB) = P(A)P(B|A) =1/3-1/2=1/6
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Regla de la Multiplicacion

2. En el ejemplo de los calvos, se desea encontrar:

a) La probabilidad de seleccionar una persona con calvicie dado que se sabe que
es mayor de 40 a nos.

b) La probabilidad de seleccionar una persona menor de 40 a nos dado que se sabe
que tiene calvicie.

Solucion: Sean A = {Individuo mayor de 40 a nos}, B = {individuo con calvicie}.
En el problema original, se habia encontrado que P(A) = 0.20, P(B) = 0.30,
P(A U B) = 0.40. Entonces,

a)
P(BNA) PA+PB)-PAUB) 02+03-04
P(BI4) = P(A) P(A) B 0.2 =020
b)
P(A°|B) = P(ﬁ(;)B) _ P(B) ;(];(;4 NB) _ 0.3(;30.1 _ 273 — 0,666
Note que

P(A°|B) = 1— P(A|B)
P(A|B) = 1— P(A°|BY)
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Independencia de Eventos

Dos eventos A y B son independientes si P(A|B) = P(A), es decir, la probabilidad
del evento A no se ve afectada por la ocurrencia del evento B. Asi, aplicando la regla
de la multiplicacion: los eventos A y B son independientes si

P(AN B) = P(A)P(B)

Ejemplos:
1. Considere el experimento de lanzar un dado y considere los eventos: A =
{Numero impar} y B = {1,2}. ;Son los eventos A y B independientes?

Solucion: P(A|B) =1/2; P(A) =3/6 = 1/2. Por lo tanto, A y B son indepen-
dientes.
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Independencia de Eventos

2. Considere dos urnas a) y b) con 6 boletos cada uno como se muestra en la figura.
Note que los boletos estan numerados 1, 2, 3 y son de color blanco o gris.

a1 |2]211]2]2

by| 1|23 |1]2]2

El experimento consiste en extraer un boleto de manera aleatoria. Se definen los
eventos: A = {Boleto de color gris} y B = {Boleto nimero 2}. ;Para qué urna
los eventos A y B son independientes?

Solucion: Si A'y B son independientes entonces P(A|B) = P(A).
Uma A: P(A)=3/6 =05y P(A|B) = 2/4 = 0.5. Entonces A y B son eventos inde-

pendientes.
UmaB: P(A)=1/2=0.5y P(A|B) =2/3. Entonces, A y B son eventos depen-
dientes.
También se podria verificar si P(B|A)= P(B), o bien si
P(ANnB)= P(A)P(B).
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Teorema de Probabilidad Total

El resultado sirve para calcular probabilidades de un evento cuando el espacio muestral
S es la unién de eventos mutuamente excluyentes. Suponga que S = M; U My U M,
donde los M’s son mutuamente excluyentes. Considere el evento A € S. Luego

A=(ANM)U(AN M) U (AN Ms)
y donde los eventos (A N M;) son eventos mutuamente excluyentes. Entonces,
P(A) = P(AN M)+ P(AN M) + P(AN Ms)
y por la regla de la multiplicacion
P(A) = P(A|My)P(My) + P(A|Ms)P(M,) + P(A|Ms3)P(Ms)

o bien,
3

P(4) = 3" P(A|M)P)(M;)

1=1
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En general, My, M, ..., M,, se dice que es una particion de .S si:
2. Los M; son mutuamente excluyentes, A; N A; =0, i # j. En ese caso, para
AesS .
P(A) = " P(A|M,)P(M,)
i=1
Ejemplo:
Se lanza una moneda cargada P({aguila}) = 2/3. Si sale dguila se extrae aleatoria-
mente una canica de una urna con 2 canicas rojas y 3 verdes. Si sale sol, se extrae una

canica de otra urna con 2 canicas rojas y 2 verdes. ;Cual es la probabilidad de extraer
una canica roja?

Solucion: Sean los eventos A = {Aguila}; B = {Sol}; R = {Canicaroja};
V' = {Canica verde}. El espacio muestral es S = {(dguila,roja),...,(sol,verde)}.
Las probabilidades condicionales son (Vea diagrama de arbol):

P(R|A) =2/5; P(R|S)=2/4; P(V|A)=3/5 P(V|S)=2/4
Entonces, por el teorema de probabilidad total

P(A) = P(R|JA)P(A) + P(R|S)P(S) = (2/5) - (2/3) + (2/4) - (1/3) = 0.4334
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Teorema de Probabilidad Total

Ejemplo: Arbol de probabilidades

roja p= (2/5)(2/3)
2/5
aguila
2/3
3/5
. verde p=(3/5)(2/3)
Experimento _
roja = (2/4)(1/3
o ] p=(2/4)(1/3)
1/3
sol
2% N verde  p=(2/4)(1/3)
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Teorema de Bayes
Ejemplo:

Cierta compa nia elabora objetos con tres tipos de maqinas con diferentes tecnologias.
La maquina 1 elabora 30 % de la produccion, la maquina 2 el 50 %, y la maquina 3 el
20 %. Se sabe que la maquina 1 tiene la probabilidad de fabricar un objeto defectuoso
de 0.1, la maquina 2 de 0.12 y la maquina 3 de 0.04. ;Cual es la probabilidad de que
un objeto tomado al azar haya sido producido por la maquina 1 si éste es defectuoso?

Solucion: Sean los eventos M; = {El articulo fue producido por la maquina i}, ¢ = 1,2, 3,
y D = {Articulo defectuoso}. Nos preguntan por P(M;|D). Note que
P(M;) =0.3; P(M;y) =0.5; P(M3) = 0.2,y que

P(D|M;) = 0.1; P(D|M,) = 0.12; P(D|M;) = 0.04
Entonces,

P(M; N D)

P(My|D) = P(D)

P(D|My)P(M)

P(D|My)P(My) + P(D|My)P(My) + P(D| M) P(M)
(0.
(0.

(0.1) - (0.3)
(0.1) - (0.3) + (0.12) - (0.5) + (0.04) - (0.2)

= 0.098
donde utilizamos la regla de la multiplicacion dos veces y el teorema de probabilidad

total
cotar.
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Teorema de Bayes
Ejemplo: Arbol de probabilidades
0.1 D p=0.1*0.3
My
Ui D¢ p=0.9*0.3
0.3
0.5
Productos M;
s N® p=0.88*0.5
0.2 0.04 D p=0.04*0.2
Ms
0.96 NC p=0.96*0.2
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Teorema de Bayes

En el ejemplo se utilizo el teorema de Bayes para el calculo de la probabilidad condi-
cional P(M;|D). En general, cuando se tiene una particiéon M;, . .., M, del espacio
muestral S, el célculo de una probabilidad condicional del tipo P(Mj|D), cuando se
tiene informacion de las probabilidades condicionales P(D|M;),

Teorema de Bayes:

_ P(D|My)P(My)
POVMID) = = pt
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Calculo Combinatorio

El calculo combinatorio o técnicas de conteo es una coleccion de reglas para contar
eficientemente. Contar correctamente es fundamental para el calculo de probabilidades
de eventos usando la definicion clasica de probabilidad. Esto es,

B Numero de resultados a favor de A

P(A)

~ Numero total de posibles resultados

Ejemplo:

En una urna se tienen cuatro bolas numeradas 1,2, 3,4. ;Cudntos nimeros de dos
digitos se pueden formar extrayendo 2 bolas al azar sin reemplazo?

Solucion: Los nimeros que se pueden formar son: 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43.

Note que:

a. Los numeros 12 y 21 son distintos, 1.e., el orden es importante.

b. 11,22, 33, 44 no aparecen pues la extraccion es sin reemplazo.
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Calculo Combinatorio

Las permutaciones u ordenaciones sin repeticion permiten calcular el numero de
arreglos ordenados de tama no 7 que se pueden formar de n posibles objetos distintos

sin repeticion:
n!

(n—r)!
Donde, n! (n factorial) es igual al producto de los primeros n enteros, i.e.,

n-(n—1---(n—k+1)= ,P =

n!l=1-2-.-(n—1)-n.Laexpresion anterior se lee “permutaciones de n enr”.

En el ejemplo anterior, el total de nimeros de 2 digitos de un 4 posibles es

4 24

= 12
4—2) 2

1Py =
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Calculo Combinatorio

Ejemplos:

1. (Cuantas palabras de 3 letras se pueden formar con las letras o, a, m sin repeticion?

Solucion:

33 =

3! 6
=6
1

3—3)

Diagrama de arbol de todas las palabras posibles

a m oam
C

m a oma

C m aom
2

m 0] oma

C a moa
m

C a oma

1a letra 2a letra 3r letra palabra
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Calculo Combinatorio Frobaoiidad
1V

2. ;Cuantas palabras de 3 letras se pueden formar con las letras o, a, m con repeti-

c1on?

Solucion:
letras

1a 2a 3a palabra

000
0oa
oom
0oao
oaa
oam
omo
oma
omm
aoo
aoa
aom
aao
daa
aam
amo
ama
amm
moo
moa
mom
mao
maa
mam
mmo
mma

[ Ne]

03

o0

[,

o3

o O

03

Ordenaciones con repeticion:

3.3.-3=3>=297

En general, el nimero de arre-glos
ordenados de tama no r que se pue-
den formar de m objetos distintos
con repeticion:

_ r
r

y se lee “ordenaciones de nenr”.

CEEIVE JeX IS JOR Yo IR JUR Yo IR JON Yo RN JUR Jol ISR JON Yol ISR JOR Yol IEN JON Yol IoN JON Yo

TTTITTrT
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Calculo Combinatorio

3. Se lanza una moneda al aire 4 veces. ;Cuantos elementos tiene el espacio muestral
de este experimento?

Solucion:

S={(a,a,a,a),(a,a,a,s),...,(s,s,s8)} N=y0,=2"=16

4. Se lanza una moneda al aire 4 veces. ;Cuantas son los posibles resultados en donde
se obtienen exactamente 2 aguilas sin importar el orden?

Solucion:

E ={(a,a,s,s), (a,s,a,s),(a,s,s,a)(s, a,a,s), (s, a,s,a) (s, s, a,a)}

n(E) = 6.
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Calculo Combinatorio

5. (De cuantas formas distintas se pueden elegir k objetos de n distintos? Esto es, ;de
cuantas maneras se pueden seleccionar £ objetos sin reemplazo de n posibles? Sea
esta cantidad, ,,C'., 1€ase “combinaciones de n en r”. Entonces,

2O kl=n-(n—=1)---(n—k+1)

Es decir,

n\ - n-n—1)--(n—k+1) n!
( ): nCh = k! ~ kl(n— k)

(Z) se conoce como el coeficiente binomial y provee del nimero de combinaciones

de n elementos tomados & a la vez.

El problema anterior se puede resolver contando las formas de acomodar 2 posi-
ciones, donde van las aguilas, de 4 posibles. Es decir,

N__ 4 U
2/ 2(4-2)1 2.2

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Calculo Combinatorio

6. Una caja contiene 5 numeros. Sea extrae 3 al mismo tiempo. ;Cudles son los posi-
bles resultados del experimento?
Solucion: Pensémoslo como calcular el numero de formas de seleccionar 3 (com-

binar) objetos de 5 posibles. Luego,
5 5 120
(3) 3!(5—3)! 6-2

Efectivamente, estos numeros son: 123, 124, ..., 345.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Célculo Combinatorio

En resumen, las herramientas para contar eficientemente son las permutaciones, orde-

naciones y combinaciones, dependiendo si los casos involucran selecciones con o sin

reemplazo y son ordenados o no.

Sin repeticion

Con repeticion

Con orden | Permutaciones

Ordenaciones

Sin orden | Combinaciones

e Permutaciones: ;De cuantas formas se acomodan 3 pelotas sin repetir de 5 posi-

bles?

n = 5P3:5°4:20

e Ordenaciones: ;De cuantas formas se acomodan 3 pelotas con repeticion de 5 po-

sibles?

n=503=5-5-5=125

e Combinaciones: ;De cuantas formas se seleccionan 3 pelotas sin repetir de 5 posi-

bles y sin importar el orden?

5
n=(g) = =

E. Barrios \E téd/'stica /
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Calculo Combinatorio

Ejemplos:

1. Muestreo (no) ordenado con (sin) reemplazo.

((1,1), (1,2), (1,3), (1,4),(1,5)
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4),(2,5)
S=4< (3,1), (3,2), (3,3), (3,4),(3,5) p
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4),(4,5)
L (5,1), (5,2), (5,3), (5,4),(5,5) |
a) Pares ordenados con reemplazo:
50y =5-5=25
b) Pares ordenados sin reemplazo:
5P =5-4=20

c¢) Pares no ordenados sin reemplazo:
_oh 120
231 2.6

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Calculo Combinatorio

2. Una urna contiene 5 pelotas numeradas 1, ..., 5.

a) Suponga que se seleccionan 2 pelotas de la urna con reemplazo. ;Cuantos pare-
jas ordenadas son posibles? ;Cual es la probabilidad de que las 2 extracciones
tengan el mismo numero?

Solucion: Sean S, = {Todas posibles parejas} y A = {Parejas iguales}.
R(Sa> — 502 =5-5= 25, n(A) =95

pa) = U4 _ % — 0.20

b) Suponga que se seleccionan 2 pelotas de la urna sin reemplazo. ;Cudntos pare-
jas ordenadas son posibles? ;Cual es la probabilidad de que la primer bola sea
mayor que la segunda?

Solucion: S, = {Todas posibles parejas} y B = {Primer bola mayor que la segunda}.

n(Sy) = 5P =5-4=20; n(B)=10

n(B) 10
P<B>:7“/S\ :2—02050
E. Barrios Estadistica f' \~2b) Agosto—Diciembre 2006
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Calculo Combinatorio

2. Una urna contiene 5 pelotas numeradas 1, ..., 5.

¢) Suponga que se seleccionan 2 pelotas de la urna sin reemplazo. ;Cuantos pare-
jas posibles? ;Cudl es la probabilidad de que la suma de los nimeros sea 5?

Solucion: Sean S, = {Todas posibles parejas} y C' = {Suma es 5}.

5! 120
TL(SC> — 502 = 213] — 5.6 — 10; n(C) =2
n(C)
P(C) = = — 1 =12
(©) n(S.) 10 020

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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3. La combinacion de un candado esta dada por la 3 numeros del conjunto
J ={0,1,...,39}. Encuentre el nimero de combinaciones posibles.
Solucion: a) Suponiendo posible usar el mismo numero: n = 39° = 59, 319; b) Sin

no es posible usar un nimero mas de 2 veces: n = 39 - 38 - 37 = 54, 834.

4. Un estudiante tiene 4 pares de zapatos y nunca usa el mismo par 2 dias consecuti-

vos. ;De cuantas formas puede usar sus zapatos en 5 dias?
Solucion: n =4-3-3-3-3 = 324.

5. (Cuantos numeros telefonicos de 8 digitos distintos son posibles si el primer digito
no puede se n1 O n1 1?
Solucion: n = 8 - 10" = 80 millones.

6. a) 7De cuantas formas se pueden acomodar 10 estudiantes en 10 asientos? b) ;Y
en 127
Solucion: a) n = 1()P1() = 10! = 3628, 800,

b)n = 1Py = 12!/2! = 229.500, 800.

7. a) 7De cuantas formas se pueden acomodar 6 personas en una mesa rectangular?
b) Y si la mesa es redonda?

E. BarﬁSQluCiO’n: a) n = b!; D) n = o. Estadistica | Agosto—Diciembre 2006




111. Variables Aleatorias y
Distribuciones

Histogramas, Poligonos de Frecuencias
Funcion de Densidad de Probabilidad
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I11. Variables Aleatorias y
Distribuciones

Contenido
e Concepto de Variable Aleatoria.
e Variable Aleatoria Discretas

o Funcién masa de probabilidad (f.m.p.) y acumulada de distribucion (f.a.d.). Va-
lores esperados: media y varianza.

e Variable Aleatoria Continuas

o Funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) y acumulada de distribucion
(f.a.d.). Valores esperados: media y varianza.

* Distribuciones de Probabilidad Bivariadas

o Probabilidad condicional e independencia de variables aleatorias.
o Comportamiento conjunto variables aleatorias. Correlacion.
o Media y varianza de la suma de variables aleatorias.

X 1 JAC A i Aatlu d GSES.1E LI - 1)
E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Variables Aleatorias

Ejemplo
Considere el lanzamiento de una moneda 3 veces. El espacio muestral del experimento

CS.

S ={(s,s,s),(s,s,a),...,(a,a,a)}

Sea N = {Ndmero de dguilas en los tres lanzamientos }. Entonces,

w=|(s,s,s) (s,s,a) (s,a,s) (a,s,s) (s,a,a) (a,s,a) (a,a,s) (a,a,a)
N=| 0 1 1 1 2 2 2 3

Note que la ocurrencia de w es aleatoria, luego los valores que toma la variable NV
también es aleatoria. /N se dice que es una variable aleatoria (v.a.).

E. Barrios Estadistica |
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Variables Aleatorias

Clasificacion:

Se define el rango de la variable aleatoria (R) como el conjunto de todos los posibles
valores que puede tomar la variable aleatoria.

Las variables aleatorias se clasifican segiin su rango: discretas si el rango es un con-
junto discreto (numerable), o en caso contrario continuas.

En nuestro ejemplo, N es una variable aleatoria discreta que toma los valores
0,1,2 6 3. En este caso, el rango de N es: Ry = {0, 1,2, 3}.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Variables Aleatorias

Clasificacion:

Variables Aleatorias Discretas:
e Se convoca a una reunion extraordinaria a los miembros de un club de 1000 socios.
Sea A = Numero de asistentes a la reunion. Entonces, B4 = {0,1,. .. ,1000}.

e Sea Y = Numero de llamadas que llegan al conmutador entre 8:00 y 10:00 am.
Entonces, Ry = {0,1,2, ... }.

e Sea X = Numero de empleados trabajando medio tiempo 0 mas en un proceso.
Entonces, Rx = {1,2,... }.

Variables Aleatorias Continuas:

 Sea T = Tiempo en horas que duré la reunion. Entonces, Ry = {t : t > 0}.

e Sea D = Paridad cambiaria promedio entre USD y $Mex. el mes de Octubre. En-
tonces, Rp = {d : $10.00 < d < $11.00}.

e Sea B = La balanza de pago entre México y China en 2005. Entonces,
Rp={b: —00 <b< +oo}.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Varjables Aleatorias y Distribuciones

clas

Funcion Masa de Probabilidad (f.m.p.)

Note que para la variable aleatoria: /N = Numero de 4guilas

pues por ejemplo,

Asi,

e P(N <2)=P(N =0)+ P(N =1) =4/8 = 0.50.
« P(N >2)=P(N

3) =1/8 = .125.

P({(s,s,s)} = 1/8
P({(s,s,a),(s,a,s),(a,s,s)} = 3/8
P({(s,a,a),(a,s,a),(a,a,s)} = 3/8
P({(a,a,a)} = 1/8

P({(s,s,a),(s,a,s),(a,s,s)}

= P({(s,s,a)U(s,a,s)U(a,s,s)}

P((s,s,a)) + P((s,s,a)) + P((s, s,a))
1/84+1/8+1/8
3/8 =

probabilidad

E. Barrios

Estadistica |

Agosto—Diciembre 2006
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Variables Aleatorias Discretas

Funcion Masa de Probabilidad (f.m.p.)
Ejemplo

Considere X v.a. tal que para Ry = {1,2,3,4,5},

P(X =) = 2x +1
39
X P(X=ux) 2
1 3/35 o
2 5/35 3 o
3 7/35 5
4 9/35 5 °
5 11/35 S | ‘
total ~ 35/35 =S S —
1 2 3 4 5
Note: A

1.0 < P(X =) <1, paratodo x € Ry.
2.5 P(X=z)=1.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Variables Aleatorias Discretas

Funcion Masa de Probabilidad (f.m.p.)

La funcién fx : Rx — [0, 1], tal que fx(x) = P(X = z), paratodo z € Ry, se dice
funcion masa de probabilidad (f.m.p.) de la variable aleatoria X .

Con esta notacion las propiedades anteriores pueden re-escribirse como

1.0 < fx(x) < 1, paratodo x € Ry.

2. ZmERX fX<x) — L.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Variables Aleatorias Discretas

Funcion de Distribucion de Probabilidad Acumulada (f.d.p.a.)

La funcion de distribucion de probabilidad acumulada (f.d.p.a.), F'x(x), de una varia-

ble aleatoria X se define por:

Fx(x) = P(X <z), paratoda =z € R,

Propiedades:

1.0 < Fx(z) <1, paratodo x € Ry.

2. Si a y b son dos nimeros tales que a < b, entonces Fy(a) < Fx(b). Es decir, la
funcion de distribucion es no decreciente.

3. Fx(—00) =0,y F,(+00) = 1.

4. limy, 0+ Fx(z + h) = x, paratodo x € Rx. Es decir, la funcién de distribucion es
continua por la derecha.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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%arlaliles Aleatorias Discretas

Funcion de Distribucion de Probabilidad Acumulada (f.d.p.a.)
Ejemplo (cont.)

Considere otra vez X v.a. tal que

_2£U—I—1

P(X =x) o

Entonces X tiene las siguientes f.m.p. y f.d.p.a.

7 1 2 3 4 5
fx(x)0.086 0.143 0.200 0.257 0.314

Fx(x)]0.086 0.229 0.429 0.686 1.000

Funcion Masa de Probabilidad (f.m.p.) Funciéon Acumulada de Distribucidn (f.a.d.)
e S|
«Q_| Q_|
o o
© o} q
£ 3 g g
i) o)
g < _g < &)
S S| S S
o o
N | )
o o
o || ‘ ‘ ol I
e | | | | C T T T T T T 1
1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5 6
X X

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Variables Aleatorias Discretas

Ejemplos
Masa de Probabilidad
1.0+
Funcion Masa de Probabilidad _, 08
©
( S 0.6
1/3 z=-1 = o5
1/2 x=0 8 0.4
fx@ =4 Y s 3
1/6 z=+1 0. 0.17
w otra forma 0.0
1 0 1
Funcion Cumulativa de Distribu- X
c10n Funcion Cumulativa
. de Distribucion
1/3 —-1<z<0 _
Fx()=14 2
5/6 0<z < +1 g o6
2 o
1 s>+l B o
o
0.2-
0.0 &

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Bernoulli (p = 0.7)
Masa de Probabilidad

1.0
0.8
2 0.7
Funci6n Masa de Probabilidad 2 067
S 0.4
l—p x=0 5 0.3
0.2
plz) =< »p z=1 .,
0 otra forma ' . 1
X
Funcion Cumulativa de Distribucion Funcion Cumulativa
de Distribucion
0 x <0 o
. @
Flr)=< 1-p 0<z<1 ”
1 T > +1 g
S 0.6-
<
-8 0.4
% &
0.2 I
0.0 &

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Bernoulli (p = 0.2)
Masa de Probabilidad

1.0
0.8 0.8
2
Funci6n Masa de Probabilidad 2 067
S 0.4
l-p z=0 s
0.2 0.2
plz) =< »p z=1 .,
0 otra forma ' . 1
X
Funcion Cumulativa de Distribucion Funcion Cumulativa
de Distribucion
0 x <0 o
Flr)=< 1-p 0<z<1 0'8 l_
1 T > +1 g
S 0.6-
<
S 0.4-
o
0.2
0.0 G

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Binomial (n = 6,p = 0.))

Masa de Probabilidad

0.4
5 0.3+ 0.31
. . 2 0.23| 0.23
Funcion Masa de Probabilidad 8 02
o
pz) = (1)p*Q—p)"* 0.1~ 0.09 0.09
_ (6 6— :
- (m)0,5$(1_0,5) : o 1 2 3 4 5 6
X
Funcion Cumulativa de Distribucion Funcion Cumulativa
de Distribucion
_ n k —k
F(37) = Zk;gx (k)p (1 - p)n o
_ 6\ =k 6—k ra
= > e (1)0.55(1 —0.5) -
S 0.6-
o]
©
-g 0.4
o
0.2
9]
0.0 94
0 1 2 3 4 5 6
X
E. Barrios Estadistica |
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Binomial (n = 9,p = 0.7)
Masa de Probabilidad

0.4—
0.3

§ 0.270.27
Funcion Masa de Probabilidad B 0.2

8 0.17 0.16
_ o |
p(z) = (D)p"(L—p)* Ui 0.
CJZ |0.04
0.0 o—p—0 1002 | .

- (2)0'7x(0'3>9_x 01 2 3 456 7 8 9

X

Funcion Cumulativa de Distribucion Funcion Cumulativa

n — de Distribucion
Fl@) = Yuer (1 —p)* N

= s (1)0.7(0.3)0* 0.8
0.6

probabilidad

01 2 3 4 5 6 7 8 9

X

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006



Tema Il Variables Aleatorias y Distribuciones 16

Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Geométrica (p = 0.2)

Funcion Masa de Probabilidad
pz) = (L—p)*'p

= (1-0.2)"10.2)

Funcion Cumulativa de Distribucion
F(z) = >, 01—p)""p

— D 0.8*-1(0.2)

0.30~
0.25-
80.20—

50.15+
©0.10
0.05-

prob

Masa de Probabilidad

0.2

0.16

0.13

0.1
0

[

PPt gegeo

0.00

1.0
0.8
0.6

probabilidad

01 2 3 456 7 89

X

Funcion Cumulativa
de Distribucion

01 2 3 456 7 89

X

E. Barrios Estadistica |
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Geométrica (p = 0.6)

Masa de Probabilidad

0.6+ 0.6
0.5+
8 0.4+
Funcion Masa de Probabilidad § 0.3 o os
S 0.2 '
_ —1 o
plz) = (L—p)"'p e o
0.0 | 19040029019
_ —1
- (1 T 06)33 (06) 1 2 3 4 5 6 7
X
Funcion Cumulativa de Distribucion Funcion Cumulativa
de Distribucion
F(x) = 1 —p)k-l
@) = Tiell—p)lp - o
k—1 _|
S 0.6-
o]
©
-8 0.4
=
0.2
0.0
1 2 3 4 5 6 7
X
E. Barrios Estadistica |
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Poisson (A = 1.0)
Masa de Probabilidad

0.4—
0.30.37
(4
g
Funcion Masa de Probabilidad g 021 018
(@]
AN .
plz) = e o |0.06
0.
_ 11 0.0 1008 9 5 9—-0—0—
- x! 01 23 456 7 89
X
Funcion Cumulativa de Distribucion Funcion Cumulativa
=z )k de Distribucion
F(-?C)—e Zk:oﬁ .
_ —1 x 1 0.8
= € Zkzo [l 5
S 0.6
o]
(43
§ 0.4
o
0.2
0.0

01 2 3 45 6 7 89

X

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Poisson (A = 4.0)

Funcion Masa de Probabilidad

p(z) = e

Funcion Cumulativa de Distribucion
_ X k
F(x) = € )\Zk:O %

AT 4k
= € Zk:OH

0.25+

0.20—

o
o
T

>

obabilidad

pr

0.05+

Masa de Probabilidad

0.30.2
0.15 0.16

0.1

(IO.(7 0.06
0.03
1092 | | 10.01 g1

0.00

probabilidad

01 2 3 45 6 7 89

X

Funcion Cumulativa
de Distribucion

01 2 3 45 6 7 89

X

E. Barrios

Estadistica |
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Variables Aleatorias y Distribuciones

Tema Il

Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas
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Variables Aleatorias Discretas

Valor Esperado

El valor esperado, esperanza matematica o media de una variable aleatoria o distribu-
cion es una medida de la tendencia central de la distribucion.

En el caso de variables aleatorias discretas se define como

ux = E[X] = Z rP(X =1) = Z xfx(x)

TERyx rERx

* Note que el valor esperado de una variable aleatoria discreta es el promedio de los

valores que puede tomar la variable ponderado por la correspondiente probabilidad.

e Recuerde el calculo del promedio a partir de datos agrupados.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006
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Variables Aleatorias
Valor Esperado

Discretas

Ejemplo de aguilas en 3 volados

1 3 3 1

uy = E[N] :O-é+1-§+2-§+3-é:1.5égui1as
Ejemplo variable aleatoria X
P(X = ) = 25 1= 1L
30
X P(X =g =
1 3/35 o
2 5/35 8o
3 7/35 g <
4 9/35 & °
5 11/35 <] |
total  35/35 = | i |
1 2 3 Hx 4 5
X
5 7 9 11
py = B[ X]|=1 2:—+3-—+4.-—+5-— =357

'35 733 35 35 35

E. Barrios

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas

Valor Esperado

Propiedades:

Sean a y b constantes, y X una variable aleatoria, entonces:

l.Ela=>  cpaP(X=x)=a) p P(X=12)=a-1=a

2. EbX) =, cp buP(X =2) = b3, p zP(X = z) = bE[X]

3. Ela+bX]| =), p (a+bx)P(X =x)=a+bE[X]

Ejemplo

Suponga que la variable aleatoria X del ejemplo anterior representa el nivel del inver-
sion para el ano siguiente en una empresa. Si el monto de la inverion en millones de
pesos esta dado por 0.5 4+ 10X, ;cudl es el valor esperado de inversion para el préximo

ano? Solucion:

FE[0.54+10X] = 0.5+ 10E|X]| = 0.5+ 10 - 3.37 = 36.2 millones de pesos
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Variables Aleatorias Discretas

Valor Esperado de funciones de una variable aleatoria

Sea X wuna variable aleatoria discreta con funcién masa de probabilidad
fx(z) = P(X = x), y sea g(-) una funcion real, entonces, para Y = g(X)

py = E[Y] = =) gl@)fx(z)= > glz)P(X = =)

reERx re€Rx

Ejemplo

Sean por ejemplo, g(u) = \/u, 0 h(v) = (v — 5)*. Entonces,
U=g(X)=VX, o V=hX)=(X-5)?
también son variables aleatorias y su valor esperado esta dado por

py = E|U] = =) g(@)fx(x) =) VzP(X

py = B[H] = B(X)| = 3 ha)fx(@) = 3 (& = 5P(X =)

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006



Tema Il Variables Aleatorias y Distribuciones 25

Variables Aleatorias Discretas

Valor Esperado de funciones de una variable aleatoria
Ejemplo

Considere otra vez el experimento de lanzar 3 veces una moneda y sea la variable
aleatoria X = Numero de dguilas. Entonces, vimos que

Nlo 1 2 3
p|1/8 3/8 3/8 1/8
G|+5 —10 —10 +5

Si el jugador A recibe $5 si todas las monedas salen con la misma cara y paga $10 si
salen distintas, ;cuanto espera ganar (perder) A?

Sea G = g(N) el monto en pesos que espera ganar A. Entonces,

1 .3 3 1
E[G] = E[g(N)] = +57 — 102 — 102 + 5 = —50/8 = ~6.25
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Variables Aleatorias Discretas

Varianza una variable aleatoria

La varianza de una variable aleatoria X (o distribucion) es una medida de dispersion
de los posibles valores de X. Se define como var(X) = E[(X — ux)?],

oy = var(X) = E[(X — E(X))’] = E[(X — px)’]
= > ser, (@ — px)* fx(z)

donde fx el la f.m.p de la v.a.d. X con valor esperado 1t x.

* Note la similitud a la varianza poblacional calculada a partir de datos agrupados.

De la misma forma se define la desviacion estandar de la v.a. X (distribucién) como

ox = +1/0% = +VE[(X — E(X))?
Note:

0% = E[(X — E[X)))] = E[X? — 2E[X]|X + E[X])%] = E[X% — E[X])?
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Variables Aleatorias Discretas

Varianza una variable aleatoria

Propiedades:

Sea X variable aleatoria con valor esperado (1 x y varianza ag(, y a, b constantes.

Entonces se cumple que:

E. Barrios Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas
Ejemplo:

En la fase inicial de proyecto, el tiempo I’ (en semanas) en que la compaifiia construc-
tora ABC' que entregara la obra xyz es incierta. Por experiencia, se espera entregar la
obra a tiempo con una probabilidad del 50 %. En caso de retraso, 7' sigue una distri-
bucion de probabilidad dada por la siguiente tabla:

T 0 1 2 3 4 5
fr10.500 0.150 0.125 0.100 0.050 0.075

Fr10.500 0.650 0.775 0.875 0.925 1.000

L, 00 15 20 25 30 5.0

El tiempo I’ = 5 representa en realidad la probabilidad de entregar la obra después de
4 semanas. ({T' =5} = {T > 4}.

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006



Tema Il Variables Aleatorias y Distribuciones 29

Variables Aleatorias Discretas
Ejemplo: (cont.)

En caso de retraso la constructora es multada (L) con $1M mas medio millén por cada
semana extra, y una multa fija de $5M si el retraso es de mas de 4 semanas. Esto es,

0 si T'=0
L=< 10+05T si 1<T <4 (1)
5.0 si T'>4

1. Bosqueje la f.m.p. y la f.d.a.
2. Calcule el valor esperado y varianza del tiempo de entrega.

3. Encuentre la multa esperada y su varianza.
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Variables Aleatorias Discretas
Ejemplo:

Sea T' la variable aleatoria discreta que describe (modela) el tiempo de terminacion de la obra xyz,
y sea L la v.a.d. definida por la definicion (1).

1. Funcién masa de probabilidad (f.m.p.) y funcién acumulada de distribucion (f.a.d.).

F. m. p. F.c.d.
S S _|
[o0] o0}
o o |
K <
2 3 2 3
o] o]
S < S <
S o S o]
o o
Al Al
o | o |
o_| | | | o_|
S I I I I ] =) T T T T 1
0 1 2 3 4 <4 0 1 2 3 4 <4
2 T T

E(T) = 0(.500) + 1(.150) + - - - 4+ 5(.075) = 1.28 semanas

V(T) = (0—1.28)%(.500) + (1 — 1.28)*(.150) + - - - + (5 — 1.8)*(.075) = 2.60 semanas>
= 0%(.500) 4+ 1%(.150) + - - - + 5%(.075) — (1.28)? = 2.60 semanas”

o(T) = +/2.60 = 1.61 semanas

3.
E(L) = 0.0(.500) + 1.5(.150) + - - - + 5(.075) = 1.25M
V(L) = 0.0%(.500) + 1.5%(.150) + - - - + 52(.075) — 1.25% = 2.225M?
o(L) \V2.225 = 1.492M
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Variables Aleatorias Discretas

Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.2 :

Recomendados:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13, 15,18, 19,23, 24,25, 26, 27, 29
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Variables Aleatorias Discretas

Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.2 :

5. Se presentan 5 funciones. Determine cudles son funciones masa de probabilidad.

Justifique.

a) f(x) =

b) f(x
¢) f(
(
(

S

d) f
e) f(x

X

) =
) =
) =
) =

Solucion:

\/7.

z = 0.01, .04, .09, .16

3 =1 2

= x=0,1,2

T —z?+0.1; x=20.1,0.2,0.3,0.4,0.5
3/4 r=0,1,2,3
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Variables Aleatorias Discretas

Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.2 :

5. Solucion: Si f(x) es una funcién masa de probabilidad legitima, entonces

> fla)=1

rTERx

ASEAVOL+---4+v/16=1+2+.3+.4=1.0

b) NO: 1/5+2/5+3/5 = 6/5 1.0

¢) NO: f no es fmp pues paraz =0, f(0) = —1/2 < 0.

ANO: . 1—01+.1+---+5—25+.1#1.0

e) S § |g + 1 T o + 3m) = 3 1/6+1/2+1/2+1/6] =1

E. Barrios Estadistica | Agosto—Diciembre 2006



Tema Il Variables Aleatorias y Distribuciones

34

Variables Aleatorias Discretas

Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.2 :

8. Sea X una variable aleatoria, tal que:

2z siz=1,2,3,4

p(r) =
R siz=>5,6,7,8

C

a) Calcule el valor de ¢ que hace que p(x) sea una f.m.p. Calcule la distribucién

de X y grafiquela.

b) Calcule el valor esperado y la varianza de la variable aleatoria.

c¢) Obtenga P(2 < X < 7).

Solucion
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ariables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.2 :

8. Solucion:
e siz=1,2,3,4

Dz siz=>5,6,7,8

a) Para que p(x) sea una fmp, > p(x) = 1. Luego,

1 —
S2+4+64+8)+(44+3+24+1)] =1
130 =1
C
30 = ¢
Luego, la funcion masa de probabilidad es: f.m.p.
2 < 8 9o
= sizx=1,2,3,4 g S
plE) =19 g .
. __— S 3
30 S1 0 = 5, 6, 7, 8
1| ‘ ‘ o
{2 8 4 5 7 8
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Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.2 :

8. Solucion:

o siz=1,2,3,4
p(z) =
s siz=25,6,7,8
b)
E(X) = YzPX =xz)=12+ - +45 + 5+ -+ 8% =4.0
V(X) = E(X?)—EBEX)?=[122+ - +423 + 525 + -+ 81] — (4.0 =30
o(X) = /V(X)=1.732
c)

1 21
P(2<X<7):P(X:3)—|—---—|—P(X:6):%[64—84-4—%3]:%
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Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.2 :

24. a) Si X es una variable aleatoria con media (¢ y varianza o, defina Z como:

(X — p)?

4 = =

+ (X —12)

Encuentre el valor esperado de Z.
b) Sea Y una variable aleatoria con media \ y varianza v°, y sea
2Y — A
oy

Encuentre el valor esperado y la varianza de V.

W=Y+

Solucion
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Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.2 :

24. Solucion:

0-2
Entonces,
2
BE(Z) = B [Y2 4 (X - 12)}
- B[S 4+ B(x - 19)
= SEX —p)’+E(X)+12
= 0%+ p—12
= pu—11
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Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.2 :

24. Solucion:
b)Y va.con E(Y) =\ yvar(Y) = 2,

Woy 422
N
Entonces,
E(W) = E[Y+2Y A]
— B[v]+E |12y - )]
= E(Y)+:[2B(Y) -
= A+l(2A )y
= A(1+;)

W — E(W)] = [Y+ = — i+ 1) V(W) = EW — EW))°
= LY +2Y = A= A(y+1)] 3y +22E(Y = A)?
= L[(y+2)Y = My +2) (v +2)%
= Ly +2(y - N (v +2)?
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Variables Aleatorias Discretas

Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.2 :

17. Una urna tiene 4 canicas roja y 6 canicas blancas, se extraen 3 canicas sin reempla-
zo. Sea X la variable aleatoria que denota el numero total de canicas rojas extraidas

de la urna.

a) Construya una tabla mostrando la distribucién de la probabilidad de X .

b) Encuentre su valor esperado, varianza y desviacion estandar.

Solucion:
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Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, seccion 3.2 :

17. Solucion: Sea X el nimero de canicas rojas en la muestra de tamaifio 3, extraida

sin reemplazo. Ry = {0, 1,2,3}.

a) ! !
P(X _ 0) _ (3) (3E0) _ 0!(4{0)! 3!(66L3>! _ 1-20 — 10/60
() =] 120
! 6!
P(X=1)= GL)(SS;J _ 1!(441)1!2%!(6%! _ 41'225 = 30/60
3
4 6
P(X =2) = &) $3—2> AL 18/60
(3) 120
. GG 41
P(X =3) = 0~ 2/60

D) E(X) =0(.6) + 1(.5) + 2(.3) + 3(.033) = 1.2;
V(X) = 0%(.6) + 12(.5) + 22(.3) + 32(.033) — (1.2)? = 0.56;
DS(X) = +/0.56 = 0.748.

‘OJ[\DHO‘H
=
Ot
o
o
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Variables Aleatorias Continuas

Las variables aleatorias continuas (v.a.c.) son aquellas que pueden tomar cualquier
valor en un intervalo dado, por lo que no es posible construir una tabla de frecuencias

relativas para el rango (posibles valores de 1a v. a..)

La funcion de densidad puede verse como un proceso limite en funciones de masa de
probabilidad.

Histogramas, Poligonos de Frecuencias
Funcion de Densidad de Probabilidad

%%

\ \
C, 2 %m

I I I I I I I I I I I I I
0O 5 10 15 20 25 30 0O 5 10 15 20 25

X X

X
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Variables Aleatorias Continuas

Funcion de Densidad de Probabilidad (f. d. p.)

La funcion de densidad (f. d. p.) de una v. a. X puede verse como un proceso limite
en funciones de masa de probabilidad. Por lo mismo, se representan por medio de
expresiones matematicas fy ().

Funcion de Densidad

En el caso de que X seauna v. a. d.: Probabilidad de un Intervalo

Pa<X<b =) PX=u)

a<r<b

Si X esunav. a. c.

£(x)

Pla< X <) = /b fx(u)du

Por lo mismo, a diferencia de las v.

a.d.,s1 Xesunayv. a.c.,

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

P(X =a) = /a fx(u)du =0

paratodaa € Ry.
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Variables Aleatorias Continuas

Funcion de Densidad de Probabilidad (f. d. p.)
Ejemplo:

Una fabricante de calculadoras electronicas ha decidido exportar su producto a los
E.E.U.U. Un despacho de consultoria ha encontrado que la demanda X (aleatoria) del
producto (en miles de pesos) puede representarse por la siguiente funcion de densidad.

450
0 en otro caso

x—30
30 < x <60
fx(z) = {

Para encontrar la probabilidad de que la demanda se encuentre entre 40 y 50 mil pesos,

50 5 50
— 30 1
P(40<X<50):/ T du —[”——304

_ — L (150 =
o 450 450 | 2 3 U

o