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Prefacio

Las condiciones en que nos encontramos este memorable ano 2020 ha motivado el tra-
bajo. La imposibilidad de compartir mis notas personales por su desorden me llevé a hacer
manuscritos con la mayoria del material del temario de Célculo de Probabilidades II. Ma-
nuscritos que fueron terminados durante el verano, que ofreci también el curso. En paralelo,
comencé a pasar las notas a una presentacién mas formal usando IXTEX. Este documento es
el resultado.

Estos apuntes son precisamente eso, unos apuntes o notas para apoyar el curso Célculo
de Probabilidades II que ofrezco regularmente en ITAM.

? (?), corresponde a los apuntes del curso de Cédlculo de Probabilidades I.
Durante el curso es mi responsabilidad motivar y ligar los distintos temas y en este
sentido las notas son de apoyo al desarrollo tedrico y técnico de los mismos. No se pretende

que los temas sean autocontenidos ni son una versién muy preliminar de algo mas elaborado
y formal. No es material para ser referenciado.

Cualquier error que identifique, comentario y/o sugerencia serdn bienvenido. Dirfjalo a Er-
nesto Barrios <ebarrios at itam.mx>.

Ciudad de México, 3 de agosto de 2020

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78
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1. Vectores aleatorios

1.1. Espacios de Probabilidad

Considere el experimento £ cuyas salidas o resultados w no es posible predecir. Decimos
que & es un experimento aleatorio (EA). El conjunto de posibles salidas w lo llaman es-
pacio muestral y lo denotan por Q. Asi, Q = {w : w es salida del experimento aleatorio £.}
La figura 1 ilustra el experimento aleatorio £ y espacio muestral €.

Q

@GN
o]\

NG

Figura 1: Experimento aleatorio £ arroja salidas impredecibles w. El espacio muestral € es
el conjunto de todas las posibles resultados w. El conjunto A de salidas de interés denota
un evento.

Sea F un algebra de subconjuntos de €). Luego, satisface

1). Si A, B € F, entonces, AU B € F. Esto es, F es cerrado bajo uniones finitas.

11). Si A € F, entonces A° € F. Esto es, F es cerrado bajo complementos.

Si ademas, F es cerrado bajo uniones numerables de subconjuntos, F se dice o-algebra de
subconjuntos de ). Los subconjuntos de 2 elementos de F le llamamos eventos. Es decir,
si ACQ, A€ F, entonces, A es un evento.

Sean ) un espacio muestral y F una o-algebra de subconjuntos de €. La pareja (2, F)
se le dice un espacio medible.

Sea [P una funcion de la o-algebra de eventos a los reales, P : F — R, tal que satisface

K1). Si A € F, entonces P (A) > 0.

K2). P(Q) = 1.

K3). Sean Ay, Ay, --- € F, eventos ajenos, A; N A; = (), para i # j, entonces P (U;’ilAi) =
221 P (Az)

entonces PP se dice una medida de probabilidad y las propiedades K’s anteriores se conocen

como los axiomas de probabilidad o axiomas de Kolmogorov.

Sea  un espacio muestral, F una o-dlgebra de subconjuntos de 2 y P una medida de
probabilidad definida sobre F, entonces, (2, F,P) se dice un espacio de probabilidad
(EP).

En el curso de Célculo de Probabilidades I se derivan varios resultados a partir de los
axiomas anteriores. Algunos de ellos se presentan en el siguiente corolario.

Corolario : Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Entonces,

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78
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a). SiA,Be Fy AC B, entonces P(A) <P (B).

b). 0 <P(A) <1, para todo A € F.
d). P (0) =o.

A,B e F, entonces P(AUB) =P(A)+P(B)—-P(ANB).

@

).
).

c). Si A € F, entonces P (A°) = 1 — P (A).
).
).
).

f

Etcétera . ..

Las notas del curso anterior, Calculo de Probabilidades I, las encuentra en ( )-

1.2. Vectores aleatorios

Definicién : Considere (2, F,P) un espacio de probabilidad (EP) y (X,Y’) una funcién
real bivariada tal que (X,Y) : Q@ — R x R. Si para todo (z,y) € R x R, se tiene que
{we: (X,Y)(w)=(z,y)} € F, (X,Y) se dice un vector aleatorio (v. a.) definido
sobre el espacio medible (92, F).

Definicién : Sea (X,Y) un v. a. definido sobre el espacio de probabilidad (€2, F,P). Con-
sidere la funcién fxy : R x R — [0, 1], tal que para todo (z,y) € R x R,

fxy(@y) =P({weQ: (X,Y)w) = (z,9)}) =P (X =2,Y =y)

Si{(z,y) : fxy(z,y) > 0} es finito o infinito numerable (X, Y) se dice un vector aleatorio
discreto y fxy su funcién masa de probabilidad conjunta (f. m. p.).

Ejemplo : Dados cargados. (Vea ejemplo 5.6 de ( ).) Considere el siguiente
par de dados representados por el v. a. (X,Y)

XYy |1 2 4 5 6|P(X=ux)
1 2 1 1 1 7
1 2 12 1 7
2
6 11 1 - 7
P(Y=y) |7 7 7 42

La suma total dentro de la tabla es 42, de ahi el factor 1/42 a la izquierda del arreglo, para
que éste represente la f. m. p. conjunta del v. a. (X,Y).

Asi pues, en este ejemplo

siz=y
P(X=xY=y = 7
B Sir#y
y la correspondiente f. m. p. conjunta del v. a. (X,Y) es para x,y = 1,...,6,

2 1
Ifxy(z,y) = @l{xzy}(%y) + E]]-{X#Y}(x?y)

donde 1 4 representa la funcién indicadora del conjunto o evento A. Esto es, 14(w) =1,
siwe Ay Ia(w)=0siw¢ A

Note que

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78
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). fxy(z,y) >0, para todo z,y € R.
m. Yo, 22:1 fxy(z,y) =1

Ademis, por ejemplo,

(142414 +1)

X =1z)=1/6, por lo que

fx(0) =P (X =2) = £ 1. (2)

es la funcién masa de probabilidad marginal de la v. a. X. Se manera similar, fy (y) =
%1{17,.,)6}(31) es la correspondiente f. m. p. marginal de Y.

Ejemplo : Dados honestos. Considere ahora el caso de los dados “honestos” X y Y. Su f.
m. p. conjunta es

1
fXY(:E7 y) = %]]'{17"‘76}X{1"“76} (:I:7 y)

Asi, también se tiene

). fxy(z,y) >0, para todo z,y € R.
). Yooy Syoy fxv(@,y) = 1.

Y nuevamente, la f. m. p. marginales de X y de Y son

1 1

fx(z) = 61{1,.--,6}(55) y fr(y)= 61{1,---,6}(y)

Definicién : Sea (X,Y) un v. a. con f. m. p. conjunta fxy y sea Sxy = {(x, y) € R?: fxy(z,y) > 0}.
Sxy se dice el soporte del v. a. (X,Y), o bien, soporte de la distribucién de (X,Y).

Definicién : Se definen los conjuntos borelianos de R?, B(R?) como los elementos de la
o-4lgebra generadas por rectangulos [a, b) x [c,d) C R?, para todo a < by ¢ < d.

Proposicién : Sea (X,Y) un v. a. con f. m. p. conjunta fxy y sea A € B(R?). Entonces,

P((X,Y)€A) =Pxy(A) = > fxv(ziy)

(:Ei,yj)EA

donde Pxvy (-) se entiende como “la medida de probabilidad inducida por la distribucién (o
ley de probabilidades) de (X,Y)”.

Proposicién : Sea (X,Y) un v. a. con £. m. p. conjunta fxy con soporte Sxy, entonces

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78
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). fxy(z,y) >0, para todo z,y € R.

H)' Z(zi7y_7~)esxy fXY($i7yj) = 17

Demostracion:

D). fxy(z,y) =P (X ==2,Y =y) > 0, por axiomas de probabilidad.

mm). Sea A;; = {weQ: fxy(w;,y;) > 0}. Entonces, {4;;} forma una particidn de .
Luego, se sigue de los axiomas de probabilidad

1=P(Q)
=P (Ui’inj)
=> Pxy(A4))

Z P ((Xv Y)e AU)

TiyYj

> fxv(@iy)

(zi,y;)ESxY

Definicién : La funcién f que satisface 1 y 11 de la proposicion anterior se dice funcién
masa de probabilidad propia o legitima.

Proposicién : Sea (X,Y) v. a. con f. m. p. conjunta fxy. Entonces fx, la f. m. p. marginal
de X esta dada por

fx(x) = Z fxv(z,y;), paratodo z€R
(z,y;)€ESxY
De manera similar,
fy(y) = Z fxy(zi,y), paratodo y€R
(zi,y)ESxY

Demostracion: Para todo = € R,

fx(z)=P(X =2)
=P (X = 2,Y “cualquiera”)
=P <{X = -T} N (U(w,yj)esxy {Y = yj}))

= > PX=2Y=y)

(z,y;)€Sxy

= Z fxy (z,y;)

(z,y;)€Sxy

por corolario de probabilidad ya que los eventos {Y = yj} son ajenos para distintos y;’s.

Ejemplo : Dados cargados

6
7 1
fX(x):;fxy(x,y)=E:67 z=1,....6

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78
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Ejemplo : Dados honestos

1 1
foymy -, x=1,...,6
y=1
Note que en ambos ejemplos se tienen las mismas f. m. p. marginales pero distinta f. m.

p. conjunta, lo que da lugar a la siguiente proposicion.

Proposicién : Sea (X,Y) v. a. discreto. A partir de las f. m. p. conjunta se puede encontrar
las f. m. p. marginales, pero no viceversa necesariamente.

Ejemplo : Considere la f. m. p. conjunta f dada por

flz,y) = %
paraz,y=1,...,n
a). Muestre que f es una f. m. p. propia.
b). Calcule P(X =1).
c¢). Calcule P(X =Y).
d). Determine P(X +Y =n+1).
Solucion:

a). 1) Claramente f(z,y) > 0, para todo z,y.
IT)

n n

- dzy 4 .
Z f(wiayj):Z;nz(nJrl)z:nz(nJrl)z Zny:

(:l}i_’yj)GSXy rx=1 rz=1 y=1

por lo que f es una f. m. p. propia.

b).

A1) ¢
T n2(n+1)? ;y
_ 2
n(n+1)

En general,

P(X=Y)=) f(z2)
- n+1 ;
_ 4 n(n+1)2n+1)
n?(n + 1)2 6
2 m+1
T 3n(n+1)

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78
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n
P(X+Y=n+1)=> P(X=2,Y=n+1-2z)
1

x

f(l‘,nﬁ*lfl')

I
NE

1
4 n
:mZx(n—i—l—x)
=1

x

n n

4 2
zm (n+1)2x—2x

1 1
_ 2n+4
C 3n(n+1)

Ejemplo : (Vea ejemplo 5.9 de ( ).) El ntimero de bits N en un mensaje
sigue una distribucién geométrica con media (1 — J)/d con pardmetro 0 < 6 < 1. Para su
envio el mensaje es dividido en bloques de m bits. Sea @ el nimero de bloques completos
y R el nimero de bits restantes. Entonces se tiene que N = mQ + R, donde N ~ Geom(d)
con soporte Sy = {0,1,...}. Encuentre las distribuciones marginales de @ y R.

Solucién: Note que los soportes de N, ) y R son, respectivamente
Sy ={0,1,...}, So={0,1,...}, Sg={0,1,....,m—1}
La £ m. p. de N = m@ + R es geométrica, luego
fn(n) =P(N =n)=4(1 —9)" =6(1 —§)m™et"
por lo que la f. m. p. conjunta de (Q, R) es
for(a,r) =P(Q=q,R=r)=0(1 - """
a). Seaq=0,1,...,

fo(q)

P(Q=q)

-1

fQR(Q7 ’I“)

0
1

3 3

§(1 — §yma+r

I
=)

r

m—1

= 5(1 — §)™a z_: (1—6)"
0

= §(1— &)™ 11—_<21—_5§’"
=[1-@1-9m[a-6m]*

Esto es, @ se distribuye geométricamente con pardmetro 1 — (1 — 4)™

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78
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b). Sear =0,...,m— 1.
fr(r)=P(R=r)

= Z fQR(q7 T)
q=0
=6(1-68)" [(1-0)"]"
q=0
1

= g oo

Por lo que R se distribuye geométricamente con probabilidad de éxito § y truncada

en m, de ahi la constante normalizadora K = 1/[1 — (1 — §)™].

Ejercicio : Considere el v. a. (X,Y) con f. m. p. conjunta dada por

AVe ApT(1 —p)¥—®
zl(y — x)!

f(xvy) = ]]-{0,1,..4}(x)]]-{w,m-l-l,“.}(y)

a). Describa graficamente el soporte de la distribucién.
b). Muestre que marginalmente X ~ Po(Ap) y Y ~ Po()).

¢). Verifique que P(X =Y) = ¢~ (1-P),
1.3. Funciones de probabilidad acumulada

Definicién : Sea (X,Y) v. a. bivariado en el espacio de probabilidad (€2, F,P). Se define
la funcién de probabilidad acumulada conjunta (f. p. a.) 6 funcién de distribucién

Fxy por
Fxy(a,y) =P(X <,Y <y), paratodo z,y € R

Propiedades:
1. Fxy es no decreciente “en direccién noreste”. Esto es, si 1 < x2, y1 < ¥yo,
Fxy(xz1,1) < Fxy(x2,y2)

2. 1) Fxy(—00,y) =0, para todo y € R.

1) Fyy(xz,—0c0) =0, para todo « € R.

3. 1

)
)
1) Fxy (00,00) = 1.
)
1)

Fx(z) =limy 00 Fxv(x,y), para todo z € R
Fy (y) = lim, o Fxy(z,y), para todo y € R

4. Fxy es continua en “direccion suroeste”. Esto es,

Hm+ Fxy(x+0,y+¢€) = Fxy(z,y)

9,e—0
5. Sean a < by ¢ < d, entonces

P(a<X <b, C<Y§d) =ny(b,d)—ny(b,c)—ny(a,d)—Fny(a,C)

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78
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Demostracion:
1. Similar al caso univariado.

2. Note por ejemplo que, Fxy(—o00,y) =P (X < —o00,Y <y) =0.

4. Similar al caso univariado.

ot

. Al restar Fxy(a,d) y Fxy(c,b) se elimina dos veces el semiplano con vértice (a, c),
por lo que se restituye una vez al sumar Fxy (a,c).

Nota: Una funcién F(z,y) que satisface las propiedades anteriores no necesariamente es
una funcién de probabilidad acumulada. Para esto, se debe tener que F(b,d) — F(b,c) —
F(a,d) + F(a,c) > 0 para todo a < by ¢ < d. En efecto, considere

0, z+y<0

F(z,y) =
(=.9) I, z+y=>0

F satisface las propiedades 1-4 anteriores pero no la propiedad 5, por lo que no define una
funcién de probabilidad acumulada (f. p. a.). Si aplica la propiedad 5, se tiene que

P(-1< X <3,-1<Y <3)=F(3,3)—F(3,—1)=F(—1,3)+F(—1,-1) = 1-1-140 = —1

que es un absurdo.

Ejemplo : Considere el v. a. (X,Y) con f. p. a. dada por
Fxy(z,y) = (1 — e*O‘I) (1 — eiﬁy), z,y >0

Para a« = 1/2 y f = 1/3, determine la probabilidad de los siguientes eventos: A =
{X<1,Y<2},B={X>2Y>1},C={2< X <3,1<Y <2}.

Solucién:

P(A)=P(X <1,V <2) = Fxy(1,2) = (1 —e Y/?)(1 — e72/3) = 0.1915
II.
P(B)=P(X >2Y >1)
:1—IP’<[{X22}H{Y> 1}]0)

1 [pUx <2 <)
1-[P(X<2)+P(Y <1)-P(X <2,Y <1)]
=1-[Fx(2)+ Fy(1) - F(2,1)]
1— [F(2,00) 4+ F(00,1) — F(2,1)]
—1- 1=t (1= (1= e )1 - e

111. Se sigue de la continuidad de Fxy que P(2 < X < 3) =P(2 < X < 3) y lo mismo
para Y. Luego,

P2<X <3,1<Y <2)=F(3,2)—F(3,1) - F(2,2) + F(2,1) = 0.0294

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78
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1.4. Vectores aleatorios continuos

Definicién : Sea (X,Y) un v. a. tal que para todo A € B(R?),

P((X,Y) e A) =Pxy)(A) = //A h(z,y)dzdy

para alguna funcién h > 0. El vector aleatorio (X,Y") se dice (absolutamente) continuo con
funcién de densidad de probabilidad conjunta (f. d. p.) h (con respecto a la integral).

Proposicién : Sea (X,Y) un v. a. con £. p. a. conjunta F' y f. d. p. conjunta f, entonces

para toda x,y € R,
Ty
Faw = [ [ fuoduda

Demostracién: Sea A = (—o0,x] x (—o00,y] v aplique la definicién de funcién de densidad de

probabilidad conjunta.

Proposicién : Sea (X,Y) v. a. continuo con f. d. p. conjunta f. Entonces,

I. f(z,y) > 0, para todo z,y € R.

. [fge f(z,y)dzdy = 1.

Demostracion:

1. Por definicién de v. a. continuo, f > 0.

m 1 =P((X,Y) € R?) = Pxy)(R?) = [[p. f(z,y)dzdy, y nuevamente por definicién
de f. d. p.

Definicién : Una funcién que satisface la proposicién anterior se dice f. d. p. propia o
legitima.

Proposicién : Sea (X,Y) v. a. continuo con f. d. p. conjunta f y f. p. a. conjunta F

diferenciable. Entonces,
0*F(z,y)

Demostracion: Se sigue de la definicién de v. a. absolutamente continua y f. d. p..

Nota: Sila f. p. a. F no es diferenciable entonces la f. d. p. f no necesariamente existe.

Proposicién : Sea (X,Y) un v. a. con f. d. p. conjunta f. Entonces, para x1 < x3 y
Y1 < Y2,

T2 Y2
Poy < X < 22,01 SYSyz):/ / f (@, y)dydz
Tl Y1

Demostracion: Se sigue de la definicién de f. d. p..

Proposicién : Sea (X,Y) v. a. con f. d. p. y f. p. a. conjuntas f y F y marginales
fx, fv, Fx, Fy, respectivamente. Entonces,
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L fx(z) = [ f(z,y)dy, para todo x € R.

1. fy(y) = [~ f(z,y)dz, para todo y € R.

Demostracion:

_ dFx(x)  dF(z,00)
- dr dz

_ % l/; /_Z f(u,v)dvdu]

_ % A V_O@ f(u,y)dy] du

- O; F(a,y)dy

fx(x)

por el Teorema Fundamental del Calculo.

11. De manera similar,

_ dFy(y) _ dF(c0,y)

dy dy
:% l/o; /yoo f(u,v)dvdu]

= diy yoo l/z f(x,v)dx‘| dv

= /_O; flz,y)dz

fy(y)

donde se invirtio el orden de integracion por el Teorema de Fubini.

Ejemplo : Sean (X,Y) distribuidos uniformemente en el cuadrado unitario C = [0,1] x
[0,1], con funcién de densidad conjunta f(z,y) = Lo (z,y). Encuentre la correspondiente f.
p- a. conjunta y las marginales Fx y Fy.

Solucion:
LSiz<00y<0, Flz,y) =P(X <z,Y <y)=0.
. Si (z,y) € C,

n. Sio<z<lyy>1,

T Yy x 1
F(z,y) = / / 1o (u,v)dvdu = /0 /0 1-dvdu =2z
—o0 J —o0
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v. Siz>1y0<y<I,

x y 1 ry
F(z,y) = / / 1o (u,v)dvdu = /0 /0 1-dvdu=y
—oo0 J—o0

v. Siz,y>1, F(z,y) = 1.

VI. Ahora bien,
Fx(z) = F(z,0) = F(z,1) =z

Esto es, X, y por simetria Y, se distribuye uniformemente en [0, 1].

Ejemplo : Sea (X,Y) v. a. con f. d. p. conjunta dada por
fla,y) = cem T cpcy oy (@, y)
I. Bosqueje el soporte de la distribucion.
11. Encuentre la constante ¢ de manera que f sea una f. d. p. propia.

1. Determine las f. d. p. fx v fy-

1v. Verifique que P(X +Y < 1) =1—2e~! =0.2642.

Solucién:

L Sxy = {(z,y) e R?|0 <z <y < o0}

\r>
y =
0 X X

II.

1= c// e—(x+y)]1{ogmgy<m}(x7y)dmdy
R

2
o0 o0
= c/ / e_(g”+y)dydx
0 T
= c/ e*””/ e Ydy - dx
0 T
c/ e 2y

0
1 oo
= Cﬁ/o Ke 2 dg

=c/K

donde K es la constante normalizadora de la funcién de densidad con nicleo e=2%,

que corresponde a la distribucién exponencial con media 1/2, por lo que K = 2y por
lo tanto ¢ = 2.

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78



Apuntes para Calculo de Probabilidades Il 16

m. Sy = (0,00),

:/ fla,y)dy = 26”/ e Vdy = 2¢*1 (g o) ()
Por lo que X se distribuye exponencialmente con media 1/2.

v. Sy = (0,00),
o] Yy
y(y) = / [, y)de = 26’7’/ e "dr =2 (1 — e ¥)1(g,00)(y)
—o0 0

v. A= {(z,y) 1z +y <1},
P(X+Y <1)=P((X,Y) € A)
=Pxy(A)

/ f(z,y)dzdy

1/2 pl—z
_ / / 26~ () dydz
0 T
1/2 1/2
:/ 26_2‘”dac—2/ e dx
0 0

=(1—-et)—et
=1-2¢"!
= 0.2642

1.5. Variables aleatorias independientes

Definicién : Sean Xi, Xs,..., X, variables aleatorias definidas sobre el espacio de proba-
bilidad (€2, F,P), Las variables X1, ..., X, se dicen variables aleatorias independientes
si para cualesquiera conjuntos borelianos Bj, ..., B, € B(R), se tienen que

P(X, € By,..., X, € By) =P(X; € By)---P(X,, € By)

La coleccién X, Xo, ... se dicen variables aleatorias independientes si cualquier coleccién
finita de X’s es independiente.

Considere ahora (€2, F,P) y (X,Y) el vector aleatorio bivariado con funcién de distri-
bucién conjunta F' y marginales Fx, Fy. Suponga ademdas que para todo z,y € R, los
eventos

Ay ={weQ: X(w) <z} y By={weQ:Y(w) <y}
son independientes. Entonces, para todo z,y € R,

ind

F(z,y) =P (X <2,Y <y)=P (4, NB,) = P(4,) P (By) = Fx(z)Fy(y)

Ademas,

= fx(z)fy(y)
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Proposicién : Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de distribucién conjunta F'y
marginales F'x, Fy, y con funcién de densidad de probabilidad conjunta f y marginales
fx v fr.- X y Y se dicen variables aleatorias independientes si y solo si, para todo
x,y € R.

L F(x,y) = Fx(z)Fy(y).
. f(z,y) = fx(@)fy(y).

Si 1) se cumple también I1) y viceversa.

Nota: Algunos libros de texto utilizan | o 1L para denotar independencia. Asi, X 1 Y se
leeria X y Y son v. a.’s independientes.

Lema de factorizacién. Sea (X,Y’) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta
f y marginales fx y fy. Entonces, X y Y con variables aleatorias independientes si y solo
si existen dos funciones g y h tales que f(z,y) = g(x)h(y), para todo x,y € R.

Demostracién: Suponga que existen funciones g y h tales f(z,y) = g(x)h(y), para todo
z,y € Rysean ¢ = [, g(x)dz y d = [ h(y)dy. Luego,

cd= [ g@s [ iy = [[ s@nasts= [[ ey =1

por el teorema de Fubini y el hecho de que f(z,y) es la f. d. p. conjunta de (X,Y).

Se tiene ademds que

- / fy)dy = / g(@)h(y)dy = g(x) / h(y)dy = dg(z)

:/Rf(zvy)dy:/Rg(ﬂf)h(y)dy:h(y)/Rg(x)dx:ch(y)

y similarmente,

Se sigue que, para todo z,y € R,

fx (@) fy (y) = cdg(x)h(y) = cdf (z,y) = f(z,y)
por lo que X y Y son variables aleatorias independientes.

Por otro lado, si X y Y son v. a.’s independientes, se tiene que f(x,y) = fx(x)fy (y),
para todo x,y € R. Sean entonces g(z) = fx(z) y h(y) = fy(y) y se sigue el lema.

Proposicién : Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, X y Y variables aleatorias inde-
pendientes, g y h funciones tales que g(X) y h(Y') son a su vez variables aleatorias. Entonces,
U=g(X)yV=~h() son también variables aleatorias independientes.

Demostracién: Sean A, B € B(R) dos conjuntos de Borel cualesquiera. Entonces, puesto que
X y Y son independientes se sigue

P(g(X) e A,h(Y) € B)=P(X € g"'(A),Y € h"(B))
P(X € g '(A))-P(Y € h™'(B))
=P(g(X) € A)-P(h(Y) € B)

Definicién : Las v. a. X y Y se dicen dependientes si para algtin (z,y) € R?,
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L F(z,y) # Fx(x)Fy(y).
I f(z,y) # fx(x)fy ().

Ejemplo : Dados honestos. X y Y son v. a. independientes pues

1
ngX(z)fY(y), parax,yzl,...,G

| =

1
f(xay):%:

Ejemplo : Dados cargados. X y Y son v. a. dependientes pues

11

[3.3)= 5 # 35 = 5 = IxBIHG)

Ejemplo : Canal de comunicacion. N = mQ + R. Sean m,n, q,r € Ny, tal que n = mg+r,

In(n) = for(q,r)
_ 5(1— symatr
=[1—=1-=6)™[1—-8m1"-

= fo(a)fr(r)

Por lo que las v. a.’s Q y R son independientes.

Ejemplo :

F(x,y) = 2¢” T ococycoy (2,y) # 2e75°2e7V(1 - e7Y) = fx (@) fy (y)

Por lo tanto X y Y no son v. a.’s independientes.

Que las v. a.’s X y Y sean dependiente pudo preverse notando que en el soporte de
(X)Y), Fxy = {(m,y) 0<zx<y< oo}, el rango de X depende de Y y viceversa.

Ejemplo : Considere X = (X1, X2) v. a. con funcién de distribucién conjunta F'y f. d. p.
conjunta
f(x1,20) = 2117 (21, 22)

donde el soporte es el triangulo T mostrado en la figura.

X2
a). Varifique que f(x1,22) es una f. d. p. propia.
11
b) Calcule F(,5’,7)_ I PO ( A )
¢). Determine f; y fa, las f. d. p. marginales de 7
X1 y Xs, respectivamente.
1y A2 1% 5 T
Xo=X1 #---p-ccceaon- - ------------- Xo =2 =Xq
5 1 X1

Solucion:
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// f((El,.’EQ)d"Eld.’EQ = // $11T($1,$2)d$1dx2
R2 R2
1 27932
= / / xldxl . d$2
0 To
_ / fat
= | 5

1 1
5 / (4 — 4582)6[:62
0

2—£2
d(EQ

T2

= F(5,.5)
.5 T

:/ / $1d$2d$1
0 0
1

24

xl
fi(z) = xl/ dro = 7
0

2-a1
fl(xl):xl/o dre = x1(2 — 1)
Por lo tanto,
filzy) = 95%]1[0,1] (1) + 21(2 — 21) 14 (1)
) 0<xy <1,

2—12
fo(za) = / r1dry = 2(1 — 22) 10 1)) (72)
T2

1) Verifique que las f1 y fo anteriores son funciones de densidad propias.

1v) Es claro que las componentes X7 y Xo son dependientes.

Ejercicio : Calcule F(z,y) para todo (z,y) € R2.

Definicién : Sean X;,...,X,, v. a.’s con funcién de distribucién marginal Fx,,..., Fx,,
respectivamente, se dicen variables aleatorias mutuamente independientes, si para
todo k = 2,...,n y subindices i1, ...,i, se tiene que su funcién de distribucién conjunta
Fx(xiy,...,x;,) es el producto de las correspondientes marginales FXij (z4,).. Esto es,

k
Fx(zi,,...,25,) = [ | Fx, (i)
1

<.
I

O bien,

k
fX(xilv"'vxik) = HfXj(I’ij)

<.
Il
—
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donde f corresponde a la funcién masa de probabilidad o de densidad de probabilidad, segin
sea el caso.

Definicion : Las v. a.’s X1,...,X,, se dicen variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas y se denotan por v.a.i.i.d., si son mutuamente independientes
y todas tienen la misma distribucién en comun.

1.6. Ejercicios

Refiérase al Cuaderno de Ejercicios seccién 1, ( ).
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2. Distribuciones condicionales

Considere el espacio de probabilidad (2,S,P) y A € § con P(A) > 0. Se define la
probabilidad condicional dado el evento A por

(AN B)

]P’A(B):PP(A) =P(B|A), paratodo B€S

De la definiciéon anterior se sigue lo que algunos textos llaman la regla de la multipli-
cacién: P(ANB) =P (B | A)P(A).

2.1. Caso discreto

Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con f. m. p. conjunta f y marginales fx y fy
con soporte Sx y Sy, respectivamente.

Definicién : Se define la funcién masa de probabilidad condicional de X dado
Y =y, por

flxly) =

con y € Sy, el soporte de Y.

para todo x € R

A manera de justificacién,

Fo ) =P (X —a|y —y) = X =20 =9h)  Jy)

P{Y =y})  f(y)
Asi, dado y; € Sy,
f(z,y;)
x|y = , ara todo x € R
De manera similar se tiene,
r;) = ——-=-, paratodoy € R
fly | i) @) y

Definicién : Se define la funcién de distribuciéon condicional o funcién de proba-
bilidad acumulada condicional de X dado Y = y;, por

F(z|y;) = Z f(zi|y;), paratodozeR

z; <z

A manera de justificacién,

F(z|y) =P (X <a|Y =y)

Ejemplo : Dados cargados.

Iy =2 =p(x =3y =2 = FEZRY = 1w 1
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i

En general, la funcién masa de probabilidad condicional dado Y = 2 es

1 2
flz]Y=2)= ?ﬂ{1,3,4,5,6}(x) + ?1{2}(55)

o bien, en forma de tabla

\ 1

z_|

f(x2) ]

RIS

N
o DN
= Lo
= Ot
= O

Proposicién : Sea (X,Y) un v. a. de componentes independientes. Entonces, si y; € Sy
y para todo = € R,

f@]y;) = fx(z)
Fx(xz|y;) = Fx()
Demostracién: X y Y v. a.’s independientes, entonces f(z,y) = fx(z)fy(y) para todo
z,y € R. Luego, para y; € Sy,

S, y5) ina fx(2)fy (y;)
Iy (y;) fy (y;)

F(x|y;) = foz|y7 defsz— x ()

z; <z z; <z

fxly;) = = fx(z)

Se sigue que

Ejemplo : Canal de comunicacion. Para todo ¢ =0,1,...,

ind 1

f(rlg) = fr(r) = T—({—om (1 —0)"1g01,...m-13(7)

Ejemplo : Sean X ~ Po(\1), Y ~ Po(\z), v. a.’s independientes y sea Z = X + Y.
Determine la distribucién condicional de X dado X +Y = z.

Solucién:

1). Se determina la f. m. p. de Z = X +Y con soporte Sz = {0,1,...}. Sea z € Sz,
P(Z=2)=P(X+Y =2

:ZIP’(X:x,Y:z—x)
=0

ind -
EYNPX=2)P(Y =z—x)
=0
x —)\1 )\z T —)\2

_Z C(z—a)!

*()\1+/\2) z !
e 2! R
B z! Zogc!(z—a:)!)\l)\2

(At Ag)FemMatAa)
N z!

Note que los términos de la ultima suma son ( )Xf)é”ﬂ por lo que se sigue del
x

teorema del binomio que la suma total es (A1 + A3)? y de ahf la expresién final. Por lo
tanto, Z ~ Po(A1 + Ag).
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). Seaz=0,1,... yz=0,1,...,2z Luego, paraz =0,1,..., 2,
P(X=2Y=z—x)

P(X+Y =2)
ind ]P(XZZ‘)P(YZZ—JZ)
B P(Z=2z2)

C Me Mzl ATe N /(2 — )
()\1 + )\2)267()‘1+/\2)/Z!

o z! )\1 v )\2 =
B JS'(Z—Q?)' A1+ A AL+ Ao

(X|X+Yz)~Bin(z A >

Por lo que para z =0,1,...,

7)\1—|-)\2

Esto es, condicionado a X +Y = z, X sigue una distribuciéon binomial con pardmetros,
A1

YR De manera similar,

z y probabilidad de éxito

. A2
Y| X+Y =2) ~Bin(z,
(Y| z) 111(2 )\1+>\2>

Ejemplo : Sean XY variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas (v.a.i.i.d.) geométricamente con probabilidad de éxito p. Entonces, la distribucién
condicional de X dado X +Y = z es uniforme en {0,1,...,z}.

Solucion:

1). Para Z = X +Y susoporte es Sz ={0,1,...}.Seagq=1—py 2=0,1,..., luego

P(X+Y=2=) P(X=2Y=z2—21
=0

2 ZZ:]P(X:x)]P(Y:z—x)
=0

z
=> pg" pg"
=0

z=0
= (2 + p*¢”
Verifique que fz(z) = (2 + 1)p2qz]1{071w}(z), es una f. m. p. propia.
).

flx,z —x)
flx]z)= 72(2)
ind fx (@) fy(z — )
fz(2)
_ pqt pgtT"
(= Dpe?
1

= Z+1 ]]-{0,1,..472}(‘%)

que corresponde a la f. m. p. de una distribucién uniforme (discreta) en los puntos
{0,1,...,2}.
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Ejemplo : Dados cargados. Se ha visto ya que

flz,2) 2 1
flx]2)= (2 = §1{2}(I) + ;1{1,3,4,5,6}(93)
Note que
6
1 2 1 1
) W e N T T |
;F@U R R AR

Esto es, f(x|2) es una f. m. p. propia. Asi, tendria sentido preguntarse por E[X | Y =2]. A
saber,

23

6
1 2 1
E[X|y:2]:EYZQ[X]:fo(a:|2):17+2—+-~-+67: - 3.29
r=1

7 7 7

De manera similar se puede completar la siguiente tabla

y |EX|Y=y] | P(Y =y)
1 22/7 1/6
2 23/7 1/6
3 24/7 1/6
4 25/7 1/6
5 26/7 1/6
6 27/7 1/6
Y 9(y) fy ()

Note que E[X | Y = y] = g(y) es una funcién de Y = y. Luego, se puede uno preguntar por
E[g(Y)]. Se sigue de la Ley del Estadistico Inconsciente (LEI),

ElgY)] = > g(y)fv(y)

y; €Sy

Asi, en este ejemplo,

[
NE

Elg(Y)] =E [E[X | Y]] EX Y = ylfy(y;)

<
I
—_

I
NE

EX |Y =yP(Y =y)

y=1
1 (22 27
5|7t "H]
21
%
= E[X]

El resultado anterior es un caso particular del teorema siguiente:

Proposicion : Sean X y Y v. a.’s. Entonces,
E[X] =E [E[X | Y]]

Demostracién: Méas adelante se demuestra el caso general.

Ejemplo : Sean X ~ Po(\1), Y ~ Po()z2), v. a.’s independientes. Entonces, Z = X +Y ~

Po(A1 + A2). Sea sabe ademds que (X | X +Y = z) ~ Bin(z,p), con p = /\I’E:Az. Se sigue
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que E[X | Z = z] = zp, por lo que
E [E[X | Z]] = E[Zp]
= pE[Z]
= p()\l + )\2)
A1
B A1+ A2
=)\
=E[X]

(A1 +A2)

Ejemplo : Sean Xi, X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(v.a.ii.d.) geométricamente con probabilidad de éxito p. Entonces, Z = X; + X5 tiene una
f.m. p. dada por fz(z) = (z+1)p*¢*1yoa,...1(2) y (Xi | Z = 2) se distribuye uniformemente
en {0,1,...,2}.

Luego, E[X; | Z = z] = z/2. Por lo que
1
EX,)=E[E[X:1] Z]] = §E[Z} =
Verifique que efectivamente E[Z] = 2¢/p.

Teorema de Probabilidad Total (TPT) Sea (X,Y) v. a. discreto con f. m. p. conjunta
f y marginales fx y fy con respectivos soportes Sx y Sy. Se tiene entonces,

fx@ = > fly)fry)

(z,y;)ESxyY

Demostracion: Sea Sy = {y1,¥2,...} el soporte de Y. Los eventos {Y = yj} forman una
particién del espacio muestral pues son eventos ajenos cuya unién es todo 2. Entonces, el
teorema se sigue del Teorema de Probabilidad Total para eventos. A saber, para todo « € R,

P({x=z})= > P{X=s}n{¥=y}

(#,9); €Sy
= Y PX=z|Y=y)P( =y
(2,y;)E€ESxy
fx(z) = Z f(@ ) fy (y;)
(z,y;)ESxy

Regla de Bayes. Sea y;, € Sy, entonces

[, yx) _ f(@ | yr) fy (yr)
Ix@) Yaynescy S @ 1 Ui)fy ()

Demostracién: El numerador se sigue de la regla de la multiplicacién y el denominador del

TPT.

flyr [ ) =

2.2. Caso continuo

Proposicién : Sea (X,Y) un v. a. continuo con funcién de densidad de probabilidad
conjunta f y marginales fx y fy, respectivamente. Entonces, para a < b,

b
Pla<X<b|Y=y) = [ flo |z
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f(z,y)
Ty () .

Demostracién: Para § > 0 pequenio,

donde f(z | y) = fxjy=y(z) =

P(a§X§b|Y:y)%P(a§X§b|y—5§Y§y—|—6)

Pla<X<by—-3d6<Y <y+J)
Ply—0 <Y <y+9)

ffy+5 (u,v)dvdu
5fY<)

y haciendo § — 0%,

b 5
O P@<X<by—6<Y<y+8) . a5ty s fluv)dvdu
lim = lim
§—0t P(y-éSYSy-i-(S) 5—0+ 1 y+6fY()

ff

y
=
_ (y)x
_afy()d

fy(v)dv es derivable en y, fy(y) > 0y que f(x,y) es continua en x.

suponiendo que f N

Resumiendo, para a < b,
b
P(a§X§b|Y:y):/ f(z | y)dzx

donde f(z | y) = f( v) esuna f. d. p. (con respecto a la integral) para la f. p. a. condicional

fr(y)
Flz|y)=P(X<z|Y =y).

Nota: La funcién de densidad condicionada en un punto es de las aportaciones fundamen-
tales a la Teorfa de Probabilidades de A. N. Kolmogorov (1938).

Definicién : Sea (X,Y) un v. a. Se define la £. p. a. de X dado Y =y por

F(w|y>=P(ng|Y=y)=/_m f(u | y)du

para todo z € Ry donde f(z |y) = es la f. d. p. condicional de X dado Y = y.

Y
fr(y)
Nota: la f. d. p. condicional de X dado Y = y es una funcién de densidad propia pues
flx]y)>0paratodoxz e Ry

| sy - mfff(y - / f(z.y)d

En general, si A € B(R),

]P’y:y(XGA):IF’(XEA|Y:y):/Af(x|y)dx

Proposicién : Sea (X,Y) un v. a. con f. d. p. conjunta f, marginales fx, fy y condicionales
f(zly), f(y|z). Se tiene entonces la regla de la multiplicacién

flxy) = F@ | y)fy(y) = Fly | 2)fx(z)
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Ejemplo : Sea (X,Y) v. a. con f. d. p. conjunta f dada por
L@+
f(xay> = ;6 Y ]1(0,00) (x)]l(o,oo)(y)

Encuentre P (X > 1|Y =y) y verifique que P (X > 1|Y =2) = e /2

Solucién:

1 > x o 1 1
firly) = / flz,y)de = f/ e v Vdx = efy/ —e vidx =e7Y
R Y Jo o Y

Luego, para todo y > 0,

Asi, (X | Y = y) se distribuye exponencialmente con media y, esto es, E[X | Y = y] = y.
Entonces,
1 1
P(X>1|Y=y)=e WP =ev, y>0

P(X>1|Y =2)=e2=0.6065

Teorema de Probabilidad Total (TPT). Sea (X,Y) un v. a. con f. d. p. conjunta f y
marginales fx y fy. Entonces,

[x(x) = /Rf(x | ) fy (y)dy, paratodo x € R

Y similarmente,

fe(o) = [ 1| 2)fx(@)dz,  para todo y € R
R
Demostracién: La proposicién se sigue del hecho fx(z) = fR flz,y)dy y de la regla de la

multiplicacién, f(z,y) = f(x | y)fx(x).

Nota: El teorema se cumple también en el caso de un vector aleatorio mixto. Por ejemplo,
X un v. a. discreta con soporte Sx y Y una v. a. continua. Asi,

fx(@) =P(X =) = [ fa|nfrdy.  para todo s € R

friw)= > flyle)fx(z:), paratodoyeR

(zi,y)ESxyY
Regla de Bayes. Sea (X,Y) un v. a. con f. d. p. marginales fx y fy y condicionales
f(z|y)y f(y]x). Entonces, si Y es una v. a. continua, para todo y € R,

R A CA RN 4C)
TW10) = T5a o iy o)

O bien, si Y es una v. a. discreta,

[z y)fr(y)
D wyessy | @ 1Y) fy (y5)

flylz)=

para toda Y € R.
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Ejemplo : Suponga que N el nimero de accidentes de un automévil en un ano sigue una
distribucién Poisson con media A(> 0) donde A depende de la persona. Se elije una persona
al azar y suponga que a su vez la media de accidentes, A = A, se puede modelar mediante
la distribucién Gamma con pardametros de forma « y de escala j.

a). Determine la distribucién marginal de N.

b). Determine la distribucién condicional de A dado N = n.

Solucién: Note que se tiene N una v. a. discreta (N | A = ) ~ Po(A) y A una v. a. continua
con A ~ Gamma(a, ).

a). Sean=0,1,...,
fa(m) BT / £ ] A Fa(N)dA
R

00 \m,—A a—1
_ / Xteh ATl

1 1 [
b LT a1 - (/)
T(n+ 13T (a) K/O A ¢ dA
1 I(n+ )

T T(n+ D)BT(a) (1+1/8)n+e
_ (n+a-1) 1 \“ 1 "
-t () (-155)

_ (n +Z — 1>p“q”
(1+1/p)m+
I'(n+a)

niicleo A7) =1e=(+1/B)X v donde p = ﬁ y ¢ = 1 — p. Por lo tanto, marginalmente
N sigue una distribucién binomial negativa con pardmetros a y 1/(1 + 3). Esto es,

1
N ~ BinN ,—— .
in eg(a 1+ﬂ>

b). Sea A >0,

con K = es la constante normalizadora de la densidad Gamma con

Bayes f(n | A)fa(A)
In(n)

Ate—X  \a—lg—A/B
T(n+D) BT

C(nta) (1 \*( 8 \"
F(n+1)I'(a) (1+ﬂ) <1+B)

(ﬂ) e \nta—1
B

I'(n+a)

fx )

148
5

Por lo que condicionalmente dado N = n, A sigue una distribucién Gamma con

pardmetro de forma (n 4+ «) y pardmetro tasa 1Jﬂr’B , 0 parametro de escala %

2.3. Esperanza y Varianza Condicional

Definicién Se define la desviacién cuadratica media (DCM) de una variable aleatoria
Z respecto a un valor constante 6, por

DCM(Z,0) = E[(Z — 6)?]
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Proposiciéon : Sea Z una variable aleatoria con media y varianza finitas, y sea 6 una
constante. Entonces,
DCM(Z,0) = var(Z) + (E[Z] — 0)*
Demostracion
Por facilitar la notacién, sea EZ = E[Z]. Luego,
DCM(Z, ) E[(Z — 6)%]
- [ {(Z-E2)+ (]EZ—H)}Q}
= E[(Z-EZ))+E[(EZ - 0)?] +2E [(Z-EZ)(EZ - 6)]
( +
+

— E[Z-EZ)Y+ (EZ—0)*+2 [(EZ)Q —OEZ — (EZ)* + 0IEZ]
— E[(Z -EZ)| + (EZ — §)?
= var(Z) + (EZ — 60)?

En palabras, lo que la proposiciéon anterior dice que la desviaciéon cuadratica media de
una variable aleatoria es igual a la varianza de la v. a. mds el cuadrado del sesgo (desviacién
media a la constante).

Definicién Considere X y Y variables aleatorias (v. a.) continuas con f(z,v), f(y|z),
y fy(y), la funcién de densidad probabilidad (f. d. p.) conjunta, la f. d. p. condicional
de Y dado X = z, y la f. d. p. marginal de Y, respectivamente. Se define la esperanza
condicional de Y dado X = z, por

BLY) = BY|X =l = [ uf(slo)dy
O bien, si Y es una variable aleatoria discreta

E,[Y]=E[Y|X =z]= ) yf(yle)
y; €Sy

Note en las expresiones anteriores E,[Y] resulta ser funcién del valor real z, realizacién
delav.a. X (X(w) =z),eg., h(x) =E[Y|X = z]. Asi, h(X) = Ex[Y] = E[Y|X] viene a ser
ella misma una variable aleatoria y como tal podemos calcular su valor esperado E[h(X)].

Proposicion : Sean X y Y variables aleatorias. Entonces,
ElY] =E[E[Y|X]]
Demostracion Sin pérdida de generalidad considere que las v. a.’s son continuas. Ahora,

E[Y|X] es una funcién de la v. a. X con f. d. p. marginal fx, luego
BEYIX] 2 [ E.Y)ix(e)ds
R
= /E[Y|X =z|fx(z)dx

/R / yf(y|x>dy] fx(a)da
[ frone]s
/RyURf(x,y)dx}d
/Ryfy@)dy

= ElY]
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Corolario :
E[XY]=E [X]E[Y|X]]

Demostracion:

E [XE[Y|X]] L:EI/RxEmX = 1] fy(z)dx

- / z / uf (l2) fx (@)dy de

= //R2 zyf(z,y)dy dx

=E[XY]

De igual forma que en el caso del valor esperado condicional se define la varianza condi-
cional.

Definicién Sean X y Y v. a. Se define la varianza condicional de Y dado X = z, por
var(Y|X = z) = var, (V) = E,[(Y — E,[Y])?] =E[(Y - E[Y|X = 2])?)|X = z]
y la variable aleatoria varianza condicional de Y dado X, por

var(Y|X) = E[(Y — E[Y|X])?)[X]

Proposiciéon : Sean X y Y variables aleatorias. Entonces,
var(Y) = E[var(Y'|X)] + var(E[Y|X])

Demostracién: Note que el valor esperado de la v. a. Y condicional a X es E[Y|X] y no

E[Y] = EY. Luego tomando Z =Y y # = EY en la definicién de la desviacién cuadratica
media (condicional) DCM, se sigue de la proposicién 1

DCMx (Y,EY) = Ex[(Y — EY)’] E[(Y - EY)?|X]

var(Y|X) + (E[Y|X] — EY)?

y tomando el valor esperado de ambos lados

E[Ex[(Y —~EY)Y]| = E[var(Y|X)+ (E[V|X] - EY)?|

E {]E[(Y - EY)2|X]} Efvar(Y |X)] + E[(E[Y|X] — EY)?]
E(Y —EY)?] = Elvar(Y|X)] + var(E[Y]X])

pues se sigue de la proposicién 2 que E[E[Y|X]] = E[Y] = EY. Y el lado izquierdo de la
igualdad es precisamente la varianza de Y. Luego, se tiene el resultado.

Las dos proposiciones anteriores se resumen en el siguiente teorema.

Teorema : Sean X y Y variables aleatorias, con valores esperados y varianzas finitas.
Entonces, se cumple que:

i) E[Y] = E[E[Y|X]].

it) var(Y) = E[var(Y|X)] + var(E[Y] X]).
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Ejemplo : Considere que el nimero de tareas que requieren de un servicio en un intervalo de
tiempo [0, t] es una variable aleatoria N; que sigue una distribucién Poisson de pardmetro St.
Suponga también que el tiempo T' de procesamiento sigue una distribucién exponencial con
tiempo medio 1/«. Encuentre el valor esperado y la varianza del ntimero de requerimientos
N que arriban mientras se procesa una tarea.

Solucién: Sea N; el nimero de tareas que arriban en el intervalo [0,¢], T el tiempo de
procesamiento de una tarea, y N el nimero de tareas que arriban mientras se procesa una
de ellas.

a). T ~ Exp(a). Ademds, dado T = ¢, Ny ~ Po(ft). Luego, E[N|T = t] = St, y por lo
tanto

E[N] = E [E(N7|T)] = E[pT) = 2

b). Recuerde que si Z es una v. a. entonces E[Z2] = var(Z) + E[Z]%. Luego, por el inciso
anterior se tiene que

21 _ 2 — 22 fé &2
E[N?] = E[E[N|T]) = E[ST + °T7] = = +2

pues E[T?] = var(T) + E[T]? = 1/a? + 1/a? = 2/a?. Entonces,

var(N) = E[N?] — E[N]? = (5 +252> _p_ g LB

o o? o? o?

¢). Por otro lado, puesto que dado T' = ¢, N; sigue una Poisson pardmetro [t, se tiene
que var(Ny|T = t) = ¢, y por lo tanto

var(Np|T) = 8T
y aplicando i) del teorema

var(N) = Elvar(Np|T)] + var(E[N|T])
= E[BT] + var(pT)
b B2

a  o?

que coincide con el inciso anterior.

d). Calculemos ahora la f. m. p. de N. Por el teorema de probabilidad total, para k =
0,1,...,

:9
=
I

=
I

/Oo P(N, = k|T = t) fr(t)dt
0

[ k
/ e_Bti(ﬁkt') ae Y dt
0 .

B af” G ) AR
- ), T e

- 5(ata)
- a+B\a+p

pues el integrando es la f. d. p. de una distribucién Gamma(t;a + 8,k + 1) y por lo
tanto integra a 1. Esto es, el nimero de tareas N que llegan mientras se procesa una
de ellas sigue una distribucién geométrica de pardmetro p = a/(« + 3). Por lo tanto,
su valor esperado y varianza son
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var(N)

|
Rl L= e
~ |~
= S
2
+
=

que coinciden con los resultados obtenidos previamente.
Ejemplo : Sea X ~ unif(0,1) y Y ~ unif(0, X). Encuentre fy, la f. d. p. marginal de Y,
E[Y] y var(Y).

Solucién: Note que Y ~ unif(0, X') define la distribucién condicional de Y dado X. Abusando
de la notacién, (Y|X = z) ~ unif(0, z).

a). Se sigue del Teorema de Probabilidad Total que para 0 < y < 1,

fr(v) / Fylz) - fx(x)da

1
/ —1(0,2) (y)-1 ]1(0’1)(95)dx
R x
11
= A ;]]-(O,x)<y)dm
1
1
= / —dx
y T

fr(y) = —log(y)Lo.1)(y)
Note que fy es una f. d. p. legitima pues fy(y) >0,y

Por lo tanto,

1
1
/Rfy(y)dy = /O —log(y)dy = —[ylog(y) —y], — —[0-1+0+0] =1
b).
1 2 1
Y 1 1 1
EY] = | yfv(y)dy = | —ylog(y)dy = == (log(y) - 5)‘ — —[0-7-0+0) =+
R 0 0 4 4
c).
1 3 1
2 2 Y 1
EY? = [ vy = | —ylog(y)dy = — % (log(y)—3)| — —10-5-0+0) =
R 0
De donde,
var(Y) = E[Y? - E[y] = — L = T
9 16 144
d). Por otro lado, utilizado las expresiones del teorema para la media y la varianza con-
dicional
i)

E[Y] = E[E[Y|X] = E[X/2] = JE[X] =

N =
e~ =

1
2
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2.4.

Ejercicios

var[Y]

var(E[Y|X]) + E[var(Y]X)]
var(X/2) + E[X?/12]

1 1 1.1 1
AETRATITRIY

7
144

Refiérase al Cuaderno de Ejercicios seccion 2,

E. Barrios
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3. Esperanza y covarianzas de vectores aleatorios

3.1. Recordar ...

Proposicién : Sea X una variable aleatoria definida en el espacio de probabilidad (2, F, P).

a). Si c es una constante tal que P (X = ¢) = 1. entonces E[X] = c.

b). Si ¢ es un constante y X tiene valor esperado finito, entonces E[cX]| = cE[X].

El siguiente par de teoremas, para los casos univariado y bivariado, se presentan en
algunos textos como el Teorema del Estadistico Inconsciente (TEI). (Vea por ejemplo,

(2014))

Proposicién : Sea X una v. a. y g una funcién real (medible) tal que g(X) es una variable
aleatoria. Entonces

Z g(x;))P(X =x;) caso discreto

/ g(x) fx(z)dx caso continuo
R

Demostracion: Vea ( )

Considere ahora (X,Y’) un vector aleatorio definido en el EP (2, F,P). Entonces, con
los mismos argumentos que en el caso univariado se cumple la TEI.

Proposicién : Sea (X,Y) un v. a. definido sobre el EP (£, F,P) y sea g una funcién real
medible tal que Z = g(X,Y) es una variable aleatoria, entonces

E[Z] = E[g(X,Y)] = Z g(zi,y;)P (X = 2;,Y = y;)

(z4,y5)ESxY

si X yY v. a.’s discretas. Si las v. a.’s son continuas con f su f. d. p. conjunta, se tiene que

BLZ) = Elg(X. )] = [ a(e.0)f(o.)dody

Proposiciéon : Sean X y Y v. a.’s con valor esperado finito.

a). Si X +Y tiene valor esperado finito, entonces E[X + Y] = E[X] + E[Y].

b). Si P(X >Y) = 1, entonces E[X] > E[Y]. Aun mds, si E[X] = E[Y], entonces
P(X=Y)=1.

o) | E[X]|<E[ X [].

Demostracion:
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a). Sea Z =¢g(X,Y)=X+Y ysea f laf d. p. conjunta de (X,Y). Entonces,
E[X + Y] =E[g(X,Y)]

- / o, y)f (@, y)dedy
RZ

= //R? (z +y)f(z,y)dzdx

:/Rx[/Rf(a:,y)dy] da:+/RyURf(w7y)dm] dy

R R
= E[X] + E[Y]

b). Por facilidad, suponga que X y Y son v. a.’s dicretas. Entonces Z = X — Y también
es discreta y
EX]-E[Y]=E[X - Y] =E[Z] = ) _ zfz(z)

pero como P (Z > 0) =P (X >Y) = 1, entonces, z; > 0, para todo z; en Sz, el soporte
dela v. a. Z y por lo tanto ) 2 fz(zi) > 0.

Por otro lado, si E[X] = E[Y], entonces, E[Z] = 0=}
solamente si todos los sumandos (no negativos) son 0. Esto es, si y solo si z; fz(z;) = 0,

., %ifz (z;). Pero la suma es cero

para todo z;, por lo que z; = 0. Esto es, el tinico valor posible de Z es Z = 0. Por lo
tanto, P(Z =0)=1=P(X =Y.

¢). Note que —|X| < X < |X|. Luego, —E|X| < E[X] < E|X]|. Por lo tanto |E[X]| <
E[X]].

Ejemplo : Dados cargados

I).

rz=1y=1
1
={+erol+ o+ 0++9)]}
2
+{2(1+-- +6)}E
(T _T T
42 "\2) 2 2
= E[X] +E[Y]
11). Sin embargo, verifique que
L 38 49
BXY] =YY ey B(X =2, =y) = 5 £ 5 =EX]-EIY]
z=1y=1

Proposicion : Sea X una v. a. con valor esperado finito y M una constante tal que
P (|X| < M) = 1. Entonces, |[E[X]| < M.

Proposicion : Sean X y Y v. a.’s con media finita. Si X y Y son independientes, entonces
E[XY] = E[X]E[Y].
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Demostracion: Suponga que (X,Y) es un v. a. continuo con f. d. p. conjunta f, marginales
fx v fy ysea g(X,Y) = XY. Se sigue entonces del TEI,

E[XY] =E[g(X,Y)]

// (z,y)f(z,y)dzdy
:'/)QQxijx,y>dwdy
ﬁfk/yQQxyfx(ﬁ)fy(y)dxdy
:/Rxfx(x)dm~/Rny(y)dy

= E[X]E[Y]

Proposicién : En general, E[XY] # E| X]E[Y].

Demostracion: Revise el ejemplo anterior de los dados cargados.

Nota: E[XY] = E]X]E[Y] no implica independencia. En efecto, considere el v. a. (X,Y)
con f. m. p. conjunta dada por la siguiente tabla

X\Y| -1 0 +1]|/fx
-1 [1/3 0 1/3|2/3
+1 0 1/3 0 |1/3
fr |1/3 1/3 1/3| 1

Se tiene que

E[X] = —1§ 4 1% - —é
E[Y] =0
E[XY]=( )(*1)% + +(1)(1o=o0

Luego, E[XY] = E]X]|E[Y], pero por ejemplo,

2 1

f(=1,-1) = *7’5* —fX( Dfy(=1)

por lo que las v. a.’s X e Y no son independientes.

Definicién : Sea (X,Y) un v. a.. Se define el (r,s) momento conjunto de (X,Y’) por
E[X"Y#], siempre que le valor esperado exista.

Definicidén : Se define el (7, s) momento central conjunto de (X,Y) por E [(X —px)" (Y — ,uy)s].

Definicién : Se define el r-ésimo momento condicional de X dado Y =y por

Z giP(X =2;|Y =y), caso discreto
E[X"|Y =y) = { 5
/zr f(z | y)dz, caso continuo
R

siempre que las sumas o integrales existan.
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3.2. Varianzas y covarianzas

Proposicion : Sean X y Y v. a.’s con pux y py sus respectivas medias. Entonces, se cumple
var(X 4+Y) = var(X) + var(Y) + 2E [(X — pux)(Y — py)]

Demostracion:

var(X +Y) =E [{(X +¥) ~E[X +Y]}]

—E[{(X — ) + (V =)}
= E(X — px)?] + E[(Y — py )] + 2B [(X — px)(Y — py)]
= var(X) 4+ var(Y) + 2E [(X — px)(Y — py)]

Definicién : Sean X y Y v. a.’s. Se define la covarianza de X y Y por el primer momento
central conjunto del v. a. (X,Y"). Esto es,

cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)] = oxy

Corolario : Sea (X,Y) un v. a.. Entonces,

var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y)

2 2 2

Nota: La covarianza es una medida de la asociacién lineal entre X y Y con unidades
resultado del producto de las unidades de X y Y. Por ejemplo, considere el consumo mensual
por casa habitacién de agua y electricidad. El consumo medio de agua es g4 = 3 m® con
una desviacién estandar de o4 = 0.5 m®, mientras que el consumo de electricidad es de
we = 100 kWh con una desviacion estandar o = 18 kWh. En general se tiene que a mayor
consumo de agua mayor el consumo de electricidad y viceversa, luego la covarianza de éstas
variables se espera positiva, digamos, o4z = 5.4 m3 x kWh.

Proposicion : Sean X y Y v. a.’s. Entonces,
cov(X,Y) =E[XY] - E[X]|E[Y]

Demostracion:

Corolario : Sean X y Y v. a.’s independientes. Entonces cov(X,Y) = 0.

Proposicion : Si cov(X,Y) = 0, no necesariamente las v. a.’s X y Y son independientes.
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Demostracion: Considere nuevamente la f. m. p. conjunta dada por la tabla

X\Y| -1 0 +41]fx
-1 [1/3 0 1/3]2/3
+1 |0 1/3 0 |1/3
fy |1/3 1/3 1/3| 1

Asi, se tiene que E[XY] = 0, E[X] = —1/3 y E[Y] = 0. Luego, cov(X,Y) = E[XY] —
E[X]E[Y] = 0, pero se vio ya que X e Y no son v. a.’s independientes.

Ejemplo : En el caso de los dados cargados se tiene que

2
cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E]Y] = ? - (;) ~ 0.4167

mientras que en el caso de los dados honestos, cov(X,Y) = 0, por la independencia de X y

Y.

Ejemplo : Considere (2, F,P) un EP, A/ B € F ysean X = 14 y Y = 1. Entonces,
las v. a.’s X y Y siguen una distribucién Bernoulli con pardmetros de éxito P(A) y P(B)
respectivamente. Note ademds que E[XY] = E[l415] =P (AN B). Luego, se tiene

cov(X,Y) =cov(la, 1p)

=E[141p] - E[14]E[15]
=P(ANnB)-P(A)P(B)
=P (A|B)P(B)-P(A)P(B)

~ [P(a1B)-P(4)| P(B)

1). Si P(A|B) > P(A) entonces cov(la, 1) > 0. Es decir, la ocurrencia del evento B
aumenta la probabilidad de ocurrencia del evento A. Luego, su asociacién (covarianza)
es positiva.

11). Por el contrario, si la ocurrencia del evento B disminuye la probabilidad de ocurrencia
del evento A, la asociacién (covarianza) entre ellas es negativa.

P(A|B) <P(A)= cov(la,1p) <0

Propiedades : Sean X,Y,Z v. a.’s con varianza finita, a,b € R. Entonces se satisface

a).

X) =

covia

b). cov(X, X) = var(X).

C).

)

(a,
(X
cov(X,Y) = cov(Y, X).
(
(

. cov(X +Y,Z) =cov(X, Z) + cov(Y, Z).
f). var(X +Y) = var(X) + var(Y) 4+ 2cov(X,Y).

)
)
)
d). cov(aX,bY) = abcov(X,Y).
)
)
g)-

Si X y Y independientes, var(X +Y) = var(X) + var(Y).

Demostracion:
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. cov(a, X) =E[aX] — aE[X] = 0.

)

b). cov(X,X) =E [(X — pux)(X — px)] =E[(X — px)?] = var(X).
). cov(X,Y) =E[(X — px)(Y — py)] = E[(Y — py )(X — px)] = cov(Y, X).
)

cov(aX,bY) =E [(aX — apx)(bY — buy)]
=E [a(X — ux)b(Y — py)] = abE [(X — px)(Y — py)]
=abcov(X,Y)

[((X+Y) = (ux + 1)) (7 = 12)]
[((X —px)+ (Y = MY)) (Z - MZ)}
[
[

(Z —pz)+ (Y —py)(Z - /‘Zﬂ
(Z = pz)| + E[(Y — py)(Z — pz)]

f). Qued6 demostrado en proposicién anterior.

g). Se sigue pues X y Y v. a.’s independientes, luego cov(X,Y) = 0 y del inciso anterior.

Propiedades : Sean X;,...,X,,,Y1,...,Y,,, v.a’syai,...,a,,b1,...,b, € R. Entonces,

a). var (300 aiX;) = Y0 apvar(X;) + 230, aiajcov(Xy, X;).

b). Si X1,...,X, son v. a.’s independientes, var (31", a;X;) = > ; a?var(X;)

o). cov (S0 i X, Sy 055 ) = S0y Sy aibyeov(X, Y5).
Demostracién: a)—c) Se siguen de la proposicién anterior. Escriba su demostracion.

Proposicion :
cov (X,Y —E[Y|X]) =0

Demostracion: E[Y — E[Y|X]] = E[Y] — E[E[Y|X]] = 0. Luego,

cov (X,Y — E[Y|X]) = E[X(Y — E[Y|X])] = E[XY] - E[XE[Y|X]] = 0

Definicion : Sean X y Y con varianza finita. Se define el coeficiente de correlacién

lineal de X y Y por

corr(X,Y) = _ov(XY) = pxy
var(X)var(Y)

Nota: El coeficiente de correlacién lineal es al igual que la covarianza, una medida de la
asociacién lineal entre X y Y, pero adimensional, es decir, sin unidades.
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Correlacion Lineal

a) Fuerte asociacion positiva: r=0.89 d) Fuerte asociacion negativa: r=-0.91
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Figura 2: Realizaciones del vector aleatorio (X,Y’) con distintos niveles de asociacién. Por
ejemplo, los puntos del panel a) muestran una asociacién positiva con un coeficiente de
correlacion de r = 0.89.
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Con referencia al ejemplo presentado después de la definicién de covarianza, el consumo
mensual de agua y electricidad tienen una correlacién (lineal) de pag = 0.6.

La figura 2 muestra seis paneles con distintos grados de asociacién entre las variables X
y Y. Por ejemplo, en el panel d) es clara la asociacién negativa de las variables, reflejada con
un coeficiente de correlacién de r = —0.91. El panel ¢) no muestra asociacion las variables,
con una correlacién de r = —0.11. Finalmente, note que el panel f) muestra una asociacién
no lineal entre variables con el correspondiente coeficiente de correlacién de r = —0.15.

Propiedades : Sea X y Y v. a.’s. Entonces,

a). corr(X,Y) = corr(Y, X).
b). =1 <corr(X,Y) < +1.

). corr(X,Y) = =£1, si y solo si P(X = aY) =1 para algiin a € R.

Demostracion:

a). Se sigue de la conmutatividad de la covarianza.
b). Se sigue de la desigualdad de Cauchy—Schwarz que se presenta a continuacién.

c¢). Se sigue de la desigualdad de Cauchy—Schwarz.

Teorema : Desigualdad de Cauchy-Schwarz . Sean X y Y v. a.’s con segundo momento
finito. Entonces,
(EIXY])” < E[X?]E[Y?]

cumpliéndose la igualdad, si y solo si, P(Y =0) =16 P(X =aY) = 1, para algiin a € R.
Demostracion: Se sigue la presentada en ( )
). Si P(Y =0) = 1, entonces P(XY =0) = 1 y E[Y?] = E[XY] = 0 y la igualdad se
cumple.
11). Si para algiin a € R, P(X = aY) = 1, entonces E[XY] = E[aY - Y] = aE[Y?], y
E2[XY] = E?[aY - Y]
—_ a2]E2 [Y2]
- (aQE[YQ}) E[Y?]
= E[a*Y?]E[Y?
= E[X?E[Y?]
y la igualdad se cumple.

111). Suponga ahora que P (Y = 0) < 1. Luego, E[Y?] > 0. Ahora, para todo b € R, se tiene
que
0 <E[(X —bY)?] = b*E[Y?] — 2bE[X Y] + E[X?]

La expresién anterior es un polinomio de grado 2 con coeficiente lider positivo, por lo

ti ini b* El ) 1 1 val
1en 1 Mminim 1 = N7z T
que tiene u (OS] E[Y2] y alcanza el valo
E2[XY] ., _E[XY] )
< E[Y*] —2 E[XY]+ E[X
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Al multiplicar toda la expresién por E[Y?] se tiene la desigualdad

E2[XY] < E[X?E[Y?]

Corolario : X y Y v. a.’s con varianza finita, entonces

| corr(X,Y) <1

Demostracion: Aplique la desigualdad de Cauchy—Schwarz a las va’s (X —pux) y (Y —

fy) y tome raiz cuadrada para mostrar que | corr(X,Y) |< 1, o bien,

—1<corr(X,Y)<1

3.3. Media y varianza muestrales.

Definicién : Sean Xi, Xo,..., v.a.iid. con E[X;] = u, var(X;) = 02. Se define la suma,

media muestral y varianza muestral

1

n—1

1
Sn:ZXi; Xn:ESna 52:
respectivamente. Se tiene entonces la siguiente proposicion.

Proposicion :

c). E[S?] = o2

Demostracién: Note que E[S,] =E [} | X;] =37 | E[X;] = ny. También,

var(S,) = var( Z X;) ind Zvar(Xi) = no?
i=1 i=1

Z(Xz - Xn)g
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c). Note que (n —1)5? = 3" | (X; — X)2. Luego,

E [(n - 1)52} —E i(xi —X)?

= (n—1)o?

Por lo tanto, E[S?] = o2
3.4. Vector de medias y matriz de covarianzas.

Definicién : Sea X = (Xi,...,X,)T un vector aleatorio de dimensién n. Se define su
vector de medias o valor esperado por p = E[X], donde

E[X1] p1

T

Definicién : Sea X = (Xy,...,X,)" un vector aleatorio de dimensién n. Se define su

matriz de covarianzas por ¥ = cosz ), donde
S=E {(X —p)(X — u)T}
= (E (X — pa) (X — Nj)])
= (oij)

oij = E [(Xi — pa)(X; — )]

:COV(Xi,Xj)
O bien,
2

(o 012 *°° Oi1n

2
g12 03 o O2p
Y= .
2
O1n 02n O,

Nota: El operador esperanza actia sobre la matriz tomado el valor esperado de cada una
de las entradas de la matriz.
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Verifique que efectivamente

Y=E [(X —p)(X - u)T] = (045)

Proposicién : Sea X = (Xi,...,X,,)T un v. a. y cov(X) = X. Entonces, X es simétrica
(semi) definida positiva.

Demostracion:

1). La simetria de X se sigue de la conmutatividad de la covarianza, o;; = cov(X;, X;) =
COV(XJ‘, Xz) = 0jj-

11). Se sigue de proposicién que se muestra mas adelante.

Proposicién : Sea X = (X1,...,X,)T un v. a. con vector de medias p y matriz de
covarianzas . Entonces, ¥ = cov(X) =E [XXT] — puT.

Demostracion:
cov(X) = E |(X = p)(X — )" |
—E[XXT - puXT - XpT + |
=EXX"] - pE[XT] - E[X]p" + pu”
=E[XX"] - pp”
Proposicién : Sea X = (Xi,...,X,)T un v. a. con vector de medias g y matriz de

covarianzas Y. Sea A,,x, matriz de constantes. Entonces,

a). E[AX] = AE[X].
b). cov(AX) = AXAT.

Demostracion:

a). Sea Y = AX. Para la i-ésima entrada del vector se tiene

(E[Y]), = E[Y]]
=E Z aing
£=1
= Zn: aMIE[XA
(=1

n
= E Qiplbe
=1
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b). Sea B = AY, luego AXAT = BAT. Entonces, la entrada ij de la matriz,

(4247) = (BAT)

) )

n
T
= § biuauj
u=1
n
= § biuaju
u=1
n n
§ § AjyOyuy | Gju

u=1 \v=1

= Z Z awajucov(Xv, Xu)
= Z aiycov( Xy, Z ajuXu)

= cov (Z Aip Xy, Z aquu>

= cov ((AX)Z-, (AX)j)
= (cov(4X))

j
Por lo tanto,
cov(AX) = Acov(X)AT = AxAT

Definicién : Sean X = (X1,...,X,)TyY = (Y1,...,Y,,)T dos v. a.’s. Se define la matriz
de covarianzas de X y Y por

cov(X,Y) = (cov(X;,Y;))

nxm

Proposicién : Sean X = (X1,..., X,)T y Y = (Y1,...,Y,)T dos v. a’s, Auxn ¥ Boxm
dos matrices de constantes. Entonces,

cov(AX,BY) = Acov(X,Y)BT

Demostracion: Se sigue directamente empleando dlgebra matricial.

Proposicién : Sea X = (Xi,...,X,)T un v. a. con matriz de covarianzas ¥. Entonces, ¥
es una matriz (semi) definida positiva.

Demostracién: Sea a = (a1, ...,a,)T €R", a#0yY =a’ X. Entonces,

0 < var(Y) = var(a” X) = a’var(X)(a”)” = a’ Sa
La desigualdad anterior se cumple para todo a, por lo que ¥ es (semi) definida positiva.
Nota: Recuerde las siguientes propiedades del operador traza de matrices:

a). Sea A, xn, se define la traza de la matriz A por

tl"(A) = zn: (0777
i=1
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b). Sia €R, tr(a) = a.
c¢). Sean Ay B matrices tales que los productos AB y BA estén bien definidos. Entonces,

tr(AB) = tr(BA)

Definicién : Sea X = (X1,...,X,)T un v. a. con matriz de covarianzas ¥. Algunos textos
definen la variacion total de X por

vartot(X) = tr(X) = Zaf = Zvar(XZ—)
i=1 i=1

Teorema Espectral: Problema de diagonalizacion. Sea A, x, matriz simétrica (semi) defi-
nida positiva. Entonces existen matrices @, x,, ortonormal y A, «,, diagonal, A = diag{\1,..., A\, },
con Ay > -+ > A\, (>) > 0, los valores propios de 4, tal que 4 = QAQT y en tal caso,

A=QTAQ.

Proposicién : Sea X = (Xi,...,X,)" un v. a. con matriz de covarianzas ¥.. Entonces,
existen matrices @ ortonormal y A = diag{\1,...,A,}, con Ay > --- > X, > 0, los valores
propios de ¥ tales que ¥ = QAQT.

Demostracién: Se sigue del hecho que toda matriz de covarianzas es (semi) definida positiva
y del teorema espectral.

Proposicién : Sea X = (X ..,Xn)T un v. a. con matriz de covarianzas Xy Ay > --- >
An > 0 sus valores propios. Entonces,

vartot(X) = 2”202 = En:)\i
i=1 =1

, .

Demostracion:
n

vartot (X) = tr(2) = tr(QAQT) = tr(AQTQ) = tr(A) = >\

i=1

Proposicién : Sea X = (X1,...,X,,)” un v. a. con matriz de covarianzas . con descom-
posicién espectral ¥ = QAQT. Entonces Y = QT X es un vector aleatorio con componentes
no correlacionadas y la misma variacién total que X.

Demostracién: Sea ¥ = QAQT la descomposicién espectral de la matriz de covarianzas de
X yY =QTY. Luego,

var(Y) = var(Q" X) = QTvar(X)Q = Q"EQ = QT (QAQT)Q = diag{\1, ..., A}
Entonces,
D). var(Y;) = A\, i=1,....n.
). cov(Y;,Y;) = 0, para i # j.

). vartot(Y) = Y1 | A; = vartot(X), como se vio en proposicién anterior.
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Definicién : Sea X = (X3,...,X,) un v. a.. Se define la matriz de correlacién de X

por
R = corr(X) = (corr(X;, X;)) = (pij)
donde Pij = COV(Xi’Xj) .
var(X;)var(X;)

Nota: Sean V = diag{o?,...
Entonces,

R=y-l2yy-1/2 _ y-1/2 (qu/z) —y-2 % i\ _ (pi7)
gj 0i0; J

Note que la diagonal principal de la matriz R son p;; = 1.

02}, V12 = diag{oy,...,0,}, V712 = diag{1/01,...,1/0,}.

Ejemplo : Considere el vector aleatorio X = (X1,...
matriz de covarianzas Yy, dados por

, X5)T con vector de medias px y

0 1 0 -1 10
1 0 2 -1 1
px = | -1 y Sx=|-1 -1 3 -1 0
2 1 0 -1 40
0 0 1 0 05

a). Considere las siguientes definiciones: Y1 = Xj + - + X5; Yo = X5 — X3; V3 =
(Xo+ X3+ X4)/3; Yy = X1+ Xo — Xy — X5; Y5 = —3X3. Calcule el vector de medias
y matriz de covarianzas del v. a. Y.

. Encuentre la descomposicién espectral de ¥ y tsela para determinar una transforma-
cion lineal W = BX con sus componentes no correlacionadas.

. Verifique que vartot(W) = vartot(X).

. Para cada una de las entradas del vector W calcule su participacién proporcional en la
variacién total, esto es &; = var(W;)/vartot(W). Determine la proporcién acumulada
Aj =01 + -+ J; hasta la componente j-ésima para 1 < j <5.

Solucidn:
a). Para definir el vector Y construya la matriz A por

1 1 1 1 1
-1 0 0 0 1

A=| o0 1/3 1/3 1/3 0
1 1 0 -1 -1
0 0 -3 0 0

y se tiene que Y = AX. Asi py = Apx y By = AXx AT con

2.000

0.000

0.666 y
—1.000

3.000

py =

13.000
5.000
1.998

—7.000

30.000

Yy =

5.000
6.000
0.333
—4.000
22.000

1.998
0.333
0.554
—0.999
0.666

—7.000
—4.000
—0.999
8.000
—17.000

30.000
22.000
0.666
—17.000
152.000
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b). Sea ©x = QAQT, la descomposicién espectral de Zx. Se tiene

0.161 —-0.271 0.027 0.390 0.865
0.331 0.035 0.470 —0.768 0.281
Q=] —0.352 0.436 —0.628 —0.374 0.390
0.360 —-0.664 —0.579 —0.277 —0.132
0.782 0.543 —0.220 0.205 —0.061

y A = diag{5.423, 5.064, 2.869, 1.247,0.397}. Luego, el vector W = QT X

W1 =0.161X1 + 0.331.X2 — 0.352X3 + 0.36.X4 + 0.782X5
Wa = —0.271X1 + 0.035X2 + 0.436 X5 — 0.664.X4 + 0.543 X5
W3 =0.027X1 + 0.47X2 — 0.628 X3 — 0.579X4 — 0.22X5

Wi =0.39X1 — 0.768 X2 — 0.374X3 — 0.277X4 + 0.205X5
W5 = 0.865X1 + 0.281X5 + 0.39X3 — 0.132X4 — 0.061.X5

es tal que cov(W) = diag{5.423, 5.064, 2.869,1.247,0.397}. Esto es, los elementos fuera de la
diagonal son cero por lo que W es de componentes no correlacionadas.

vartot(W) = 5.423 + 5.064 4- 2.869 + 1.247 4+ 0.397 =15 =1+ 2+ 3 4+ 4 + 5 = vartot(X)

d). Finalmente, la siguiente tabla muestra las varianzas A; y proporciones p; acumuladas de las
componentes del vector aleatorio W. Note que las primeras 3 componentes acumulan el 89 %

Wy Ws W3 W, W

A; o 5.423 5.064 2.869 1.247 0.397
Z A; 5423 10488 13.356 14.603 15.000
ij 0.362 0.699 0.890 0.974 1.000

de la variacién total.

El panel izquierdo de la figura 3 presenta las varianzas individuales de cada una de las
componentes. El panel de la derecha muestra como se va acumulando la variacién total.

Los célculos del ejemplo anterior se realizaron con el lenguaje R mediante el siguiente
codigo:

# —_—— —_ —_ —_ —_

mu.x <- c(0, 1, -1, 2, 3)

Sigma.x <- matrix(c(1, 0, -1, 1, 0, 0, 2, -1, 0, 1, -1, -1, 3, -1, O,
1, 0, -1, 4,1, 0, 1, 0, 1, 5), nrow=5, byrow=FALSE)

trSigma.x <- sum(diag(Sigma.x))

A <- matrix(c(t, -1, O, 1, O, 1, 0, 0.333, 1, 0, 1, 0, 0.333, 0, -3,
i, 0, 0.333, -1, 0, 1, 1, 0, -1, 0), nrow=5, byrow=FALSE)

mu.y <- A)xYmu.x

Sigma.y <- A%*%Sigma.x%*t (A)

spec.decomp <- eigen(Sigma.x)

lambda <- spec.decomp$values

Q <- spec.decomp$vectors
mu.w <- t(Q)%*%mu.x

Sigma.w <- t(Q)%*/%Sigma.x%*%Q
trSigma.w <- sum(diag(Sigma.w))
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varianzas individuales variaciéon acumulada
1.0 — 15
5 4 - 14.6
0.9 7 - 134
4
0.8
3 —
0.7 — 105
2 - 0.6
0.5
1 —
0.4
0 J - 5.4
I I I I I
Compl Comp2 Comp3 Comp4 Comp5 1 2 3 4 5
componentes

Figura 3: Varianzas individuales var(Y;) = \; y las correspondientes sumas acumuladas.

3.5. Sumas aleatorias

Sea N una variable aleatoria entera no negativa con media uy y varianza o%;. Sean
X1,Xs,..., v. a’s independientes con media px y varianza o3 comin e independientes de
. N . .
N. Entonces, si Sy = Zi:l X; = X1+ -4+ Xy, la suma de un nimero aleatorio de v. a.’s,
se tiene

a). E[SN} = UNMUX.

b). var(Sn) = oxpk + unok.

Demostracién: Sea Sy = X1+ - -+ X suma de un niimero aleatorio de v. a.’s. Considerando
el valor esperado iterado

a). E[Sn] =E [E[Sy | N]],
E[Sy|N=n]=E[X",X;] =nE[X;] =nux.
Por lo tanto, E [SN} =E [N/,Lx] = MxE[N} = UNUX-

b). Considerando la varianza condicional,

var(Sy) = E [var(Sy | N)] + var(E [Sy | N])

1) var(Sy | N =n) = var (37, X;) i2d S var(X;) = nok.
m E[Sy | N=n]|=E[>;,Xi] =npux,

var (Sy) =E {Nagg] +var (Nux) = pnox + pi o

Ejemplo : El nimero de personas que entran a un elevador se distribuye aproximadamente
como Poisson de media A = 2.3. El peso W de una persona se aproxima mediante una
distribucién Gamma con o = 53 y § = 1.25, parametros de forma y escala respectivamente.
Calcule el peso medio y la variacién que opera el elevador por recorrido.
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Solucién: Sea N el ntmero de personas por recorrido. Luego, N ~ Po()\), uy = 2.3 y
0% =2.3. W es el peso (kg) por persona con W ~ Gamma(a, 3), Luego. puw = aﬂ = 66.25
kg, 0%, = 82.81 y o = 9.1 kg.

E[Sn] = pnpw = 2.3(66.25) = 152.38 kg

var(Sy) = o pdy + unod, = 2.3 66.25% + 2.3 - 82.81 = 10, 285.31
y 0sy = 101.42 kg.

3.6. Mezclas de distribuciones
3.6.1. Mezcla de distribuciones normales
Normales contaminadas

Suponga que se observan eventos que se distribuyen normal estdndar y que en ocasiones
éstos se distribuyen normalmente pero con una mayor varianza (> 1). Sea Z ~ N(0,1) y la
variable aleatoria I, que toma valores de 1 y 0 con probabilidades p y 1—p, respectivamente.
Suponga que Z e I, son variables aleatorias independientes y defina

W=2ZI,+0Z(1-1,)
Entonces, si w € R, la funcién de probabilidad acumulada (f. p. a.) estd dada por

Fy(w) = PW <w)

PW <w,I,=0)+P(W <w,I,=1)

P(W <w|I, =0)P(I, =0)+ P(W <w|l, =1)P(I, = 1)
(1—p)P(W < w|l, = 0) +pP(W < w|l, = 1)

= (1-p)P(Z<w/o)+pP(Z <w)

(1-p)®(w/o) + pP(w)

donde ® es la funcién de probabilidad acumulada de la distribucién normal estandar.

Diferenciando Fyy se tiene la correspondiente funcién de densidad de probabilidad (f. d

p.) de W. A saber,
fur(w) = pouw) + —L ¢ (w)

(2 g

donde ¢ es la f. d. p. de Z.

La variable aleatoria
W=I1Z+(1-1,)(cZ)

es una mezcla de normales.
Se sigue que por independencia de Z e I, que
EW]=E [ZIp +oZ(1- Ip)}
= E[Z]E[I,] + ¢E[Z]E[1 — I,)]
=0
var(W) = p+o*(1 - p)
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Suponga ahora que en realidad se desea la distribuciéon de X = a + bW, con b > 0.
Entonces,

Fx(r) = P(X <) = Pla+ bW <2) = P(W < “—2)
ZL'—G/)

= (1 -pe" ) +pa(t Y

= Fy(

que es una mezcla de f. p. a. normales. Se tiene ademas que

3.6.2. Mezcla de distribuciones

Suponga k distribuciones con f. d. p. f;, medias p;, varianzas o2, soportes S; y con
probabilidades de mezclas p;(>0),i =1,...,k, talque 1 = p;+-- —|—pk. Sea S = Ui:l
y para x € S, considere la v. a. X que tiene como funciéon de densidad la funcién

k
v)=> pifi(x) (1)
i=1
Note que fx es un funcion de densidad propia ya que satisface

a). fx(xz)>0,puesp; >0y fi(x) >0.

fRfX dl‘—l pues fRfX dx—zpz fsz Epz—l

por lo que la funcién dada por (1) es una funcién de densidad legitima. Se tiene ademds que

E[X] :/Rxfx(x)dx
k
Z/ﬂ? > pifix) | do
R \i=1
_sz/xfz
=ZpiEX
z:l
ZZI%M
i=1

=i
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que es el promedio de medias ponderado por la probabilidades de mezcla. Similarmente,

var(X) = / (x — px)? fx(@)de
k
:/R(?C*HX)2 Zplfz(f) dx

k
= ;pi /R(CC - HX)Zfi(ﬂﬁ)dJ?
k

- sz'/ (@ — ) + (i — NX)]2 fi(z)dz

i=1 R
k k
— ;pi/R(x - ,Ui)in(fE)dIJr;pi(#i _ HX)Q/Rfi(x)da:

k k
= pioi + Y pilp — )’
=1 =1

que corresponde a la suma ponderada de las varianzas més la varianza de las medias.
Note que los resultados anteriores corresponden a mezclas de distribuciones y no com-

binacién lineal de variables aleatorias.

Ejemplo (Lista 2, ejercicio 4): El nimero total de defectos X en un chip sigue una
distribucién de Poisson parametro c. Suponga que cada defecto tiene una probabilidad p de
caer en una regién especifica R y que la localizacién es independiente del nimero de defectos.
Entonces, el nimero de defectos en R sigue una distribucién Poisson con media ap.

En efecto, sea X el nimero de defectos en el chip y sea N el nimero de defectos que se
localizan en la regién R. Luego, dado X = z, se sigue que N ~ Bin(x,p). Por lo tanto, por
el teorema de probabilidad total, paran =0,1,2,...

P(N =n)=Y P(N =n|X =2)P(X =x),
x=0

que es una mezcla (infinita) de distribuciones, binomial-Poisson

_ i (Z>pn(1 —p)" " e !

—(ap)
e
_ n

Por lo tanto, el niimero de defectos en la regién R se distribuye Poisson parametro ap.

Definicion : Sea X una variable aleatoria, se dice distribuida loggamma con parametros

a(>0) y B(> 0) si tiene una funcién de densidad dada por
1 _ 148 a—1
= — B (1 I 2
f(.’L’) F(Oé)ﬁa z (ng) (1,00)(m> ( )

y se denota por X ~ loggamma(c, f3).

Proposicién : Sea Y ~ Gamma(a, ), con E[Y] = af y var(Y) = af?, y sea X = eY.
Entonces, X ~ loggammal(a, §), con f. d. p. dada por la expresién (2).

Los actuarios han encontrado la mezcla de gamma con loggamma como un buen modelo
para la distribucién de reclamaciones.
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Suponga X; ~ loggamma(as, f2) v X2 ~ Gamma(ay, 1), v la mezcla es p y (1 — p).
Entonces la distribucién de la mezcla X tiene la f. d. p. dada por

flz) =

I—p az—1_—z/B3
%2 e 211 x 3
ﬂgZF( 2) (0,1]( ) ( )

| ey a
BT (e 852 (cwa)

]__
o >00ga»a11x0%+1Vﬂ1+»fyﬂazle”mglfuﬂnxx>

Si 31 < 1/2, se puede mostrar que la media p y la varianza o2 de la mezcla estdn dadas
respectivamente por

E[X]=p(1—B1)"" + (1 — p)azf
var(X) =p [(1=281) 7 = (1= 1) 72| + (1 - p)azfi}

+p(1—p) [(1=B1)" — asfa)”

Notas:

a). La mezcla de distribuciones son llamadas también composicién de distribuciones.

b). Las mezclas de distribuciones no tienen porque restringirse al caso finito. Por ejemplo,
suponga que N) sigue una distribucién Poisson de media A, que a su vez sigue una
distribucién gamma. Esto es, Ny ~ Po(A) y A ~ Gamma(c, ). Entonces, para k =
0,1,2,...

PN = k) = /OOO P(Ny = K|A = A) fa(A\)dA

© Nee=A 1
_ )\afl 7>\/Bd)\
A B T()pe" ©

_ Ila+k) Bk
T(a)k! (1+ B)otk

que no es mas que la aplicacion del teorema de probabilidad total.

¢). Sien el inciso anterior a =7 € Ny = 1%’, 0 < p < 1, entonces,

POV =k = -

= (r - Z - 1)17(1 —p)*

Esto es, IV se distribuye marginalmente como una binomial negativa con pardmetros
ryp.

d). La distribucién binomial negativa ha sido empleada con éxito en la modelacién del
numero de accidentes.

3.7. Ejercicios

Refiérase al Cuaderno de Ejercicios seccién 3, ( ).
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4. Funcion generadora de momentos

4.1. Recordar ...

Definicién : Sea X una variable aleatoria (v. a.). Se define su funcién generadora de

momentos (f. g. m.) por
mx (t) = E[e"]

siempre que el valor esperado exista para [t| < §, para algtin ¢ > 0.

Proposicion : Sea X una v. a. con f. g. m. mx. Entonces,

mx(t) = 3 SE[X"]

=
Corolario : Sea X una v. a. con f. g. m. mx diferenciable. Entonces, para r =1,2,..., se
tiene que
drmx (t)
EX" = ————=
X7] dtr =0
Ejemplo :

» Si X ~ Ber(p), entonces mx (t) = (¢ + pe'), para todo t € R, con ¢ =1 —p.
s N ~ Po()). entonces, my(t) = exp{\(e! — 1)}, para todo t € R.
» Z ~N(0,1), entonces, myz(t) = e'’/2, para todo t € R.

» YV ~ Gamma(a, ), entonces, my (t) = (1 — ft)~%, parat < 1/8 y donde a y /3 son
los parametros de forma y escala de las distribucién, respectivamente.

Proposicion : Sea X una v. a. con f. g. m. mx y sean a y b constantes. Entonces la f. g.
m.deY =a+bX es
Maypx (t) = e - mx (bt)

Proposicién : Sea X una v. a.. Sila f. g&. m. mx (t) existe para todo |t| < §, entonces mx
determina de manera tnica la distribucién de X.

Proposicion : Una distribucién de probabilidad no queda determinada completamente por
sus momentos. Esto es, si X v. a., se puede conocer p, = E[X"] para todo r =1,2,... y
aun asi no poder determinar completamente su distribucién.

Demostracion: Considere la distribucién lognormal con f. d. p.

Fx(@) = —— exp {—;(m x)2} Lo (2)

TN\/OT

y su “perturbacion” Y con f. d. p.

fr(y) = fx(y) [1+sin(27logy)] 1g+ (y)

En este caso se tiene que E[X"] = E[Y"], parar = 1,2,.... Por lo que disponer de todos los
momentos p, no se alcanza a distinguir de qué distribucién exactamente se trataria.
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4.2. Suma de variables aleatorias independientes

Teorema de Unicidad. Sean X y Y dos v. a.’s con Fx y Fy, mx y my,sus f. p. a.y f. g.
m. respectivamente,. Si my (t) = my (t), para todo |t| < d, entonces, Fx(w) = Fy (w) para
todo w € R. Esto es, si dos v. a.’s tienen f. g. m. y son la misma entonces siguen la misma
distribucién de probabilidades.

Vea por ejemplo ( )I1.4.6 y ( )
6.4 para leer mas sobre funciones generadoras de momentos.

Recuerde, si Y ~ N(u,0?), su f. d. p. es fy(y) = —= 67%(%)2 ysuf g.m my(t) =

2o

exp{ut + %02152}. Por otro lado, si Z sigue una distribucién normal estandar, mz(t) =
exp{%tQ}. Luego, si a y b constantes y X = a + bZ, se sigue de proposiciéon anterior que

1
mx(t) = e 'mx (bt) = exp{at + §b2t2}

que coincide con la f g. m. de una distribucién normal con media a y varianza b%. Del
teorema de unicidad se concluye que X ~ N(a, b?).

Note que de la definicién de X se sabia que E[X] = a + bE[Z] = a y que var(X) =
b2var(Z) = b2, pero es el teorema de unicidad lo que permite concluir que X sigue una
distribucién normal.

Proposicién : Sea Z ~ N(0,1). Entonces Y = Z2 ~ Ga(a = 1/2,8 = 2), por lo que
E[Y]=1.
Demostracién: Sea Y = Z2. Entonces, se sigue de TEI que
T 1 1 2 1 12
my (t) = E[et?’ :/BtZQ z)dz IQ/ — 2120z dz:a/ e 22 dz=o0
V() =B 7 = [ o [ [

donde o = (1 — 2t)~'/2. Por lo tanto, my (t) = (1 — 2¢t)~'/2. La conclusién se sigue del
teorema de unicidad.

Proposicion : Sean X y Y v. a.’s independientes con f. g. m.’s mx y my, respectivamente.
Entonces,
mx+y(t) = mx(t) - my(t), para todo t

Demostracion:
mX+Y(t) —FE |:et(X+Y)}
- K {etX etY}
=E etX} E ety} , por independencia de X y Y
=mx(t) - my(t)
Corolario : Sean Xi,...,X, v. a.’s independientes con m;(t) la correspondiente f. g. m.

. . n .
de X;,i=1,...,n. Entonces, si S, =) . ; X;, se tiene que

ms, (t) = [[m:(®)
i=1
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Corolario : Sean Xi,...,X,, v.a.iid’s con f. g. m. mx(t). Entonces, para S,, = Z?:l X,
se tiene que
ms, (t) = [mx(1)]"

Ejemplo : Sean Xi,...,X, valiid con X; ~ Ber(p). Entonces, S, = Y1 X; ~
Bin(n, p).

Solucién: mg, (t) = (g + pet)™, que corresponde a la f. g. m. de la distribucién binomial con
pardmetros n y p. Se sigue del teorema de unicidad que S,, ~ Bin(n, p).

Ejemplo : Sean Y3,...,Y,, v. a’s independientes con Y; ~ Po();). Entonces, Y7 + Yy ~
Po(A1 + A2) y en general Sn~Po(3 11 N\).

Solucion: En ejemplo anterior se mostré que si X; y X5 eran v. a.’s independientes con
X; ~ Po(A1), entonces (X; + X3) ~ Po(A1 + A2). Se sigue de corolario anterior que si
Sp = >, Y;, entonces,

= Hmi(t) = Hexp{(et — DA} = exp{(e’ — 1) Z A}

que corresponde a la f. g. m. de la distribucién Poisson con media > ; A;. La conclusién
del ejemplos se sigue del teorema de unicidad.

Ejemplo : Sean Xji,...,X, v. a’s independientes con X; ~ N(u;,c2). Entonces, S, ~
N 1 2o 07).

Solucién: note que

Hexp{,u,t-‘r 122y —exp{(zﬂz)H (X )2}

El resultado se sigue nuevamente del teorema de unicidad.

Ejemplo : Sean Y7,...,Y, v. a’’s independientes con Y; ~ Gamma(a;, 3). Entonces, S,, ~

Gamma()_ oy, 5).

Definicién : SeaY v. a. que sigue una distribucién Gamma con « = n/2, 8 = 2, pardmetros
de forma y escala respectivamente. Si « = n/2, n € Ny § =2, Y se dice que sigue una
distribucién Ji-cuadrada con n grados de libertad y se denota por Y ~ x2. Esto es,

Gamma(%,2) =2, conn=1,2,....

27

Corolario : Sea Y ~ x2. Entonces E[Y] =n y var(Y) = 2n.

Corolario : Sean Yi,...,Y, v. a.’s independientes con Y; ~ an Entonces, S,, ~ x2,,
donde m = 3" | m;.

Demostracion: se sigue de la definicién de x2 y el ejemplo anterior.

Proposicién : Sean Xi,..., X, v. a.’s independientes con X; ~ N(u;,c?). Entonces,

n Xz_lh 2
;<ai )in

Demostracion: Note que Z; = (X; — w;)/o; ~ N(0,1). Luego Z2 ~ x3 y >iy Z2 ~ X2.

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78



Apuntes para Calculo de Probabilidades Il 57

4.3. Caso multivariado

Definicién : Sea (X,Y’) un vector aleatorio (v. a.). Se define la funcién generadora de
momentos conjunta de (X,Y’) por

me(u, U) _ E[(?UX-H)Y}

siempre que el valor esperado exista para |u| < J, |v| < € con d,€ > 0.

Proposicién : Sea (X,Y) v. a. con f. g. m. conjunta mxy (u,v). Entonces, las correspon-
dientes f. g. m. marginales estan dadas por

mx(t) = 31’_r>r%)mxy(t7v) = me(t,O)

my<t) = }Lli% me(u, t) = mxy<0,t)

Demostracion:
mx(t) = E[etx] = E[etx+()'y] =mxvy (t,0)

Proposicién : Sea (X,Y) v. a. con f. g. m. conjunta myy (u,v). Entonces, si el momento
(r,s) conjunto existe y mxy es diferenciable, se tiene que
8r+s

EXTY*] = 5 e mxy (u, )

u=0=v

Ejemplo : Sea (X1, X5) un v. a. con f. g. m. conjunta dada por
L, 2
mazg(ti,t2) = exp { —ta + §t1 —t1te + 15

Encuentre E[X;], var(X;) y corr(X1, X5).

Solucion: Sean m; la f. g. m. marginal de X;.

I. mq (tl) = m12(t1, O) = exp{t%/?}.
Se sigue que E[X1] = m}(0) = 0 y consecuentemente var(X;) = E[X?] = m/(0) = 1

IL. ma(te) = mi2(0,ta) = exp{—t2 + t%}
E[X3] = mb(0) = —1, E[X2] = m4(0) = 3. Entonces, var(Xs3) = 2.

II1.
2

0
]E[Xng] = mmw(th t2)

Luego, cov(X1, X5) = E[X; X5] — E[X4]E[X3] = —1 y por lo tanto

—tot3tT—t1ta+t3

=1

t1=0=to

= —€
t1=0=to

COV(Xl,XQ)
corr( X1, X2) = =-1/V2
( ) var(X1 )var(Xs) /

Proposicién : Sea (X1, X3) v. a. con f. g. m. conjunta mi5 y marginales my y mo. X1 y
X5 son v. a.’s independientes si y solo si

mlg(tl, tg) = ml(t1) . mz(tg), para tOdO tl, t2

Demostracion
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I. Sean X7 y X5 v. a.’s independientes. Entonces,
maa(ty, tz) = Ele X1 +taXe] R gt Xa] BlefX2] = iy (1) - my(t)
para todo t; y to donde esta definida la f. g. m. conjunta ms.

1. Suponga ahora que mia(t1,ta) = mq(t1) ma(ts), para toda t; y to y sean Y7 y Ya v.
a.’s independientes con f. g. m. m; para i = 1,2, respectivamente. Luego la f. g. m.
conjunta de (Y7,Y3) es

ind

my,y, (t1,t2) = mi(t1) - ma(te) = mx, (t1) - mx,(t2)

Se sigue del teorema de unicidad que (X7, X3) tiene la misma distribucién que (Y7, Y2),
por lo que para todo zi, 2o, se tiene

ind
Fx,x,(21,22) = Fyyv, (21, 22) = Fy,(21)Fy, (22) = Fx, (21) Fx, (22)

Por lo que X7 ~ Y7 y X5 ~ Y5 independientes.
4.4. Funcién caracteristica

Definicién : Se define la funcién caracteristica (f. c.) de la v. a. X por
px(t) = Ele"]
para todo ¢t y con i = /—1.
Corolario : Sea X v. a. con funcién generadora de momentos mx y funcién caracteristica
px. Entonces,
ex (t) = mx(it)
para todo t donde mx exista.

Proposicion : Sea X v. a. continua con funcién de densidad de probabilidad fx. Entonces,
su funcién caracteristica ¢ x siempre existe.

Demostraciéon Recuerde que e® = cosx + isinx, por lo que |e®|? = cos® x + sin?z = 1.
Luego, se tiene para todo t,

o ()] = \ [t

S/R\eim\fx(x)dx:/]Rl~fX(:17)dx: 1

Asi, la funcidn caracteristica siempre existe.

La proposicién anterior se presenté el caso de X v. a. continua, pero es el mismo resultado
si X es una v. a. discreta. Sustituya la integral por suma.

Recuerde que toda variable aleatoria X tiene su funcién de probabilidad acumulada o
de distribucién Fx que tiene asociada una funcién (densidad, masa o mixta) de probabi-
lidad fx. La definicién de funcién caracteristica y la proposicién anterior muestran que la
distribucién de X también tiene asociada ¢x.

Férmula de Inversién [( ), Teorema 4-5.4] Sea h cualquier nimero positivo y
sean x y = + h un par de puntos de continuidad de Fx. Entonces,

T 1— e—ith

Fx(z+h)— Fx(z) = lim —/ e "oy (t)dt

T
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Se sigue del resultado anterior que toda funcién caracteristica tiene asociada una funcién de
distribucién por lo que px es una manera de caracterizar la distribuciéon de X y de ahi su
nombre.

Ejemplo :

» X ~ Bin(n,p). Entonces, ¢x(t) = mx(it) = (g + pe'’)™.

= N ~ Po()\). Entonces, ¢y (t) = exp{\(e‘! —1)}.

» X ~ N(u,0?). Entonces, ¢x(t) = exp{iut — 302t}

» Y ~ Gammal(a, §). Entonces, py (t) = (1 —i8t)~>.

= W ~ Cauchy(0,1). Entonces, @w (t) = eIl

Se sabe que la distribucién Cauchy no tiene valor esperado. Por otro lado, la proposicién
anterior indica que todas las funciones de probabilidad tiene su correspondiente funcién
caracterfstica y el ejemplo muestra que la distribucién Cauchy tiene como f. c. @(t) = e~ Il

En este caso no es posible usar el resultado ¢(t) = mx (it) pues la f. g. m. no existe y si
existiese note que la funcién ¢ no es diferenciable en 0.

Proposicién : Sea X v. a. con f. p. a. Fx(x) y £. c. px(t). Entonces, px(t) es real si y
solo si Fx es simétrica, en el sentido que Fx(—z) =1 — Fx(x), para todo z.

Demostracion: Vea Apéndice 3 de ( )-

Note que efectivamente la f. d. p. de la distribucién Cauchy(0,1) es simétrica al rededor
de 0 y su f. c. es una funcién real. Lo mismo sucede con la distribucién normal centrada en
0, su correspondiente f. c. es p(t) = 6’021‘/2/2, funcién real.

4.5. Ejercicios

Refiérase al Cuaderno de Ejercicios seccién 4, ( ).
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5. Distribucion multinomial

5.1. Distribucién binomial

~

—— \“

')\$ - Q
ca‘teo.}on’a?.

Considere el espacio de probabilidad (€2, S,P) y suponga que un experimento aleatorio
arroja salidas w € ). Las salidas o ensayos e(w) son clasificado en una de dos clases
o categorias C; y Co que son exhaustivas y exclusivas. Exclusivas porque cada ensayo es
asignado a una y solo una de las clases y exhaustivo porque todo ensayo es clasificado.

Suponga que la probabilidad de que un ensayo e sea clasificado C; es P (e € C;) = p;. Se
sigue de la exhaustividad y exclusividad de las clases que p; + p2 = 1.

Considere ahora {es},_,, n ensayos independientes y sean X; el ntmero de ensayos
que fueron clasificados C;, i = 1,2. Luego, X; = Y_,_; ¢, (e) y n = X1 + Xo. Asi, para
I 20,1,...,71,

n T n—=ay
P(Xl = JCl) = (ml)pl (1 _pl)

_(n N=T1\ o
(x1)< T2 )pl P2

_ n! (n—a1)! P2
x1(n —x1)! za!(n — 21 — x2)!

n! .
P(X) =21, X2 =23) = sz“pgzl{%:xﬁm:n}(m)

donde = = (x1,x2).

5.2. Distribucién trinomial

e (w)
e (1) NG
! e ™ uu\“vr«..,“a
QV\SQK\OS ‘l A \&gt\ &s
ca;‘&eq)o\'fai

Considere el caso donde cada experimento e puede ser clasificado en una y solo una de
tres categorfas, exhaustivas y exclusivas, C1,Ca y C3. Nuevamente, P(e € ;) = p;, i = 1,2,3
y 1=p1+p2+ps.
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Considere {es},_,, n ensayos independientes y sean X; el nimero de ensayos que fueron
clasificados en la categorfa C;. Luego, X; = > ,_; l¢,(er) vy n = X1 + X5 + X35. Sean
xz; € {0,1,...,n} tal que n = x1 + x2 + x3, entonces,

n T —x
P(Xl = 1‘1) = <$1)p11(1 —p]_)n z

n\ 4 (M—121\ . -
P(X) =21, X0 =29) = <x1>p11( . 1)1022(1 —p1—p2)t T2

n n—=I; n—Iy — X2
P(Xy =21, Xy =20, X3 = 13) = ( )P?( )p?( >P§3
T T2 €3

B n! (n—ax1)! (n—x1 — z2)!
ozl (n =z zol(n — 2 — 22) 23! (n — x1 — 29 — 23)!
.pﬂlﬁlpgngﬁ)s
n!

— L1 T2, T3
= P PP
T1:T2:T3:

Por lo que la funcién masa de probabilidad conjunta del vector aleatorio X = (X1, X5, X3)

estda dada por
n!

fx(x) = mpgflpgngg I FPRT———)

5.3. Distribucion multinomial

€ (w
e (W TN
o e 1w S v’ f . 4\
Bl TNy T &
eNS0Y0S (et - 1o
categorias

Suponga ahora el caso donde cada experimento e puede ser clasificado en una y solo
una de k categorfas, exclusivas y exhaustivas, Cy,...,Ci. Nuevamente, P(e € C;) = p;, i =
1,...,kyl=p1+- -+ pg.

Considere {es},_,, n ensayos independientes y sean X; el nimero de ensayos que fueron
clasificados en la categorfa C;. Luego, X; = >, 1¢,(er) y n = X1+ - + Xj,. De la misma
manera al caso de la trinomial, ahora con k categorias, se deriva fx, la funcién masa de
probabilidad conjunta de X = (X;,..., Xg).

Sean z; € {0,1,...,n} tal que n = 1 + - - - + xy, luego

fx(x) :P(Xl :Il,...,Xk ::Ck)

n! .
— " %1, Tk
- ...xkgpl Py

331!
— n e
<x1 Z'k)pl pk
donde = ——— define el llamado coeficiente multinomial.
Ty Tk xp!-oay!
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Definicién : El vector aleatorio discreto X = (Xy,..., X) con f. m. p. conjunta dada por

n €T T
fX (-T) = (1_1 . xk)pll o 'pkkl{miGNO:m1+---+zk:n}(m)

se dice que sigue una distribucién multinomial con parametros n,pi,...,px y se denota
X ~ Multinomial(n, p1, ..., pk).

Corolario : Sea X ~ Multinomial(n, p1,...,px). Entonces, marginalmente X; ~ Bin(n, p;).
Luego, E[X;] = np; y var(X;) = np;(1 — p;), parai =1,..., k.

Demostracion: Considere la i—ésima clase C; y el resto de las otras clases Cic . Sea Y = X;,
luego Y ~ Bin(n, p;), por lo que E[X;] = np; y var(X;) = np1(1 — p;).

Proposicién : Sea X ~ Multinomial(n,p1,...,px). Entonces, para i # j, cov(X;, X;) =

—NpiP;-
Demostracion: Se sigue la idea presentada por ( ).
Sean {e¢}}_,, n ensayos independientes y p;, =P (e, € C;), i =1,..., k. Sea X; el nimero

de ensayos clasificados en la categoria C;. Luego, X; = 2?21 1c, (er)

I. Suponga ¢ # j, entonces
cov (1c, (eu), I, (en)) = E [1c, (e4) - L, (eu)] — E [1¢,(ea)] - E 1, (eu)]
= —Pibj

pues la esperanza del producto de indicadoras es siempre 0 pues i # j y la exclusividad
de las clases. Se sigue que

n n
cov (Xi,Xj) = cov Z 1e, (ew), Z lc,(ev)
u=1

— v=1

= Z Zcov (Ilci (ew), I¢, (ev))

u=1v=1

= Z cov (lci (eu)7 ]lcj (eu))

u=1

= —npip;
pues si u # v, se sigue por independencia de los ensayos que cov (]lc,i (ew), Le, (ev)) =0.

I Sii=j, cov(X;, X;) = var(X;) = np; (1 — p;).

Corolario . Sea X ~ Multinomial(n, p1,...,pr). Entonces, para i # j,

P Pj
1—pil—p;

corr(X;, X;) = —

Demostracion: Se sigue directamente de la definicién de correlacién.

Proposicién : Sea el v. a. X ~ Multinomial(n, p1, ..., px). Entonces X tine como f. g. m.
conjunta

mx(t) =E [etTX} = (pre™ + - + pre'*)"
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Demostracion: La proposicion se sigue del teorema multinomial. A saber,

n . .
(a1 + - +ap)" = Z < _)alll...a;ck
Zl...zk

{i;€No: 2 ij=n}
Sea X = (X1,...,Xk) ~ Multinomial(n; py, . .., pg) con soporte Sx, esto es, Sx = {x ENF a4+, = n},
luego

mx(t) LE o2 4%]
=Y e T fx(x)

rESx

Z elritttrix ( ' >p111 ...p;vk
Zl..-zk

{i;€No: 2 ij=n}

S D T (G R

{i;€No: 2 ij=n}

= (pre" + -+ pre')”

Ejemplo : ( ( ) Ej. 5.120) Considere una muestra con n observaciones de
un lote de gran tamano. Sea p; la proporcién de articulos con un defecto y ps la proporcién
de articulos con mas de un defecto. Luego, 0 < p; 4+ p2 < 1. El costo de reparar el lote es
C =Y1 4 3Ys, donde Y7 y Y5 denotan el nimero de articulos con uno o mas de un defecto
respectivamente. Si n = 100, p; = 0.3 y p2 = 0.2, determine la media y la varianza de C.

Solucién: Sea Yy el nimero de articulos sin defecto. Luego pg = 1 —p; — p2 es la probabilidad
de que un articulo no tenga defectos. Entonces, n = Yy + Y1 + Yoy YV = (Y, 11,Ys) ~
Multinomial(n, po, p1,p2). Sea C = Y7 + 3Y'2 el costo de reparar los articulos. Se sigue que

a). E[C] = E[Y1] + 3E[Y2] = np1 + 3np2 = n(p1 + 3p2) = 100(.3 4+ 3 - .2) = 90.
b).

var(C) = var(Y7) + 9var(Y2) + 2(3)cov(Y7, Y2)
=n [p1(1 = p1) +9p2(1 — p2) — 6p1po]
=100 [.3(.7) +.2(.8) — 6(.3)(.2)]
=129

5.4. Ejercicios

Refiérase al Cuaderno de Ejercicios seccién 5, ( ).

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78



Apuntes para Calculo de Probabilidades Il 64

6. Distribucion normal multivariada

6.1. La distribuciéon normal bivariada

Definicién : El vector bivariado (X1, X3) con funcién de densidad de probabilidad conjunta
dada por
1

fro(z1,20) = ——F——= X 4
( ) 2mo1094/ 1 — p? @)

2 2
1 — — — —
X exp X H1 2[) T 1251 X9 H2 i) M2
2(1 - p?) o1 o1 o2 02

se dice que sigue una distribucién normal bivariada con parametros yui, e, 02, 03 y p.

Note que el exponente de la funciéon de densidad es la ecuacién de una elipse centrada
en ({1, p2), de semiejes 01 y oo y rotada p. Luego, para valores fijos de f1a(z1,z2), el lugar
geométrico descrito por los puntos {(z1,x2)} son elipses definidas por la expresién (4). La
figura 4 muestra la funcion de densidad para distintos valores de los parametros.

Se desea encontrar las funciones densidad de probabilidad (f. d. p.) marginales de X; y
Xo, las f. d. p. condicionales de X; dado X; = x; y la correlacién entre X; y X». Para esto
se sigue el procedimiento empleado en ( ).

Proposicién : Considere el vector aleatorio (v. a.) bivariado (X7, X3) con f. d. p. conjunta
dada por al expresién (4). Se sigue entonces que dado Xo = z2, X; sigue una distribucién
normal con media 1 + pZL(z2 — p2) y varianza a2(1— p?).

Demostracion: Sea fi2 la f. d. p. conjunta de X; y X5 y sea f; la marginal de X, j =1, 2.
En el siguiente desarrollo las constantes k; resumen constantes y términos que no dependen
de x1. Luego,

N Ji2(71, z2)

f(1‘1|$2) B f2($2)

= k1f12(1'171'2)

e exp 4 — 1 T1— M1 2_2 T — p1 To — U2
2 P 2(1—p2) o1 p 01 ()

1 01
=k .~ |z2_2 2y —
3EXP\ 502 = 2 [331 1 (ul +p (7 m))]

2
1 01
= k —_— — —
4€Xp 202(1 — p?) [xl (Ml +002 (22 M2)>]

y donde la exponencial corresponde al nicleo de la funcién de densidad de una distribucién
normal univariada con media p; + pZt (22 — p2) y varianza 02(1 — p?). Se concluye entonces

que k4 = 1/[\/%\“7%(1 - p?) ] y
(X1|Xy =22) ~ N (Ml + P%(xz — p2),07(1— P2)>

Similarmente se tiene que (X3|X; =21) ~ N (ug +p2(z1 — ), o3 (1 — p2)).
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Figura 4: Funciones de densidad y correspondientes curvas de nivel (contornos) de la distri-

bucién normal bivariada para distintos valores de medias (u;), varianzas (0?) y coeficiente
de correlacién (p).
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Proposicion : Sea (X1, X2) un vector aleatorio bivariado con funcién de densidad conjunta
dada por la expresién (4), entonces marginalmente X; se distribuye normal univariada con
media p; y varianza o2, i = 1,2.

1
Demostracion: Sea k = —————. Luego, la f. d. p. marginal de X; serd

2mo1094/1 — p?
f1($1):/Rf12(5U1,$2)d$2

2 2
ol () - () (222« (222 T
R (17[)) 01 01 g2 (o)
2
_ AL 1 (e
k:crgexp{ 2(1—p2)} /Rexp{ ) {22 2p2122}}d22

. . Ti — .
con los cambios de variable z; = ,1=1,2

22 1
= kO’Q exp {—2(1_1'02)(]_ — p2)} . /]Rexp {—2(1_,02)(2’2 — pzl)Q} dZ2
= kogexp {—;zf} -/ 2m(1 = p?)
_ L pllt (m—m)z
V2ro, 2 o1

que corresponde a la f. d. p. de una distribucién normal univariada de media p; y varianza
o?. Entonces, marginalmente X; ~ N(u;,02) para i = 1,2.

Proposicién : Sea (X1, X2) un vector aleatorio bivariado con funcién de densidad conjunta
dada por la expresién (4), entonces el pardmetro p es el coeficiente de correlacién entre las
componentes X7 y Xs. Esto es, p = corr(X7, Xs).

Demostracion: Como se mostrd anteriormente, por ejemplo,
(X1 Xy =29) ~ N (ul + pZ(wgy — po), 03 (1 — p2)>. Luego,

o2

E[XlXQ‘XQ = {,CQ] = ]E[LL‘QX1|X2 = 1'2]
= I'QE[X1|X2 = .’ﬂg}

g
= T2 [#1 + Pafl(im - Hz)]
2

E[X1X,] = E [E[X; X2| Xo]]
g
=FE |:IU/1X2 + p;l(Xz - MQ)X2]
2
ag
= pps + p;;E [(Xg — #2Xz)}
01
= papz +p— (E[XQZ] - N%)
o2
= p1p2 + po10s

Por lo que
COV(Xl,XQ) = E[XlXQ} — E[.Xl]]E[XQ] = po102

y se sigue el resultado, corr(X, X2) = p.
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Definicién : El vector bivariado (X7, X3) con funcién de densidad de probabilidad conjunta
dada por la expresién (4) se dice que sigue una distribucién normal bivariada con medias
W1y fo, varianzas of y o2 y coeficiente de correlacién p.

Una vez identificados los pardmetros de la distribucién, es decir, habiendo interpretado
las medias p’s, las desviaciones estandar o’s y el coeficiente de correlacién p, refiérase nue-
vamente a la figura 4. El panel superior muestra la densidad y contornos de la funcién de
densidad normal bivariada centrada en cero y varianzas iguales. El panel central muestra
el caso de una densidad salida del origen y mayor varianza de la segunda componente. Fi-
nalmente, el panel inferior muestra una densidad nuevamente fuera del origen, con distintas
varianzas y rotada al tener componentes correlacionadas.

Proposicién : Sea (X1, X2) un vector aleatorio bivariado con funcién de densidad conjunta
dada por la expresion (4). Las componentes X; y X» son independientes, si y sélo si p = 0.

Demostracién: Si p =0 en la expresion (4), se sigue que

2 2
f12($1,$2) = \/%Ulexp{_; (xl ;/11) } \/%(72 exp{—; (Q;QU_Q’UQ> } = fl(xl)'f2(x2)

Esto es, la f. d. p. conjunta de X; y X5 es el producto de las f. d. p. marginales. Luego X3

y X son componentes independientes.

Y viceversa, si X; y X3 son independientes, entonces su correlacién es cero, i.e. p = 0.

Proposicién : Un vector normal (bivariado) siempre induce marginales normales pero no
viceversa necesariamente.

Demostracion: Se sigue del resultado 2 anterior que las marginales de una distribucién nor-
mal bivariada son normales. Ademaés, del resultado 4, si las componentes son distribuidas
normales independientes, la distribucién conjunta es normal bivariada. Sin embargo, consi-
dere el siguiente caso:

Sea X7 ~ N(0,1) y defina

X, — 7X1 si |X1‘§1
T Xy osifXy>1

La variable aleatoria X5 sigue también una normal estandar. Considere F; la funcién de
probabilidad acumulada de X5 y verifique que

Fy(z) =P(Xs <z)=P(X; <z)=d(x)

para todos los distintos casos: —oco < x < —1; -1 <2< 0; 0 <z <1yz > 1. Se tiene
ademds que P(X14+ X5 = 0) = P(]X;| < 1) &~ 0.68, que contradice el hecho de que si (X7, X52)
sigue una normal bivariada entonces P(X; + X5 = 0) = 0. Asi, no siempre componentes
normales generan un vector normal multivariado.

Ejercicio : Suponga que las v. a.’s X y Y tienen la f. d. p. conjunta

114 16 8
fxy(z,y)=Fk-expq—= {fxg + —y* 4+ —ay — 8x — 16y + 16}
’ 213 3 3
a). Encuentre la constante k apropiada (k = %\/g)

(Sugerencia: De la expresién (4), k = 1/ (2nox0y+/T— p). Luego, defina tres ecua-
ciones lineales en ox,0y y p y resuelva. Mismo caso para obtener las medias ux y
[y -)
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b). Determine las densidades marginales de X y Y.

¢). Encuentre los siguientes momentos: E[X], var(Y), cv(X), SNR(Y).
(cv = o/|pu| denota el coeficiente de variacién y SNR=|u|/o la relacién senal-
ruido.)

d). Determine cov(X,Y) y corr(Y, X).

e). Encuentre la distribucién condicional de X dado Y = 2 y la condicional de Y dado
X =-1
f). Determine E[X|Y = —1] y var(Y|X = 2).

g). Calcule nuevamente E[X] y var(Y) utilizando los momentos condicionales E[X|Y] y
var(Y|X).

6.2. La distribucién normal multivariada

Sean Z1 y Z, dos variables aleatorias independiente e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.)
normal estandar. Entonces, la f. d. p. conjunta se puede escribir como

1 1 22452 1 1.7
flz1,22) = e 2 (= 2):56 2% % = f(2)

con z un vector columna bivariado y donde z7 denota el vector fila (21, 22).

Sean ahora X; ~ N(u;,0%),i = 1,2, v. a.’s independientes. Entonces, la f. d. p. conjunta
se puede escribir como

1 1 T1 — W 2 To — b 2
Ji2(wy, w2) = exp § — 5 - ) I 2
2o 02 2 o1 09

donde

1 5 onn O T1 — M
T = , EX]= , cov(X) = T — ) =

[] X] [M] x) (0 ) v @om @_M]

Similarmente, si X; ~ N(u;,02), i = 1,2, v. a.’s con p = corr(X7, X2), entonces su £. d.
p. conjunta estd dada por la expresion (4) y ésta se puede escribir como

@) = sz on { 5@ - W @ - )}

donde x = (z1,22)7 y

X1 1 011 012
X = , =E|X]= Y=cov(X)=
[XQ] = B[X] m]y (x) <021 m)

oy = 02, 012 = cov(X1, X2) = po1oa y |3 denota el determinante de la matriz de covarian-

zZas.

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78



Apuntes para Calculo de Probabilidades Il 69

Definicién : En general se dice que el vector aleatorio p-variado X = (X1,..., X,)T con
funcién de densidad de probabilidad dada por

By 1 1 _

(@) = 051 o { 5@ - = @ - ) )
sigue una distribucién normal multivariada con vector de medias p y matriz de cova-
rianzas X

X1 M1 011 012 -+ O1p

Xo H2 021 022 -+ O2p
X = |, w=EX]=| . y XY=cov(X)=

Xp Hp Opl1 Op2 - Opp

y se denota como X ~ N,(u, ).

Note que la distribucién normal multivariada queda completamente determinada por sus
primeros momentos gy 3.

Proposicién : X ~ N,(u,X) tiene componentes independientes si y sélo si 0;; = 0 para
1 # j. Esto es, X distribuida normal multivariada tiene componentes independientes si y
solo si la matriz de covarianzas ¥ es una matriz diagonal.

Demostracion: Si X tiene componentes independientes o;; = 0 para ¢ # j. Si supone ahora
que o;; = 0 para i # j, se sigue que ¥ = diag{o?, - - ,012,} y

Esto es, la £. d. p. conjunta es el producto de las f. d. p. marginales. Luego, las componentes
son independientes.

Proposicién : Sea X ~ N,(u, ). Entonces su funcién generadora de momentos (f. g. m.)
conjunta estd dada por

P
Tx T Lp 1
mx (t) = E[et *] = exp {t o+ it Zt} = exp E wit; + 3 E tit;oi;

i=1 ij

Demostracién: Vea ( ).

Proposicién : Sea X ~ N,(u,3) y Agxp con rango(A) = ¢ < p. Entonces, Y = AX ~
N, (Ap, AXAT). Esto es, una transformacién lineal de normales es normal.
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Demostracion: Sea Y = AX. Entonces, la f. g. m. del v. a. Y estd dada por
my (t) = E[etTY} = E[etT(AX)} = E[e(ATt)TX]
1
= exp {(ATt)Tu + 2(ATt)TZ(ATt)}
1

= exp {tT(A,u) + 2tT(AEAT)t}
que corresponde a la f. g. m. de una normal multivariada de vector de medias Ay y matriz
de covarianzas (AXAT). Se sigue del teorema de unicidad que AX ~ Ny (Ap, AXAT).
Proposicion : La combinacion lineal de las componentes de una normal multivariada es
normal.

Demostracion: Sea X ~ N,(p,2) y A= (a1,...,ap). Se sigue del resultado anterior que

p n
Y =AX = ZaiXi ~ N(Zaiui,Zaiajaij)
i=1 i=1 ij

Proposicién : Si X ~ N,(u,X), cualquier reordenamiento de las componentes de X
también es normal.

Demostracion: Sea A una matriz de permutacién del vector X. Entonces A es una matriz
con un 1 por fila y columna y los deméds elementos 0. Luego AX es el vector X con sus
componentes reordenados. La proposicién se sigue aplicando resultado anterior.

Proposicion : Marginales de normal es normal.

X
Esto es, si X ~ N,(u,X) y X se particiona como X = l Xl 1, con el subvector
2
X; = (X“,...,Xip,)T, para ¢ = 1,2 y las correspondiente particiones pu = Zl y
‘ 2
by b
Y= H 12 , entonces X; ~ N, ([,Li, E”)
Yo1 Yoo
Demostracion: Considere por ejemplo X;. Entonces la matriz A = [Ipl : O}plxp es tal que

X1 =AX y X1 ~ Ny, (p1,%11), con py = Apy 31 = ATAT,

Proposicién : Sea X ~ N,(u,%) y X con la particién definida en el resultado anterior.
Entonces, condicionalmente

(X1] X2 = x2) ~ N, (Hl + T12Y05 (22 — pa), T11 — Z1222_21221)

Demostracion: Vea ( ).

Note que si X es un vector normal bivariado con p; = 1 = ps, se sigue del resultado anterior
que, por ejemplo,

g
(X1| X2 =22) ~N (Ml + P;:(xz — p2),07(1— P2)>
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Proposicién : Sea X ~ N,(u,X) con (Q,A) la descomposicién espectral de la matriz ¥,
entonces Y = QT X tiene componentes normales independientes. Ain més, var(Y;) = \;, el
i-ésimo valor propio de ¥y Y o2 = Y \;.

Demostracién: Sea (@, A) la descomposicién espectral de la matriz de covarianzas ¥. Enton-
ces, la matriz Q es de columnas ortonormales correspondientes a los vectores propios de la
matriz ¥ y A = diag{\1,..., A}, los correspondientes valores propios, con Ay > --- > A, >0
y tales que ¥ = QAQT.

Defina Y = QT X. Se sigue del resultado (8) que Y ~ N, (Q% i, A), pues
cov(Y) = cov(Q" X) = Q"EQ = QT(QAQT)Q = (QTQ)A(QTQ) = A

por la ortogonalidad de Q. Entonces, var(Y;) = X\, i = 1,...,p y la cov(Y;,Y;) = 0 para
1 # j. Asi Y es distribuida normalmente con componentes no correlacionadas, luego son
independientes. Finalmente, se sigue de las propiedades del operador traza que

vartot(X) = Zaf = tr(2) = tr(QAQT) = tr(QTQA) = tr(A) = Z A; = vartot(Y')

La interpretacién préctica del resultado anterior es que la transformacién del vector alea-
torio X por Y = QT X produce componentes normales independientes que no comparten
informacion entre ellas y todas juntas reconstruyen totalmente la informacion contenida en

X.

Adn més, puesto que var(Y;) = \; y éstos vienen ordenados A; > --- > \,, usualmen-
te basta con los primeras componentes de Y para colectar la mayoria de la informacién
contenida en X interpretada como sus varianzas. Vea ( ).

Ejemplo : Considere X ~ N5(u,X), con

Xi 0 1 0 -1 1 0
X5 1 0o 2 -1 1
X=|X;|, p=|-1| yo=|-1 -1 3 -1 0
Xy 2 1 0 -1 1
X5 0 0 1 0 1 5
a). (Coémo se distribuye X357
b). Encuentre la distribucién marginal de X; y la de Xy. ;Cuél es su correlacién?
c). Encuentre la distribucién marginal del vector aleatorio (X3, X2)T.
d). Muestre que X5 y X4 son v. a.’s independientes.
e). Encuentre la distribucién condicional de X, dado X7 = —2.
f). Calcule P(X4 — X5 > 0).
g) Calcule P(X4 — X9 > 0|X3 =1,X5 = —1).
h). Encuentre una matriz As«5 tal que el v. a. Y = AX tenga componentes independien-

tes. (Use alguna aplicacién de computadora, como MATLAB, Python o R.)
i). Verifique que vartot(X) = vartot(Y").

j). Para cada una de las entradas del vector Y calcule su participacién proporcional en
la variacién total, esto es §; = var(Y;)/vartot(Y"). Determine la proporcién acumulada
Aj; =61 + -+ -+ 6; hasta la componente j-ésima para 1 < j <5.
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Solucién:

a). De la quinta componente del vector de medias p y la entrada (5,5) de la matriz de
covarianzas ¥, X5 ~ N1(0, 5).

b). De manera similar al inciso anterior, X; ~ N;(0,1) y X4 ~ N;(2,4). Ahora, la co-
varianza entre las componentes X; y X4 se obtiene de la entrada (1,4) o (4,1) de la
matriz ¥. Asi, cov(X1, Xy) = (014) = (X)14 = 1.

c). Elija las correspondientes componentes del vector de medias p y la matriz de cova-

rianzas . Asi,
X3 -1 3 -1
X5 117 -1 2

Mas formalmente, se sigue de la proposicién 8 anterior definiendo A =

NN2

00 1 00
01 0 00

y determinando la distribuciéon de AX = [ ;3 ] .
2
d). cov(Xz,X4) = ()24 = 0 y la normalidad implica la independencia de X5 y Xj.

e). Se sigue de la proposicién 1 que

0
(XilXj =zj) ~ Ny (Nz‘ + pij;(xj — 15), 01'2(1 - P?j))
J

g; 04 g; (7]
Note que p;;— = —% - — = = Luego,
gj 005 0y O'j

1 g4 041 1

pa Voi-of V4-1 2 Y p410% o? 1

Entonces,
(X4 X1 = —2) ~ N, (2 + %(_2 —0), 4 (1 - (1/2)2)) = N, (0,3)

f). (X4 — X2) ~ Ny (14 — pi2,03 + 03 — 2042) = N(1,6). Entonces,

P(Xi—X3>0)=1-P(X;—Xo<0)=1— (0_\/61> = ®(1/V6) ~ 0.6584

g). Defina
2 4 0] -1 1
X, X, Y, 1 0 2| -1 1
DA HIEHEE
Y, -1 1 -1 ] 3 0
0 1 1] 0 5

De la distribucién condicional se sigue

M ]Y2 =y2) ~ Ny (H1 + D12555 (Y2 — p2), S11 — E1222721221)

e (GRS
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—1
4 0 -1 1 30 1 -1 1| 52 -8
Y11—212855 501 = — =+
11— ~12502 <21 [o 2] [—1 1“0 5] [1 1] 15[—8 22]
Luego,
X, 117 ] 1| 52 —8

[X2]‘3 5 2 15[2]’15[—8 22]

y

17 -2 52422 —2(-8) 15 90
Xy —Xo|X35=1,Xs5=—-1) ~N =N | —,—
( 4 2| 3 s X5 ) 1< 15 15 ) 1<15’15)

Finalmente,

1
P(Xy—Xo>0X3=1,X5=—-1)=1-0 (\/6) ~ 0.6584

Note que la diferencia de las probabilidades se debe a que el el subvector condicionante
(X3, X5) covarfa con el subvector (X4, X7) afectando su distribucién.

. Sea ¥ = QAQT la descomposicién espectral de ¥, la matriz de covarianzas del vector

h)
aleatorio X. Luego,
—0.1691
—0.2468
Q= 0.3106
—0.5574
—0.7095

—0.2945
0.0534
0.5215

—0.4680
0.6476

0.0000
0.5774
—0.5774
—0.5774
—0.0000

y A = diag {6.133, 4.360, 3.000, 1.098, 0.409}.

—0.3510
0.7302
0.3823
0.3479

—0.2763

0.8726
0.2639
0.3900
—0.1260
—0.0300

Sea ahora A = Q' y se define la transformacién Y = AX. El vector aleatorio tiene
por ejemplo, la componente Y7 = —0.1691X; — 0.2468 X5 + 0.3106 X35 — 0.5574X, —
0.7095X5. Se sigue ademads de la proposicién 13 que Y tiene matriz de covarianzas
A = diag {6.133,4.360, 3.000, 1.098,0.409}, diagonal, por lo que Y es de componentes
independientes, con varianzas var(Y;) = 6.133,. .. ,var(Ys) = 0.409.

Mas adelante se incluye cédigo en R.

i). Se verifica que

vartot(X) =

5
1+ +5=15=6.133+ - +0.409 = > \; = vartot(¥)

Jj=1

j). Finalmente, la siguiente tabla muestra las varianzas \; y proporciones p; acumuladas

de las componentes del vector aleatorio Y. Note que las primeras 3 componentes

Y, Ys Y3 Yy Ys

A; 6133 4360  3.000 1.098  0.409
>oA; 6133 10493 13.493 14.591 15.000
>op; 0409 0.700 0.900 0.973  1.000

acumulan el 90 % de la variacién total.
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Cédigo R
mu <- c(0,1,-1,2,0) # Define el vector de medias
Sigma <- matrix(c(1,0,-1,1,0, 0,2,-1,0,1, -1,-1,3,-1,0,
1,0,-1,4,1, 0,1,0,1,5), nrow=5) # Define la matriz de covarianzas
tt <- eigen(Sigma) # Obtiene la descomposici{on espectral de Sigma
Q <- tt$vectors # Matriz de vectores propios
lambda <- tt$values # Valores propios
print(Q)
print (lambda)
print(diag(lambda)) # Construye una matriz diagonal a partir de un vector
print (sum(diag(Sigma))) # Extrae la diagonal principal de una matriz y suma
print (cumsum(lambda)) # Suma y acumuala parcialmente

print (cumsum(lambda)/15)

6.3. Ejercicios

Refiérase al Cuaderno de Ejercicios seccién 6, ( ).
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7. 'Transformaciones de variables y vectores aleatorios

7.1. Caso univariado

Sea Z la variable aleatoria distribuida normal estdandar, Z ~ N(0,1). Z tiene a ¢ como
funcién de densidad de probabilidad y ¢ como funcién de probabilidad acumulada o funcién
de distribucién y donde, para todo z € R,

oe)= ety a(z) = / o(u)du

Considere ahora a p € R, 0 > 0y defina X = p+ 0Z. Se desea encontrar la f. d. p. de la v.
a. X.

En la seccion 4 correspondiente a la funcién generadora de momentos se mostré que X
asi definida seguia una distribucién normal con media p y varianza o?. Este resultado se
volverd a demostrar pero en esta ocasién trabajando directamente con la f. p. a. para aplicar
después la derivada para obtener la f. d. p.. Esto es,

Asi, sea X = i+ oZ. Luego su f. p. a. serd

Fx(z)=P(X <z2)=Pu+oZ <z

—]P(ng_ﬂ>
g

—¢)<zu>, para todo x € R

g

Entonces, para todo z € R,

-5 (%)
SEWETETY

que corresponde efectivamente a la f. d. p. de la distribucién normal con media p y varianza

2.

1
Ejemplo : Sea U ~ unif(0,1), A > 0y lav. a. Y definida por Y = DY log(1—-U). Encuentre
laf d p.deY.
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Solucion: Sea Fy la f. p. a. de la v. a. Y. Note, que Y toma valores positivos. Sea y > 0,

que es la f. p. a. de una distribucién exponencial con media 1/\.

Ejemplo : Sea X una v. a.con Fx y fx suf. p. a.y f. d. p. respectivamente. Sean a,b € R,
b# 0y defina Y =a+ bX. Encuentre fy,la f. d. p. de Y.

Solucién: Sea Fy la f. p. a. de Y. Entonces,
Fy(y) =P(Y <y) =Pla+bX <y) =P(bX <y —a) = (%)

i) Si b >0,

y consecuentemente

i) Sib < 0,

y consecuentemente

Asi, ambos casos quedan considerados: si Y = a + bX,
1 y—a
fy(y) = mfx (b)
Con la misma idea se tiene el siguiente teorema.

Teorema de Transformacién ( ( )

Sea X una variable aleatoria continua con Fx y fx sus funciones de distribucion y de
densidad de probabilidad, respectivamente y con soporte Sx. Suponga ademads que
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1). Sea y = g(z) una funcién uno-a-uno de Sx a Sy.

). = h(y) = g~ '(y) es derivable con respecto a y, continua y no cero para todo y € Sy
La funcién h es la inversa de la funcién g.

Entonces, la f. d. p. de Y = g(X) estd dada por

h@szWMﬂw

Demostracién: Sea Y = g(X) y X = g~ (V) = h(Y).

]lSY (y)

Fy(y) =P(Y <y)=P(g(X) <y) = (%)

i) Si g es mondtona creciente

y consecuentemente

o) = o Frl) = - [Fx ()]
Fi (h(y)) T
dh(y)

i1) Si g es mondntona decreciente h también lo es y consecuentemente dh < 0. Asi,

() =P (X > h(y)) =1 Fx (h(y))

y entonces

Ty
- ) dfj’)

= fx (h

Asi, ambos casos quedan considerados si Y = g(X ),

i = 1 (1) | 52

~—

Ejemplo : Sea © ~ unif (—%,%) y W = tan(6) Encuentre fiy, la f. d. p. de la v. a. W.

Solucién: Sg¢ = (—7%, 5 ), entonces el soporte de W = tan(0©) es Sy = (—00,00).

w = g(0) =tan(f), 6= h(w) = arctan(w)

dh(w) | _ 1
dw — 14w?e

Se sigue del teorema de transformacién que para todo w € R,

fww) = fo (h(w)) d};(w )
= 215 (arctan(u) - o
_ 1
T+ w?)
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puesto que si © ~ unif (=%, 2), fo(0) = %1(_%7%)(9).

Ejemplo : Sea X v. a. continua con f. d. p. fx. Encuentrela f. d. p. fy delav. a. Y = X2,

Solucién:

Note que Y = g(X) = X? no es una funcién uno-a-uno en todo los reales por lo que no
es posible aplicar el teorema de transformacién asi como estd enunciado pues asume que la
funcién g es precisamente uno-a-uno. Sin embargo es posible resolver el problema como se
hizo al inicio de la seccién, construyendo la funcién de distribucién y derivando para obtener
la funcién de densidad.

Sea Fy la f. p. a. de Y. Luego,

Fy(y) =P(Y <y) =P(X* <y) =P(—\/y < X < V)
= Fx(vy) — Fx(—/Y)

Por lo que

Frl) = 5o Brt) = (i) (55772) = Py (—5077)

- ij (V) + Fx (/7]

Por casos como el anterior se modifica el teorema de transformacion.

Teorema de Transformacion: Sea X una v. a. continua con f. d. p. fx y con soporte Sx.
Sea Y = g(X) tal que, el soporte de X se puede separar como Sx = I; U---U I,,,, donde
la funcién g es uno-a-uno de I a Sy para k = 1,...,m. Con las mismas condiciones del
teorema enunciado anteriormente, se tiene

dh(y)

fry) = fx(h(y) ‘dy

] 1s, (4)
k=1

donde las hy, son las funciones inversas de g sobre Ij. Esto es, hx(y) = ¢~ *(y) € Iy, para
k=1,...,m.

Ejemplo : Sea X v. a. que sigue la distribucién Laplaciana de pardametros 0 y 1 con f.
d. p. dada por

Fx(@) = 5 s (2)

Sea Y = X2, Encontrar la f. d. p. de Y.

Solucién: Sea y = g(x) = 2%; x = hi(y) = +VU, v = ha(y) = —\/¥; |% = %y‘l/Q.
Luego, para todo y > 0,

lew Lyl ]
= 56 . m + 56 : ﬁ

I
|
;
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7.2. Transformacién integral de la probabilidad

El siguiente teorema es de gran importancia tedrica y practica, con aplicacién en varios
de los algoritmos de simulacién fundamental en el calculo estadistico.

Teorema de la transformacion integral de la probabilidad:. Sea X una v. a. con f. p.
a. Fx continua estrictamente creciente. Entonces U = Fx (X) se distribuye uniformemente
en el intervalo (0,1). Viceversa, si U ~ unif(0,1) y Y = F'(U), entonces Y sigue la misma
distribucién de X.

Demostracion:

i) Sea U = Fx(X) con Fyy su funcién de distribucién. Entonces, los valores que toma U
estan en el intervalo (0,1) pues es una probabilidad. Luego, el soporte de U es Sy = (0, 1).
Entonces, para 0 < u < 1, se tiene

Fy(u) =P(U <u) =P (Fx(X) <u) =P (X < F;l(u))

que corresponde a la funcién de distribucién de la distribucién uniforme en el intervalo (0, 1).

i) Por otro lado, sean U ~ unif(0,1) y Y = Fy*(U). Se sigue,

Fy(y) = B(Y <y) =P (F5'(U) < y) =P (U < Fx(y))

= Fy (Fx(y)))
= Fx(y)

por lo que Y tiene a Fx como f. p. a.. Luego, Y y X siguen la misma distribucién.

Ejemplo : Sea > 0y X ~ Exp(#), tal que E[X] = 6. Fx(z) = 1 —e~*/% = u. Entonces, de

acuerdo al teorema anterior Fiy'(u) = —flog(1 — u) serfa una realizacién del la distribucién
exponencial. Esto es, Y = —flog(1—U) sigue la distribucién exponencial con valor esperado
0.

La figura 5 muestra los histogramas de 5000 realizaciones de la distribucién uniforme y
las correspondientes de la distribucién exponencial de media 6 = 3 de acuerdo al resultado
de ejemplo anterior.
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distribucién uniforme distribucion exponencial
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Figura 5: Histogramas de 5000 realizaciones de la distribucién uniforme y las correspon-

dientes de la distribuciéon exponencial de media 6§ de acuerdo al teorema integral de la
probabilidad.

7.3.

Caso multivariado

Ejemplo : Sean Z; y Zy v.a.iid. distribuidas normal estdndar. Sean X1, = Z; + Z> y

Xo = Z1 — Zs. Muestre que X = (X7, X2)T tienen componentes independientes.
Solucion:
a). Puesto que Z; y Z5 son independientes, entonces X1 = Z7 + Zo ~ N(0,2) y X5 =
Zy — Z3 ~ N(0,2). Ademds,
COV(X17X2) = COV(Zl + Zg, Zl — Z2)
= cov(Z1,Z1) — cov(Zy1, Za) + cov(Za, Z1) — cov(Za, Z)
=0
y por normalidad se sigue la independencia.
b). De manera alternativa

7 1 0
Z = 7 ~Na(pz,¥z), donde pz =27 = 0 yzz—lo 1]
. . 1 1
y considere ahora la matriz A = L o—1 | Entonces, X = AZ con

Mx =Apz =

8] y EX:AzzAT:

2 0

0 2

Nuevamente, puesto que cov(X7, X2) = 0 y por la normalidad se sigue la independen-
cia.

Note que en el ejemplo anterior la normalidad de X se sigue de que sus componentes
son normales no correlacionadas.
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Teorema : Sobre transformaciones multivariadas. ( ( )
Sea X = (X1,...,X,)T un vector aleatorio con funcién de densidad de probabilidad con-
Jgunta fx(z) = fx,..x,(®1,...,2). Sea § = {x : fx(x) > 0} el soporte de la distribu-
cién y suponga que S puede descomponerse en los subconjuntos Si,...,S,,, tales que,
n = q1(x),...,yn = gn(zx), forma una transformacién uno-a-uno de Sy en R C R",
k=1,...,m. Sean entonces x1 = hix(y),...,Zn = hnk(y), que denoten la transformacién
inversa de R en Si. Para k = 1,...,m, denote el determinante jacobiano de la transforma-
cién h,
Ohik(y) Ohik(y) ..  Ohik(y)
o1 0y2 OYyn
Ohar(y)  Ohaw(y) .. Ohak(y)
Thy, = Oy1 0y2 Oyn
Ohni(y)  Ohnw(y) . Ohnk(y)
Oy1 0y2 OYn

Suponga ademads que las derivadas parciales incluidas en Jhy son continuas sobre R y que
el determinante jacobiano Jhy # 0, k = 1...,m. Entonces, la f. d. p. conjunta del v. a.
Y = (Y1,...,Y,)7T esta dado por

@) = Py s um) = D Fx ()| Thi(y)]
k=1

para y = (Y1,---,Yn) € Ry hg : R™ — R", con hy = (hig,- .., har) v |Jhi| denota el valor
absoluto del determinante jacobiano.

Ejemplo : Sean Z; y Z5 v.a.iid. N(0,1). X1 = Z1 + Zo y Xo = Zy — Z5. Encuentre la f.
d. p. conjunta de X.

Solucién: oy
X1 =0q1(2) = Z1 + 2o, lehl(X):%
X - X
Xo=g2(2) =71 — 2, Zy = ho(X) = %
L2 12 B -
(@) =| Yy )y | = THASIA= 212y k() =172

Se sigue del teorema de transformacién y por independencia de las Z;’s,

fx(x) = fz (h(z)) |Jh(zx))]
= ¢(h1()) p(ha(x)) |Jh ()]

~ e {1 ](1E2) (m;m)j !
:(2 ;[(xlz >21

()()

con fla f. d. p. de una distribucién N(0,2). Finalmente, puesto que fx(z) = f(z1) - f(z2),
las v. a.’s X1 y X5 son independientes idénticamente distribuidas.
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Ejemplo: Sea X ~ N, (i, %) y A, x, matriz no singular. Entonces, Y = AX ~ N,,(Au, ALAT)

Solucién: Sean Y = AX = (Yy,...,Y,) T y B=A"1.
Se tiene que Y; = ¢;(X) =Y 1 _jauX; y X; = h;(Y) =Y 1_; bjr Yk, por lo que

Thiy) = (%;ﬂ”) =\(bz-j>|=|B|=|A-l|=|1m

Se sigue del teorema de transformacion

fy(y) = fx(h(y)) |Jh(y)]

=<2w>—"/2|z|—1/2exp{ W) — )" s 1(h(y)—u)}|B||

Aly ) (A y— u)}llA_lll

Yy — Au)]T ! [A‘l(y - Au)} }

M\»—l [\DM—*

— (2m) /2y exp{

(A(
= (27m) /2| AR AT |72 exp{

l\.’J\H [\3\)—!

1
— (21) 2 ASAT| Y2 exp d — = (y — Ap)T (AEAT) (yAu)}

Y por lo tanto Y ~ N(Apu, AXAT).

Ejemplo : Sea U; v.a.ii.d. uniformemente en el intervalo (0,1). Sean X7 = U; + Uz y
Xy = Uy — Uy. Encuentre la f. d. p. conjunta de X = (X3, Xo)7.

Solucién: Se tiene del ejercicio anterior que

X1+ X
X1 :gl(U) = Ul +U2, Ul = h’l(X) — %
X - X
Xo=g2(U) =Uy — Us, U2=h2(X):%

y [Jh(z)| = 1/2.

Note que el soporte de U = (Ul,Ug)T es Sy = {(ul,uz) 0<y; < 1}, mientras que
marginalmente se tiene S = {z:0<x <2} y S = {z:—-1<z <1}, para X; y Xo,
respectivamente. Luego, se sigue del teorema de transformacion y por independencia de las
Ui’s,

fx(z) = fu (h(ﬂ?)) |Jh(x))]

= Lo (i (@) 1o (ha(e)) 5
= %lsx (2)
donde Sx es el soporte del vector aleatorio X dado por
SX:{(xl,mg):ngl;xQSI y ngl;ngl}

que da lugar a las sigueintes desigualdades

i) 0<z1+22<2 = 22<2-—121 y Z2>—2y
Z’L) 0<z1 —22<2 — To > x1 — 2 y 22 < 1

y que se muestra en la figura 6

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78



Apuntes para Calculo de Probabilidades Il 83

Uy X2
1
SU X2 = X1 Xo =2—Xq
Sx
e
0 1u 0 1 2 X1
Xp ==X Xo==2+X;
-1

Figura 6: Soportes de las funciones de densidad conjunta de los vectores aleatorios U (Sy)
y X = g(U) (Sx) distribuidos uniformente. Se muestran las igualdades que definen los lados
del rombo Sx

Ejemplo : Sea X = (X7, X3) un vector aleatorio con funcién de densidad de probabilidad
(f. d. p.) conjunta dada por

1
Ix(@1,22) = 551 (1,00) (1) L(1,00) (22)
L1
Encuentre la £. d. p. de X;/X5.
a). Verifique que fx es una f. d. p. propia.

b). Encuentre la f. d. p. de Y = X3 /Xo5.

Solucién:
a).

1
fx(x))dz = // —5 5 1(1,00) (1) L 1,00) (z2)d1 d2
R2 R2 L1X35

<1 <1
= deCl/ fdl‘g
1 173
2
— 71 o
(=17)
1

Por lo que efectivamente, fx es una f. d. p. propia.

b). Encuentrelaf. d. p.de Y = X;/X5. Para poder aplicar el teorema de transformacién es
necesario tener un vector, por ejemplo Y, de la misma dimensién que el vector X que
mapee de manera biyectiva el soporte Sx al soporte Sy . Sean entonces Y7 = X; /X5
y Yo = X5. Luego,

yi = gi(®) = z1/x20 Ty = hi(y) = nye
Y2 = go(x) = 22 T2 = ha(y) =
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de donde el jacobiano de la transformacién h = (h, hs) estd dado por

dhi(y) Ohi (y)

| T e || Y2 U
TRI= ohaw)  omatw) | = o 1| "
oy, Oy2

Observe que las componentes X; son independientes, por lo que el soporte del vector
aleatorios X es Sx = (1,00) x (1,00). Por otro lado, marginalmente Sy, = (0,00),
pues con fijo 1, conforme x5 ' 00, y1 = x1/x2 N\ 0, mientras que Sy, = (1,00). Sin
embargo, se debe cumplir que x1 = y1y2 > 1 lo que implica que y; > 1/ys,. Por lo
tanto, el soporte conjunto es Sy = {(yl, ya2) ty2 > Ly > 1/y2}. La figura 7 muestra
ambos soportes. En el panel de la derecha se han invertido los ejes para hacer mas
clara la marginalizacién de Y;.

X2 Y2

1 X1 1 Y1

Figura 7: Soportes conjuntos de los vectores aleatorios X y Y. Note que se han invertido
los ejes del vector Y.

Se sigue entonces, del teorema de transformacién que

fr(y) = fx (h(y)) [ITh(y)]]

1
SR S—
e )
1
R S
vy

1
y%yg 1{y2>1: y1>1/y2} (yl’ y2)

Del soporte se desprende que las componentes no son independientes.

Como ejercicio verifique que la funcién de densidad anterior es propia, integrando con
respecto a y1 y y2 y el orden contrario. Esto es, muestre que

1= fy (u,v)dudv = fy (u,v)dvdu
R2 R2

Finalmente, la densidad de Y = X /X5, se sigue de fi(y) = [; fy (y1,y2)dy2. Enton-
ces, para y1 > 0, fijo

1 1 1
1l =/711 f yl,ya)dm:f/ —5dyo
(v1) T A U 1/} Y7 Jimax{1/y:,1} U3

Alternativamente, de la figura 7 se distinguen los siguientes casos:
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a’) 0<y1§]~7
1 [ 1 1
fl(yl):*/ —dv =3
1

y% /Y1 Ug 2

b) y1>1,

1 1 1
fl(yl)zﬁ/ —dv= 5=
Yyi 1

Por lo que la marginal de Y = X7 /X5 estd dada por

1

1
fy(y) = 51(0,1] (y) + @1(1,00)(11)

Proposicién : Sean Z ~ N(0,1) y Y ~ x2 v. a’s independientes. Entonces la v. a.
T =17/+/Y/n tiene una funcién de densidad de probabilidad dada por

_ )
)= Zr )

Demostracion: Sea T = Z/1/Y/n y defina U = Y. Entonces, se tienen las siguientes igual-
dades

(14 /n) =02 g (1) (6)

gl(Z7Y) = Z/\/Y/n y Z = hl(T,U) = T«/U/n
= Y Y = h(TU) = U

y de donde el jacobiano de la transformacién h = (hy, he) estéd dado por

ot ou

dhy (t,u) dhy (t,u) 7 1, —
| Th(t,u)| = o o || Vi g BV u/n
YT Bha(t) dha(tu) | 0 1 o

Por la independencia de Z y Y se tiene que fzy(z,y) = fz(2) - fy(y). Recuerde ademés
que x2 ~ Gamma(n/2,2). Luego, del teorema cambio de variable se sigue que para todo
teR, ueRT,

fTU(t’u) = fZY(hl(tau)th(tvu))'|Jh(t7u)|
= fz(tu/n)- fy(u) - Vu/n

B 1 e—%tzu/n . un/2—1€—u/2 .
V2T F(n/2)2”/2

un;l e_%(tZ/n+1)u
2" /nw ['(n/2)

Por lo tanto, para todo ¢t € R, la densidad marginal de T esta dada por

u/n
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fr(t)

I
[y
~
q
=~
£

U

<

= Om%dv con )\:%+1y1}:%

B mfl{/MKva_le_l\vdv a= n—2&— ! y K la constante

N \/ﬁll“ o) I;\%F / fw (w; i, B)d donde WNGamma<”‘2"17i>
- et )

Ejercicio : Sean Z; y Z5 v.a.i.i.d. normal estdndar. Sean Y7 = Zy + Zo, y Yo = Z1/Z5.

Muestre entonces que marginalmente Y7 ~ N(0,2) y Y3 ~ Cauchy(0,1). [Sugerencia: use el

cambio de variable u = ((11:; 2))2 yi-]

7.4. La distribucién ¢t de Student.

Definicién : Sea T variable aleatoria con funcién de densidad dada por la expresién (6).
Entonces T se dice que sigue una distribucién ¢t de Student con n grados de libertad
y se denota T ~ t,.

Propiedades.

1. Sean Z ~ N(0,1) y Y ~ x2 v. a.’s independientes. Entonces la variable aleatoria

Z
~1
N7

2. La distribucién de t,, es simétrica alrededor de 0 como se muestra en la Figura 8 para

varios valores de n.

3. Paran > 2,
n

E(T) =0, V(T) =

n—2

4. La distribucién de Cauchy(0,1) es el caso particular de la distribucién ¢ de Student
con 1 grado de libertad.

5. Si T,, ~ tp, para n grande (> 40) la distribucién T,, se aproxima razonablemente a la
distribucién normal estandar. De hecho, T,, converge en distribucion a la distribucion
normal estandar cuando n — oo.

T, — Z

Esto es, para todo t € R,

n—o0o

donde ® denota la funcién de probabilidad acumulada de una normal estandar.
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<
S
g.l
— n=1
n=2
™ _| — n=5
© — n=30
—— normal
X N
= o]
—
o
o
Sl \ \ \ \ \
-4 -2 0 2 4
X

Figura 8: Funcién de densidad de la distribucién t-Student para varios grados de libertad
(gl)-

7.5. Transformacién Box-Muller.

Proposicién: Muestre que si Uy y Us son v.a.i.i.d. uniformemente en (0, 1) y si se definen

X1 = (—21nU1)1/2 cos 2w Us
Xy = (=2In0,)Y?sin 27 U, (7)

entonces X7 y Xo son v.a.i.i.d. normal estandar.
Demostracion Sean Uy y Uy v.a.iid. uniformemente en el intervalo (0, 1). Se mostrard que
X, = (=2InU)Y2cos2nUs y Xy = (=2InU;)Y?sin 20U,

son a su vez v.a.l.i.d. normal estandar. Con este fin se aplicard dos veces el teorema sobre
transformaciones antes presentado. Para esto considere las v. a.’s Y; definidas por:

Vi =g1(U) = (=2InU)'/? Uy = h(Y) = e Y2

( y sus funciones
Yz = g2(U) = 27U inversas Uy = h2<Y) = Y2/27T

Luego el jacobiano de la transformacién h = (hq, he) es

—y2/2
_| %€ yl/ 0 N i

0 1/2n 2

Oh;
0y,

Jh(y) =

Por el teorema sobre transformaciones, se sigue de la independencia de Uy y Uy que fy(h) =

fUl (hl)fUz (hQ)

Fy (W) = fu, (h(y)) fu,(ha(y)) [Th(y)| = B;ey%mf[o,u(hﬂy))} : {1[0,1] (hg(y))} (8)

pues si U; ~ unif(0, 1), entonces fy,(u) = 1p,17(u), y donde T ) es la funcién indicadora
del intervalo [0, 1]. Note en la expresién anterior que la funcién de densidad conjunta de Y
se puede descomponer como el producto de funciones que dependen exclusivamente de y; y
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1o respectivamente por lo que se sigue que las v. a.’s Y7 y Y5 son independientes con f. d. p.
conjunta dada por (8).

Ahora bien, consideremos las variables X’s definidas por (7). Entonces,

X, =g (Y) =Yicos Yz V) = h(X) = (X7 + X3)1/?

) y sus funciones
Xo=g2(Y) =YysinYs {versas Y2 = ho(X) = arctan(Xa2/X1)

En este caso el jacobiano de la transformacién es
2 2\—1/2 2 2\—1/2
zi (2t +a3) 72 wo(af +a3) Y

- ~ (o )
(et +ad) T m )

Oh;
637]‘

Jh(z) =

Luego, aplicando nuevamente el teorema de transformacién, la f. d. p. conjunta de las v. a.’s
X queda

fx(x) = fy(hi, he)|Jh(z)]
(1‘% + x%)l/Q e—%(w?-‘rwg) .
2w

= e_xf/z . Le_x§/2
2 V2T

= ¢(x1) - d(z2)

(& + a2

—

ﬁ

donde ¢ denota la f. d. p. de la distribucién normal estdandar. Por lo tanto, X; y X5 son
v.a.iid. con X; ~ N(0,1).

La transformacion anterior se debe a ( ). Por un tiempo ésta era la
manera de generar nimeros seudoaleatorios normalmente distribuidos. Ahora se emplean
algoritmos mas eficientes.

7.6. Ejercicios

Refiérase al Cuaderno de Ejercicios seccién 7, ( ).
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8. Suma y cociente de variables aleatorias

Variables aleatorias discretas

Sean X y Y variables aleatorias discretas con funcién masa de probabilidad conjunta f
y marginales fx y fy y soportes Sx y Sy, respectivamente. Entonces, se tiene para todo
z € R,
{X+Y =2}= U {X=u2,Y=2z—u2;}

;€8x

que son eventos disjuntos. Por lo que se sigue (axioma de probabilidad) que

PX+Y=2)= Y PX=z,Y=z—z)

x; ESx

> flaiz— )

;€8x

Corolario :

1. Si X y Y son v. a.’s independientes, entonces

fxiv(z)= Y fx@)fyz—m)= > fx(z—y)fr(y))

z, ESx y; ESy

2. Si X y Y son v. a.’s enteras independientes, entonces

fx+v(z fo My (z — )

TEL

3. Si X y Y son v. a.’s independientes enteras no negativas, entonces

fx+v(z ZfX My (z — )

Variables aleatorias continuas

Suponga ahora X y Y v. a.’s continuas con f. d. p. conjunta f. Sea Z = p(X,Y’), donde
¢ es una funcién medible sobre (€2, S) de manera que Z es una variable aleatoria.

La siguiente idea de como construir funciones de densidad fue tomada del texto de
(1971).
Para z € R, {Z <z} = {(X,Y) € A.}, donde A, = {(z,y) : ¢(z,y) < z}. Luego, si Fy
es la funcién de probabilidad acumulada de X,

Fa(e) =B(Z < 2) =B(XY) € A) = [[ fappdody

Si existe una funciéon h no negativa tal que para todo z € R,

/Az flz,y)dzdy = /; h(u)du

entones h es una funcién de densidad para la distribucién de probabilidad de Z = ¢(X,Y).
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8.1. Suma de variables aleatorias

Sea Z = ¢(X,Y) = X +Y. Entonces, A, = {(z,y) : # +y < z} representa el plano
inferior determinado por la recta x +y = z. Asi,

Fao) = [ S ey y
S "
- [ /;f@,vx)dv] "
-/ [ I f@,v_x)dx] &

= /_Zoo h(v)dv

con h(v) > 0 para todo v € R, puesto que es la integral de una funcién no negativa
(f > 0). El cambio del orden de integracién se permite por el teorema de Fubini. Luego, h
es necesariamente una funcién de densidad de probabilidad (con respecto a la integral) de
la variable aleatoria Z = p(X,Y).

Por lo tanto, la funcion de densidad de la suma X + Y estd dada por

Ixiv(z) = /_Z f(@,z —x)dx = /_i f(z =y, y)dy

Corolario :

1. Sean X y Y v. a.’s independientes con fx y fy las correspondientes f. d. p.. Entonces,
laf d. p. delasuma X +Y es

feva) = [ T (@) fy (2 — 2y = / T iz — )y ()dy

2. Sean X y Y v. a.’s independientes no negativas con fx y fy las correspondientes f. d.
p.. Entonces, la f. d. p. de la suma X +Y es

frav(z) = /0 (@) fy (= — a)de = /O iz — u)fy ()dy

Ejemplo : Sean X y Y v.a.i.id. uniformemente en el intervalo (0,1). Sea Z = X + Y.
Determine fxy, su f. d. p..

Solucién: Sean X y Y v. a.’s independientes no negativas y denote por f(w) = 1(g,1)(w) la
f. d. p. comun de X y Y. Entonces,

f2(2) = / Cf@)f(z - z)de = / Lo (@) Lo (= — 2)de
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I. Siz <0, entonces fz(z) = 0.

. Sea 0 < z< 1.

f2(2) = /O o) (@) 0) (= — 2)da

z
:/dx o
0 y=2z-X

=z 1

1. Seal <z <2.

fz(Z) = /(;Z ]1(0}1)(.13)]1(0}1)(2 — x)dm

1
:/ dx
z—1

=2—2z

Por lo tanto,
Ixav(2) = 21p1)(2) + (2 = 2)1(1,2)(2)

Ejemplo : Sean X; y X5 v. a.’s independientes con X; ~ Gamma(a;, A), i = 1,2. Utilice
la f. d. p. de las suma de v. a.’s para mostrar que X1 + X5 ~ Gamma(a; + asg, \).

Solucién: En seccién anterior se mostré mediante £. g. m.’s el resultado. Ahora, se encontrara
la f. d. p. de la suma. Para esto, sea Z =X + Y.

fz(z) =0 para z < 0. Sea pues, z > 0,
f22) = [ Fx(@)fy(c = a)da
0

_ oA ar—1 _—dz A2 az—1_—A(z—z)
_/0 I‘(al)m e I‘(ag)(z x) e dx

pRea! +as 67)\2

= 7z — )2y
[(aq)I(az) /0 ( )
/\al+age—)\z

1

= 20)* "z — zu)*2 L zdu u=2x/z
ol ) /
)\a1+o¢267)\z

~ T(en)l(az2)
)\a1+a2€—)\z

- T'(on)(a2)

N\@1taz
_ 7Za1+a2—1€—)\z

o F(Oll + CVQ)

1
ZO(1+O(271‘/ ualfl(l _ u)agfldu
0

zo1te2=l. Blay, ay)

con el usé el cambio de variable y donde u = x/z y B(ay, as) denota la funcién Beta' La
funciéon fz corresponde a la f. d. p. de una distribucién Gamma con parametro de forma
(a1 + ap) y pardmetro tasa A.

Convolucion de funciones

Definicién : En el caso de la suma de v. a.’s independientes la funciéon fz se dice que es
la convolucién de las funciones (de densidad) fx y fy y se denota por fz = fx * fy. Esto

_ _ N N
'Blan,a2) = fg utt TN (1 - w2t du = Heates),
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f20) = Ux e i) () = [ i) (o = oo

La convolucién es una operacién entre funciones con propiedades como:

1. Conmutatividad: g* h = h* g.

1. Asociatividad: f (g h) = (f xg) * h.
Corolario : Sean Xi,..., X, v. a.’s independientes con fx, la correspondiente £. d. p. de
X;. Entonces, si S, = X1 + -+ X,

fs, (w) = (fx, * - * fx,) (w)

8.2. Cociente de variables aleatorias

Considere ahora ¢(X,Y) = Y/X. En este caso, para z € R
Yy

Note que

i)si z <0 <z=y>zx; y ii)si x>0 <z=y<zx

8|
SHES

Entonces,
AZ - {(‘Tay) x < an 2 Z‘T} U {(Jf,y) x> an S ZI}

z<0 z>0
y y
y=2zx Az AZ y =2zX
0 X X

Fo2) =P(Z £2) =P (p(x.Y) <2) = [ /A f (@, y)dedy
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0 00

fzydydz—l—/ / f(z,y)dydx

o=

/OOO/OO xzvxdvdz+/ / f(z, av)zdvde;  y =20
L]

/

0
—z f(z,zv)dvdz +/ / (z, zv)dvdz

o0

; [/Z || f(x xv)dx] dv
= /_; v)dv

donde se aplicé el teorema de Fubini para invertir el orden de integraciéon con h > 0 pues
es la integral de una funcién no negativa. Asi, h es una f. d. p. para Z. Asi, la funcién de
densidad de probabilidad para Z = Y/X estd dada por

fryx(z) = / @) (&, 22)de

Corolario :

1. Sean X y Y v. a.’s independientes con fx y fy sus f. d. p. correspondientes. Entonces,
Fryx() = [ lalfx@)fy (z)ide

2. Sean X y Y v. a.’s independientes no negativas con fx y fy sus f. d. p. correspon-
dientes. Entonces,

Fryx(z) = / (@) fo (22

Ejemplo : Sean X y Y v.a.i.i.d. normal estdndar. Determine la distribucién de Z = Y/ X.

Solucion: Sea z € R,

Frixa)= [ " |elé(e)b(zx)da

oo
B / 2] —gareeat)
o 2T

= % ez (142" (2zdx)

- h e Mdu; u=x?\= 1(1 + 2?)
27t J ’ ’ 2

_ 1

S 2mi(1+22)

_ 1

(1 4+ 22)

que corresponde a la funcién de densidad de la distribucién Cauchy(0,1).

Ejemplo : Sean X y Y v.a.i.i.d.’s N(0,0?). Encuentre la f. d. p. de W = Y?/X?2.

Solucién: Si X ~N(0,0?), X/o ~ N(0,1) y X?/0? ~ x} = Gamma(3,2). Luego,
:Y—Q v con U=Y?/o? V =X?/0* ~ Gamma(1/2,2)
Xz v ’ ’
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Se sigue,

du

oo u—1/2€—u/2 WU —1/2€—wu/2
fw(w) 2/ (we)
0

YoiRT(1/2) T 220(1/2)
2w~1/2 o
- - (1 —(1+w)u/2d
27r(1+w)/0 pI+we “
1
7]]_ I
() Lo ()

Ejemplo : Sean X, X, v. a.’s independientes con X; ~ Gamma(a;, 3). Determine la
funcién de densidad de Z = X;/X5.

Solucién: Sea Z = X /X5, entonces el soporte de Z es RT. Sea pues z > 0.

fz(2) = /OO xf1(zz) f2(z)dw

0
0 (Zx)oq—le—zw/ﬁ xag—le—z/ﬁ
:/ x . dx
0 peaT () Be2I(az)
2ol 1 [ 142
_ . a1tas—1 _— x
- 5a1+a21"(a1)1"(a2) K/(; K™ Toe e

T +az) zor—l
C T(a)T(ag) (14 z)ontaz

[(1+2)/8]" "

F(Oq + 042)
una distribucién Gamma con pardmetro de forma a; +ag y (14 2)/8 como pardmetro tasa.

donde K = es la constante normalizadora de la funcién de densidad de

Por lo tanto,
Iag + ag) zoa—l
= ].
fX1/X2 (2) L(oq)T(ag) (1+ z)ortez (O’OO)(Z)

Corolario : Sean X; ~ X?w v. a.’s independientes para ¢ = 1,2. Entonces, Z = X;/X>
tiene f. d. p. dada por

]_"(n1+’ﬂ2) Z%—l
fX1/X2(Z) F(n

Demostracién: Recuerde que si X; ~ sz entonces X; ~ Gamma(n;/2,2) y aplique la
proposicién anterior.

X/m
Proposicién : Sean X ~ x2, vy Y ~ x2 independientes, entonces W = Y; tiene una f.
n

d. p. dada por

- i 1(0,00) (W) 9)

r(zte)y  /m m/2 wz !
Demostracion. Sea W = kZ y aplique la transformacién del cociente Z de la proposicién an-
terior por el factor k = n/m. Esto es, por el teorema de transformacién, fy (w) = %fz (%u})

y se sigue la proposicién.
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Figura 9: Funcién de densidad de la distribucién F' para distintos valores de los grados de
libertad m y n.

8.3. La distribucién F

Definicién : Sea W la v. a. con f. d. p. dada por la expresion (9). Entonces, W se dice que
sigue la distribucién F' con m y n grados de libertad y se denota por W ~ F, .

Corolario : Si X ~ x2, vy Y ~ x2 independientemente, entonces

_ X/m
o Y/n men

La figura 9 muestra la funciéon de densidad de la distribucién F' para distintos valores
de los grados de libertad. La flexibilidad de la funciéon de densidad es resultado de los dos
pardmetros de la distribucién.

El siguiente par de proposiciones muestra algunas propiedades de la distribucién F'. Su
demostracién se sigue, considerando que si W ~ Fj, ,,, W podria escribirse como W =
=X Y1, producto de v. a.’s independientes distribuidas ji-cuadrada con m y n grados de
libertad respectivamente.

Proposicién : Sea W ~ F,, ,,, entonces

1. E[W] = "2, sin>2.

2n2(m +n — 2)

 sin >4
m(n —2)2(n —4) S

2. var(W) =

m’ con X y Y independientes
Y/n

distribuidos x2 con m y n grados de libertad. Luego W' = kX"Y ~". Entonces, por la
independencia de X y Y

Demostracion: W ~ F,, ,,, entonces se puede pesar que

E[W] = kE[X"| E[Y "]
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Para el cdlculo E[Y "] se utiliza el siguiente resultado de la distribucién Gamma:

r
Si W ~ Gammal(a, 8), entonces E[Y"] = W

Aplique las ideas anteriores para demostrar la proposicién.

8", para todo r > —a.

Proposicién : Sea W ~ F,, ,,, entonces

1. Si T ~t, (t-Student con n grados de libertad), entonces T?% ~ F} .

2. Wt~ Fy .

3.P(W<w)=1-P(W=t <w).

4. Sea 0 < p < 1y F(p;m,n) el p-ésimo percentil de la distribucién de W, esto es,
p=P(W < F(p;m,n)), entonces se tiene que

1

F(p; =

Demostracién: Defina la v. a. W como el cociente de v. a.’s independientes distribuidas 2.

X
Por ejemplo, W = Y//m, donde X ~ x2, v Y ~ x2. Vea la lista de ejercicios.
n

Ejemplo : Sean W ~ F,,, , y p=0.25, m = 3 y n = 6. Con la notacién en la proposicién
anterior y utilizando tablas de probabilidad o alguna aplicacion

1
0.25 =P (F36 < F(0.25;3,6)) =P (W < 0.423) =P (W < 2422)

donde 2.422 = F(0.75;6, 3).
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Corolario : Sean X1,..., X, 11, v.a.iid. N(0,02). Parak=1,...,n+1,

X12+...+X]3 5

0_2 ~ Xk>
Entonces,
I.
n—k Xi+ -+ X}
P} b) Fk,n—k
k XkJrl +ooet Xn
II.
nXo P
X12 T X% 1,n
8.4. Ejercicios
Refiérase al Cuaderno de Ejercicios seccién 8, ( ).
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9. Estadisticos de orden

En Estadistica uno se refiere a una muestra aleatoria (m. a.) de tamafio n de
una poblacién X con funcién de densidad de probabilidad (f. d. p.) fx, a una coleccién
X1,...,X, de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con f. d. p.
comun fx. Asi, se puede denotar como

X =(X1,...,X,), ma de X~ fx

Un estadistico es una funcién de la muestra aleatoria que no depende de pardmetros
desconocidos. Por ejemplo, X = 1(X; + -+ X,,), $% = L 3" (X, — X)?, X, =
min{Xy,..., X, }, mediana(X), Xy = max{Xy,...,X,}, etc. Por otro lado, """, (X;—pu)?,
no es un estadistico pues depende del parametro desconocido .

Sea X = (Xi,...,X,) una nuestra aleatoria de X ~ f. Las X,’s son v.a.i.i.d.. Se definen
los estadisticos de orden de la m. a. X a las v. a.’s Y;’s que representan la muestra
ordenada y son tales que, para todo w € 2,

Vilw) € Va(w) < -+ < Ya(w)
Asi, para todo w € €,

Y (w) = min{X; (w), ..., Xn(w)}

Y2(w) = la segunda realizacién mds pequena de las X;’s
Yi(w)= estal que Vi(w) < - <Y, 1(w) <Y, (w) <YVrj1(w) < <V, (w)

Yo (w) = max{ X3 (@), ..., Xn(w)}

Definicién : Sea X = (X1,...,X,) una m. a. de X, se define a Y, como el r-ésimo
estadistico de orden y se denota por X,y =Y, r=1,...,n.

Por ejemplo, el primer estadistico de orden es X(;) = min{Xy,..., X, }.

Definicién : Sea X = (X1,...,X,,) una m. a. de X, se define el rango de la muestra como
R(X) = X(n) — X(1), esto es

Rango(X) = méx(X) — min(X)

Ejemplo : Considere un mecanismo compuesto por n componentes idénticas e indepen-
dientes con tiempos de vida Ty ..., T,.

a). Si las componentes estan conectadas en serie, T(1y = min{71,...,T,} es el tiempo de
operacion del mecanismo.

b). Si las componentes estan conectadas en paralelo, T,y = max{T1,...,T,} es el tiempo
de operacién del mecanismo.

Ejemplo : Suponga una linea de produccién de partes, por ejemplo tornillos, supuestamente
idénticos. Sean Xj ..., X, las longitudes de los tornillos, si X(;) y X(,) estdn dentro de
especificaciones, entonces todos los tornillos lo estardn. Note ademéas que el rango de la
muestra, R(X) = X(,,) — X(1), es una medida de la variacién de la produccién.
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Tabla 1: Muestra observada de tamano 8 y estadisticos de orden.

7 x; orden T(4)
1 0.56 5 0.01
2 0.36 3 0.25
3 0.25 2 0.36
4 0.78 6 0.50
5 0.01 1 0.56
6 0.50 4 0.78
7 0.84 7 0.84
8 0.97 8 0.97

Rango de la muestra = Tmax — Tmin = 0.97 — 0.01 = 0.96

Ejemplo : La tabla 1 muestra la realizacién x; de una muestra de tamano 8 de una
distribucién uniforme en el intervalo (0, 1) y los correspondientes estadisticos de orden ;).

Ejemplo : La tabla 2 muestra la realizacién de 12 muestras aleatorias de tamano 8 de
una distribucién uniforme (0,1), los méximos y minimos y el correspondiente rango de la
muestra. Las muestras se presentan en la figura 10. En la figura se se identifican los méximos
(A) y minimos (57). En el margen derecho se ven las correspondientes realizaciones (12) de
los estadisticos de orden mdzimo y minimo. Note que la distribucion de éstos es diferente
a la distribucién original de las X’s. En la figura se resalta (zona sombreada) la quinta
muestra, cuyos estadisticos de orden se mostraron antes en la tabla 1.

Tabla 2: Realizacién 12 muestras de tamano 8 de la distribucién uniforme (0,1).

muestras

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

r1 062 082 029 0.09 056 072 022 091 08 0.12 0.05 0.61
2 0.02 059 028 088 0.36 0.67 020 1.00 0.17 097 095 043
r3 1.00 0.25 0.14 032 025 073 001 084 046 020 044 0.23
zy 085 054 062 036 078 099 025 032 070 086 096 0.63
rzs 069 041 0.18 0.06 0.01 019 023 041 0.40 0.74 0.05 0.17
r¢ 0.82 0.32 0.51 052 050 041 034 036 083 0.10 0.29 0.58
z7 0.43 0.67 0.10 0.04 0.84 058 0.23 001 027 027 043 0.59
rzg 091 050 0.87 0.10 097 027 046 004 097 0.06 082 0.59
Tmm 0.02 025 0.10 0.04 001 0.19 0.01 0.01 0.17 0.06 0.05 0.17
Tmax 1.00 082 087 088 097 099 046 1.00 097 097 096 0.63
rango 0.97 0.57 077 084 096 0.81 045 099 0.80 091 091 0.46

Ejemplo : El panel de la izquierda de la figura 11 muestra el histograma de N = 2000
muestras de tamano n = 25 de una distribucién Gamma de pardametros a = 2.7y 5 = 1.5.
Los puntos en la base del histograma muestran una de las muestras en particular. El décimo
estadistico de orden z (1) se resalta en color rojo. El panel la derecha exhibe el histograma
y la curva suavizada de la misma correspondiente a los 10-ésimos estadisticos de orden de
las N=2000 muestras. Note que la distribucién de los X7¢’s no es la distribuciéon original de
X ~ Ga(2.7,1.5).

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78



Apuntes para Célculo de Probabilidades Il 100
Maximos y minimos de 12 muestras de tamano 8
de una poblacion (distribucion) uniforme (0,1)
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Figura 10: Muestras de tamafo 8 de la distribucién uniforme (0,1). Cédigo de colores en la

esquina superior izquierda. A encierra el méaximo de la muestra, 7 el minimo.

Distribucion Gamma

pardmetros: 0=2.7, $ =1.5

Numero de muestras simuladas: 2000

Tamafio de muestra: 25

distribucién poblacional
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Figura 11: Histograma de N = 2000 realizaciones de muestras de tamano n = 25 de una
distribucién Gamma(2.7,1.5) y el histograma de los correspondiente estadisticos de orden

r = 10.
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9.1. Funciones de distribucion y de densidad del r—ésimo estadistico
de orden

Sea X = (X ..., X,)unam. a.de X conf p.a. Fyf d p. f.Seaz €R,laprobabilidad
de que exactamente r de los X;’s hayan caido en (—oo,z] y (n — r) en (z,00) es

(") Py -

r

El evento {X(r) < x} ocurre si y solo si r 0 més de las X;’s caen en (0o, z|. Entonces,
si I, = Fx,,, denota la f. p. a. r-ésimo estadistico de orden, r =1,...,n, se tiene que para
todo x € R,

k=r

Asi por ejemplo,

F,(z) = F(a)"
Fi@) =1 [1- F(@)]

n

O bien, alternativamente

F,(z)=P(X, <x)= ]P’(méx{Xi} < ac)
=P(X; <z,..., X, <x)
2Mp(x, <z)-P(X, <2)

= F(z)"

Fi(z) =P(X; <2) =P (min{X;} <)
=1-P (min{X;} > z})
=1-P(X;>x,...,X, > 1)
2 _P(Xy > )P (X, > 1)

=1-[1-F(z)]"

Las correspondientes f. d. p.’s, para z € R

Fula) = S Fulw) = nf () P ()"

fie) = LR (@) = nf@) [1 - )"

Y, para el r-ésimo estadistico de orden, r = 1,...,n, se tiene

n—1

o) =n (" ) 1@ F@r 1= P (10)

Para la justificacién del resultado anterior se presentan dos argumentos
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a). De acuerdo a ( )
d
fr() = %Fr(x)
— Z (Z) {/gf(g;)F(a;)H [1 F(a:)]n_k
k=r

SR L — !f(a:)Fk_l [1—F(z)]
k=

Y n‘ 1 n
- 2 oo @F T @ [ F@)]

k=r+1

=

—k

Después de algunas cancelaciones se obtiene f,. dado en la expresién (10).

b). De acuerdo a ( )
dx
| 1 T T L — |
X(®) X X(n)

Considere dx la diferencial alrededor de = y f, la f. d. p. de X(,. Luego, f.(x)dx es
la probabilidad de que el r-¢ésimo estadistico de orden X, caiga en le intervalo de
longitud dz alrededor del punto z. Entonces,

n—1

= (7]

(a)
(v) (e)

donde,

(a) Se elije aquel X; de los n posibles y f(x)dx es la probabilidad de que caiga en el
intervalo dz alrededor de x.

(b) Se elijen los (r — 1) X;’s de (n — 1) posibles que caerdn a la izquierda de z.

(¢) Es la probabilidad de que los (n — r) restantes X;’s caigan a la derecha de x.

Cancelando dx de ambos lados se tiene la expresion (10), la £. d. p. de X(,y.

9.2. Funcién de densidad del rango

Considere ahora el rango de la muestra R = X(,,) — X(;). Para determinar la f. d. p. de
R se necesita la f. d. p. conjunta de X (1) y X(,). Para esto, sean x < y,

E. Barrios CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.78



Apuntes para Célculo de Probabilidades Il 103

X X(n
| (.12- oosmes—o E) ! X1)2X & X(n)SY
X y
I : X(@) <Y

y
} | X()SX & Xn) =Y
X

P(X(1)>‘T7X(n)§y) :]P)(x<X1§ya"'ax<Xn§y)

P <X <y]”

= [F(y) - F)]"

Luego, la funcién de distribucién conjunta de (Y7,Y3), el primero y tltimo estadistico de

orden, es

= (X(n) < y) - P (X(l) >, X < y)
=[F)]" - [Fly) - F(2)]"

Se sigue que para z < vy,

fin(z,y) = —"—== =

azFln(xa y)

Bagy = M= DF@IW) [Py - FE)"

Por lo tanto, para R = X,y — X(1), r >0,

fr(r) = /Rfln(u,r +u)du =n(n—1) /jo ) fr+u) [F(r+u) — F(u)]n_2 du

9.3. Funcién de densidad conjunta de los estadisticos de orden

Sea X = (X, ...

,Xn) una m. a. de X ~ f. Se sigue de la independencia y lo idéntica-

mente distribuidos de los elementos de la muestra que la f. d. p. conjunta de X es

n

fx (@) =[] /(=)

i=1

Sean Y; = X(;), el i-ésimo estadistico de orden, ¢ = 1,...,n. Entonces, X — Y es una
mera permutacién de las componentes de X. Por ejemplo, si X = (X1, X5, X3), se tienen
3! = 6 posibles permutaciones

Y = (X1 < X2 < X3)

Y = (X1 < X3 < X2)

X:(Xl,XQ,Xg) — Y:(X2<X1 <X3)

YI(X2<X3<X1)

Y:(X3<X1 <X2)

Y = (X3 < X2 < X1)

Para la permutacién particular X — Y = (X3 < X; < X3), se tendria

Yi=g1(X)=X> Xi=mh(Y)=Y,
Ya=gX)=X1 Xo=h(Y)=Y
Y3 =g1(X) = X3 X3=h3(Y)=Y3

E. Barrios
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h(Y) = (}/27}/17}/3)' Lueg07

01 0
Jh(y)l=]1 0 0 |=1
0 0 1
que es una matriz de permutacién. Luego, para esta permutacién particular, el teorema de
transformacién s
fr(y) = fx(h@)|Ih(y)| =[] fly:) -1
i=1

pero hay 3! distintas permutaciones, todas con la misma f. d. p. conjunta. Por lo tanto

3
fr(y) = oo Ix(@)Tha(y)l =3[ F WLy, <yocus @)
{j:permutaciones} i=1
En general, para i = 1,...,n, se tiene y; = g;(x) = z;, para algin j y éstos no se repiten.

Luego, x; = h;(y) que serfa la permutacién inversa y |Jh| = 1. Entonces, por el teorema de
cambio de variable

fr(y) = > Ix@)hiw)l =m0« <o @)

{j:permutaciones}

Ejemplo : ( ( )) A lo largo de una milla se distribuyen “al azar” tres personas.
Determine la probabilidad de que no haya dos personas a menos de d millas.

Solucién: Note que si d > 1/2 necesariamente al menos dos personas estardn a menos de d
millas. Asi pues, sea d < 1/2. Sea X; la posicién de la i-ésima persona. Sean Y; = X, los
correspondientes estadisticos de orden. Luego, la probabilidad solicitada es p = P (A) donde
A={Y; >Y,_1 +d;i =2,3}. Entonces,

- / fy (y)dy
1—2d
/ / / 3ldysdyady,
y1+d y2+d

1-2y
= 6/ / (1 —y2 — d)dyady:
0 y1+d

=(1-2d)°

El resultado puede entenderse a n personas. En este casod < 1/(n—1)yp = [1 — (n — 1)d| "

Ejemplo : Sean Xi,..., X, variables aleatorias independientes con X; ~ Exp()\;), ¢ =

1,...,n. Muestre que
Ak

P (X;C = ml’n{XZ-}) = m

Solucion:
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TET/ P (Nize{Xi > o] Xy, = z}) fx (z)dx
0
por independencia de las X;’s

= /Oo [IP (X >2)- fx(2)da

Uy
oo
:/ H(f}‘i“"O\ke*)"“zd:c
Uy
o0 n
:/\k-/ e~ Lizi My
0
Ak

Z?:l Ai

9.4. Ejercicios

Refiérase al Cuaderno de Ejercicios seccién 9, ( ).
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10. Desigualdades

Desigualdad de Markov: Sea X una variable aleatoria positiva con media finita, ux < oo.
Entonces, para todo ¢ > 0, se tiene

P(X>c¢<

Demostracion: Sin pérdida de generalidad suponga que X es una v. a. continua positiva con
f. d. p. f. Sea E[X] = ux, entonces,

px =BIX] = [ af(a)da
> /00 zf(x)dx

> c/oof(x)dx
=cP(X >¢)

y se sigue la desigualdad.

10.1. Desigualdad de Chebyshev

Desigualdad de Chebyshev: Sea X una variable aleatoria con media py y varianza o%

finita. Entonces )
o
P(X —px| 2 ¢) < I
Demostracién: Sean px = E[X] y 0% = var(X). Defina Y = (X — px)?. Entonces, Y es
una v. a. positiva y por la desigualdad anterior

P(v=e) <=,
P((X —px)? > ) <
P(IX — x> ) < %X

Algunos textos presentan alternativamente la desigualdad de Chebyshev en términos de la
desviacién estandar. A saber, para todo k > 0,

1
IP(|X*[1,X| <k0’)() Zl*ﬁ
Ejercicio : Verifique el resultado anterior.

En ocasiones la desigualdad de Chebyshev puede ser muy conservadora pero en otros en
que no puede ser mejorada, en el sentido que la cota se alcanza,

x| -1 0 41
p|1/8 6/8 1/8

Ejemplo : Considere la v. a. X con la siguiente f. m. p.

En este caso se tiene E[X] = 0, var(X) = E[X?] =2/8 y

P(|X—MX>2-;>:]P’(|X|>1):§

<0§(_%_1

— 2 12 4
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En el caso anterior se alcanza la igualdad por lo que la Desigualdad de Chebyshev
no puede ser mejorada. Sin embargo, en ocasiones la desigualdad pues resultar demasiado
conservadora al indicar, por ejemplo que P (|x —px| > e) <1.

Deigualdad de Chebyshev de un solo lado: Sea X una v. a. con media cero y varianza
finita. Entonces, para todo a > 0,
ok

P(X>a) < —2+
X=za)< @y or

Demostracion: Vea ( )

Ejemplo : El niimero de clientes por dia es una caja tiene una media de 20 clientes y una
desviacion estdndar de 2 clientes. ;Qué diria de la probabilidad de tener manana entre 17 y
23 clientes?

Solucién: px = E[X] = 20 y 0% = var(X) = 22 = 4. Se sigue de la desigualdad de
Chebyshev que

P(17< X <23)=P(16 < X < 24)
=P(-4<X—-pu<4)
=P (|X —pl <4)
=P (|X —pl <2(2)

1 3
=1=5 =7

Note que si o = 1, entonces k = 4 para cubrir el intervalo [17,23] y en tal caso

1 15

PI7T<X<23)=1— —=—
(IT< X <23) 16 16

Esto es, si se reduce la dispersién (varianza) aumenta la probabilidad del intervalo [17, 23].

Ejemplo : Se sabe por experiencia que el tiempo medio para reparar una méaquina es de
6.2 h y una desviacion estandar de 3.52 h. Suponga que un empleado nuevo se lleva 22.5 h
en reparar una maquina. ;Considera usted que necesita de capacitacién o entrenamiento?

Solucién: Sea Y el tiempo (aleatorio) de reparacién de una méquina. Si se aplica la Des-
igualdad de Chebyshev de un lado se tiene

3.522
P(Y >225) =P ((Y —6.2) >16.3) < — 2% —(0.044
(¥ > 225) = P(( )216.3) < 16.32 + 3.522

La probabilidad es relativamente baja, por lo que se sugiere entrenamiento.
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10.2. Desigualdad de Jensen

h(x)

I(x)=a+bx

R(ELX]) [ :

/ E[X] X

Definicién : Una funcién h continua en R se dice convexa si para todo xy € R, existe
una linea recta ¢(z) = a + bz que pasa por (zg, h(zg)) v queda por debajo de h(z). Esto es,
h(z) > ¢(x), para todo = € R.

Desigualdad de Jensen. Sea X una v. a. continua con esperanza finita y h una funcién
convexa tal que h(E[X]) existe. Entonces, se tiene que

E [h(X)] = h (E[X])

Demostracién: Puesto que h es una funcién convexa, existe una recta £(x) = a + bz que pasa
por (E[X], h(E[X])) y satisface que h(z) > ¢(z) = a + bx. ( La recta £ es la de la definicién
de arriba de funcién convexa.) Se tiene que h(X) > ¢(X) y tomando valor esperado de
ambos lados

E[h(X)] > E[((X)] = Ela 4+ bX] = a + bE[X] = ¢(E[X]) = h(E[X])
y se tiene la desigualdad.

Ejemplo : Sea X ~ unif(0,1) y h(z) = 2. Entonces, E[X] = 1/2 y h(E[X]) = 1/4.
Por otro lado, E[h(X)] = E[X?] = 1/3. As{ se cumple que

E[r(X)] = = > = = h(E[X])

W =
e~ =

10.3. Ejercicios

Refiérase al Cuaderno de Ejercicios seccién 10, ( )
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11. Sucesion de variables aleatorias y teoremas limite

Las definiciones sobre modos de convergencia de variables aleatorias que aqui se presentan
se han tomado del libro de Prof. ( ).

11.1. Modos de convergencia de variables aleatorias

Sea (£2, F,P) un espacio de probabilidad (EP) y sean X y X1, X, ... variables aleatorias
definidas sobre ese EP. A continuacién se presentan distintos modos de convergencia de
sucesiones de v. a.’s.

Definicién : Se dice que {X,,} converge casi seguramente o que converge con pro-
o1 S . 1 . .

babilidad 1 a X y se denota por X,, — X, o bien, X, L% X, si para “casi todo” w € Q 2,

Xp(w) — X(w).

Esto es, X, —» X,siVe>0yVweQD,3 N(w,e), tal que
| Xp(w)—X(w)|<e, n>N
El tipo de convergencia casi segura se le conoce también como convergencia fuerte.

Definicién : Se dice que {X,,} converge en probabilidad a X y se denota por X, N X,
si para todo € > 0, IP(| X, —X|> e) — 0.

Estoes,siVe>0yd>0, 3 N(ed), tal que
P(|Xn—X1[>€) <6 n>N

Note que la convergencia en probabilidad implica que P (| X, - X< e) — 1. El tipo de
convergencia en probabilidad se le conoce también como convergencia débil.

Definicién : Se dice que {X,,} converge en media cuadréitica a X y se denota por
X, 5 X, siE[| X, — X [*)] —0.

Esto es, si V e > 0 3 N(e), tal que

E{|XR—X\2}<6, n>N

Definicién : Se dice que {X,,} converge en distribucién a X y se denota por X, N X,
si F,,(z) — F(z) para todo x € C(F), puntos de continuidad de F, la f. p. a. de X y las
F},’s las correspondientes de X,.

Esto es, si Ve > 0y todo z € C(F), 3 N(e, z), tal que

| Fx(z) — F(z) |<e, n>N

Note que convergencia en distribucién no implica la convergencia de las correspondientes
f. d. p. 6 f. m. p.. Considere por ejemplo,

0 si r<1l—1/n
Folx)=< 1/2 si 1-1/n<xz<1l+1/n
1 si x>141/n

2Xp(w) — X (w) para “casi todo” w € Q, si la convergencia se da en todo w € §, excepto quiza para
aquellos w € D pero tal que P (D) = 0.
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Entonces, Fy,(z) — F(x) = 11 &)(), que es la funcién de distribucién que asigna toda la
probabilidad al punto z = 1. Sin embargo, para todo x € R,

Fal@) = Uit 1ty (@) — F(@) = Sy ()

que no es f. d. p..

Proposicion : Relacién entre los modos de convergencia

a). Convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucién pero no viceversa.
P D
X, — X = X, — X.

b). Convergencia casi segura implica convergencia en probabilidad pero no viceversa.
P
X, 35X = X, — X.

¢). Convergencia cuadrdtica media implica convergencia en probabilidad pero no vicever-
P
sa. Xp 4= X = X, — X.

d). Convergencia casi segura no implica convergencia cuadratica media ni viceversa.

11.2. Otros resultados limite

Teorema de continuidad de Lévy. Sea {F,} una sucesién de funciones de distribucién
y F una f. p. a.. Sean {p,} v ¢ las correspondientes funciones caracteristicas. Entonces,

I. Si F,,(x) — F(x), z € C(F), puntos de continuidad de F, entonces, ¢, (t) — ¢(t),
para todo t € R.

1. Siparatodot € R, {¢,(t)} converge a una funcién ¢(t), continua en ¢ = 0, entonces, g
es una funcién caracteristica, y si F' es la correspondiente f. p. a. entonces, F,(z) —
F(z), para todo C(F),

Teorema de mapeo continuo. Sea {X,,} y X v. a.’s y g una funcién continua. Entonces,

L Si X, 2 X, entonces g(X,,) £, g(X).

1. Si X, =25 X, entonces, 9(Xn) REN 9(X).

Proposicién : Sean {X,}, {Y,}, X y Y, v. a.’s. Entonces,

I. SanLXyYni)Y, entoncean+Yni>X+Y.
I Si X, =5 XyY, 25Y, entonces X,, +Y,, — X +Y.

. Si X, =+ X vV, 25 Y, entonces X,,Y,, — XY.

Teorema de Slutsky. Sean {X,}, {Y.}, X y Y, v. a’s y ¢ una constante. Entonces,

L SiX, 2 XyY, e entonces X, + Y, 5 c+ X

. Si X, i> XyY, i> ¢, entonces X, Y, i> cX

Nota: no necesariamente se tiene que si X, P x yY, L, Y, entonces X, +Y, P x +Y
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Ley Fuerte de los Grandes Numeros
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Figura 12: Las distintas trayectorias X, (w) correspondientes a distintas w € (, van
acercandose de valor de p conforme crece n. En la figura se muestra un histograma de
la distribucién original Gamma.

11.3. Ley de los grandes nimeros

Sean X1, Xs,... vaiid’s, S, =X+ + X,y X, = % = %Sn.
Ley de los grandes niimeros (LGN).
I. Versién fuerte (LFGN). Sean las X,,’s con media finita ;. Entonces,
X, =
Y viceversa, si X,, — ¢, para alguna constante finita ¢, entonces, E[X] es finita y
E[X] =c.

1. Versién débil (LDGN). Sean las X,, v. a.’s con media finita x. Entonces,

Xni>u

Notas:

I. La figura 12 muestra la evolucién de distintas trayectorias de X,,, correspondientes
a distintas w € 2, para cuando crece n. El histograma del panel superior de la figura
representa la distribucién original de las X’s.

1. La figura 13 muestra la concentracién de X,,, alrededor de la media p, para cuan-
do crece el tamano de la muestra n. El histograma del panel superior de la figura
representa la distribucién original de las X’s.
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Ley Débil de los Grandes Numeros

distribucion original
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Figura 13: Los valores de X, se va concentrando alrededor de p conforme crece el tamano de
muestra n. En panel superior se muestra un histograma de la distribucién original Poisson
con media de 2.5.

Demostracion:

I. De un nivel méas elevado que el presente curso ...

11. La demostracién se sigue del inciso anterior pues convergencia casi segura implica la
convergencia en probabilidad. Sin embargo, si ademds supone que las v. a.’s tienen
varianza ¢? finita , su demostracién sigue de la desigualdad de Chebyshev. A saber,
sea € > 0,

U%{n B a%/n

2 2 0

€ €

pues E[X,] = u y var(X,,) = o2 /n.

Notas:

1. La constante € puede verse como la precisién deseada en la aproximacién de X, a u.
La aproximacién es buena para n suficientemente grande.

2. P(| X, —p|>e) <%y

3. Considere que Xi,Xs,... son v.a.did. con X ~ Ber(p). Entonces, E[X] = p y

var(X) = p(1 — p). Luego, E[X,] = p y var(X,) = p(1 — p)/n, por lo que para
toda 0 < p < 1,
> pl—p) _ 1
P(|X,—p|>e) < 2P o
(| rl= 6) —  nez T 4ne?

pues la varianza es méxima cuando p = 1/2. Esto es, para toda p, p(1—p) < %(1 - %) =
1

1
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4. Considere dados €,§ > 0 y suponga que se desea que P (| Xo— > e) < 4. Se tiene
entonces que
p(l—p) p(l—p)
esto es, la condicién P (| X, — pu |> €) < & se satisface para n > %.

En el caso de mdzima incertidumbre p = 1/2. se tiene n > 1/45¢€>.

5. Sie=0.05y & = 0.10, entonces de? = 2.5 x 10~%, por lo que si desea que

_ 1
P(|X,, —p| > 0.05) <0.10, entonces n > 1251071 = 1000

Si por alguna razén se considera que p ~ 0.30, p(1 —p) =021 y

0.2
>__C g4
"= 95 %104

y si p =~ 0.15, entonces n > 510.

11.4. Teorema central del limite

Sean X7, Xo,... v.a.i.i.d.’s con media comin px y varianza Ug( finita.

Recordar,

E[X,] =
E[Sn} =npx ([)_(ng M;(/
var(S,) = nok Vardn) = oxm
Luego, cuando n — o0, se sigue que
E[S,] — 00 ; E[X,] —pu
var(S,) — +oo ; var(X,) — 0

Note al crecer n, en el caso de la suma 5, ésta “explota”, mientras que la media muestral

X, se “colapsa” en el sentido que converge a la constante .

La version del teorema central del limite que aqui se presenta es conocida como de
Lindberg-Lévy.

Teorema central de limite (TCL) Sean S,, y X,, como antes. Entonces, para las variables
Sn—npx _ Xn—px

\/no¥k - \/Uﬁ(/n

Zn 25 7 ~N(0,1)

estandarizadas Z, = , se tiene que

Demostraciéon: Sin pérdida de generalidad suponga que las propias X;’s ya son estandariza-

das, E[X;] = 0 y var(X;) = 1 y suponga que X tiene funcién generadora de momentos mx
finita. Entonces,

). mx(0) =E[e"¥] = 1.

1), miy (0) = Zmux(t)li-o = E[X] = 0

11). m's(0) = —mx (t)|t=0 = var(X) =1
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Se tiene también que

1). mg, (t) = [mx(t)]n, por ser v.a.i.id..
). mg, (t) = [mx(t/n)}n

). mgx, (t) = [mX(t/\/ﬁ)]".

Sea ahora L(t) = log(mx (t)). Entonces,

1). L(0) = 0.
0. L'0) = 1 lox(mx(0) = 750 =0
2 m m// _ m, 2 a2
). L”(O):%log(mx(o)): x(t) xﬁ(é){(t)[ KO 1(1)% .
t=0

(o, (1)) = o (/)] = g (/) = L) = L

/ _1,-3/2
S 2V N 2 Y0 e s
n—00 l/n n—o00 —n—2

o D

nooo 2n—1/2

— lm L/’(t/\/ﬁ)(_%nf?:/%tg

, Regla de L’Hopital

, Regla de L’Hopital

n—o0 —n—3/2
t2

_ . "

=5 nlgr;OL (t/+/n)

pues L”(0) = 1. Por lo tanto,

log(m iz, () = Z 04—

y por continuidad

m mx, (t) — et’/2

que corresponde a la f. g. m. de Z ~ N(0,1). Se sigue del teorema de continuidad de Lévy
que

_ X
vk = 9775

El teorema se concluye considerando W; = ux + ox X;.

Ly 7 ~N(0,1)

La figura 14 muestra el histograma de promedios al considerar muestras de tamano
n = 5,20,50,100. Al aumentar el tamano de la muestra el histograma se acerca més a una
curva “normal”. El histograma del panel superior representa la distribucién original de las
X;’s, en este caso, de una distribucién Beta.

Ejemplo : El tiempo de vida de unas lamparas se distribuye exponencial con tiempo
medio de vida de 10 dias. Tan pronto fallan son reemplazadas por otras idénticas. ;Cudl es
la probabilidad de que se necesiten méas de 50 ldmparas en un ano?

Solucién: X ~ Exp(f# = 10). S, = X1 + -+ + X,,.

365 — 50(10
P (S50 < 365) = P (Zn < ( )) B

—_— | = —1.91) =0.028
10v/50 ( )
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Teorema Central del Limite

Distribucion Original
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Figura 14: Los valores de X,, se va distribuyendo a manera de “campana” al rededor de
conforme crece el tamano de muestra n. En el panel central se muestra el histograma de la
distribucién original Beta.

Ejemplo : Sea X1, Xs,... v.a.iid.’s con media p y varianza o2. Sean S,, = X1 +--- + X,
X, = %Sn, Aproxime P (\ Xp—pl|> C)-

Solucion: Se sigue del teorema central del limite que para n grande,

X, —p .

=g~

N(0,1)

Entonces,

P(| Xn—pl|>c)=1-P(—c< X, —p<c)

G R
1 (2 5m) - (2 7))
TCL

@(m@%>_¢<0t%ﬂ

“()

Ejemplo : Se toma una muestra aleatoria de tamano n para determinar el porcentaje que
votard por el candidato X.
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Sean X1, Xs,... v.a.did’s X; ~ Ber(p). Luego, E[X] =p = px y var(X) =p(l —p) =
0% <1/4.

a). Sin =900,

—0.025
£/+/900

_ C
P(| X, —p|>0025) = 20 ( ) = 28(—1.50) = 2(0.067) = 0.1336

b). P(| X,, —p|> c) = 0.01. Determine ¢ si n = 900.

20 (or/_\jﬁ) =0.01

c=—z0050/Vn
1
= 2.576 - = //900
2 0.005 0.005

— 0043 Z0.005 Zp.995 = 2.576

¢). Determine n de manera que P (] X,, — p |> 0.025) = 0.01.
P (‘Xn*pl > 0.025) = 0.01.

TN TN
Por otro lado, z.995 = 2.576 = %9?/55 Asi,
2.576 1
Vn = 095 3= 51.517 y por lo tanto  n ~ 2654

11.5. Ejercicios

Refiérase al Cuaderno de Ejercicios seccién 11, ( ).
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