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Prefacio

Hace dos anos se iniciaron las sesiones de ejercicios que llaman laboratorios de los cursos
de Célculo de Probabilidades I y II. Los encargados de los laboratorios inicialmente fueron
David I. Lépez Romero y L. Jordan Linares Pérez, alternandose los cursos. Cada uno de ellos
colectd los ejercicios para sus sesiones. Ahora hemos empezado a recuperar las respuestas
de los ejercicios y resolveremos una seleccién de ellos. Este cuaderno es el resultado de ellos.

Esta nueva versién incluye la colaboracién de José Carlos Cruz Aranda de la segun-
da generacién de laboratoristas, quien aporté mas ejercicios e uniformizé la notacién. Lo
correspondiente para el laboratorio de Célculo de Probabilidades II. Nuevamente se in-
tercambiaran los cursos y este semestre de primavera 2023, Caleb Gopar Morales serd el
encargado del laboratorio de Célculo de Probabilidades I y Carlos Cruz A. del laboratorio
de Célculo de Probabilidades II.

Cualquier error que identifique, comentario y/o sugerencia serdn bienvenido. Mucho agra-
deceré me lo dirija a Ernesto Barrios <ebarrios at itam.mx>.

Ciudad de México, 2 de enero de 2023
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Laboratorio Cuaderno de Ejercicios 4

10.

Introduccién

. Sean A y B subconjuntos de €. Demuestre que

AC B <<= B°C A°

. Demuestre que si A y B son conjuntos, entonces

P(ANB)=P(A)NP(B)

Sean A, B y C conjuntos. Demuestre que

a) A-B=A-(ANB).

b) A— B=(AUB) - B.

c) A—(B-C)=(A-B)U(ANQO).
d) A= (AN B)U(ANB°).

. Demuestre las leyes (o férmulas) de De Morgan. Si {A;|i € I} es una coleccién arbi-

traria de subconjuntos de €2, entonces
a) <U1Az> = ﬂzAf
by (M:A:) = U, A

. Pruebe que el conjunto potencia de € # () arbitrario es una o-algebra.

Sea Q = {a,b,c,d} y sean A = {a,b} y B = {b,c}. Defina la familia A = {A, B}.
Determine si A es o-dlgebra. Encuentre la minima o-algebra que contiene a A, que se
define por:

o{A} = ﬂ{EIE > A}

Sean F; para ¢ =1,...,n una coleccién de o- dlgebras. Defina a

Pruebe que F es o-algebra.
(Observaciéon: La demostracién en version infinita es andloga.)

Sean Fj y JFo dos o- dlgebras de subconjuntos de ). Pruebe que F; U F2 no necesa-
riamente es una o-algebra.

Sea F una o-algebra de subconjuntos de 2. Pruebe que la coleccién F¢ = {A¢|A € F}
es una o-algebra. Compruebe que F¢ y F coinciden.

Sean A y B dos subconjuntos arbitrarios del espacio muestral ) de un experimento
aleatorio. ;Qué conjuntos es necesario anadir a la coleccién {A, B} para convertirla
en la minima o—4&lgebra de subconjuntos de {2 que contiene a A y a B?

CALCULO DE PROBABILIDADES I version 0.41
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2.

Espacios de probabilidad

. Se escoge un nimero al azar dentro del intervalo (—1,1) ;Cuél es la probabilidad de

que la ecuacién cuadrética axz? + 2 + 1 = 0 tenga dos raices reales distintas?

. Un modelo de una ruleta puede construirse tomando un espacio de probabilidad uni-

forme sobre una circunferencia de radio 1, de manera que la probabilidad de que el
apuntador caiga en una arco de longitud s es s/2m. Suponga que el circulo se divide
en 37 zonas numeradas 1,2, ...,37. Calcule la probabilidad de que la ruleta caiga en
una zona par.

. Una caja tiene 10 bolas numeradas 1, 2, ..., 10. Una bola se elige al azar y una segunda

bola se elige de las 9 restantes. Encuentre la probabilidad de que los ntmeros de las
2 bolas difiera en 2 o0 mas.

. Suponga que un experimento se realiza m veces. Para cualquier evento E del espacio

muestral, sea n(E) el nimero de veces que E ocurre, y defina f(E) = n(E)/m.
Muestre que f es una medida de probabilidad. (Es decir, satisface los Axiomas de la
Probabilidad.)

. Desigualdad de Bonferroni. Muestre que dados dos eventos A, B se cumple

P(ANB) > P(A) + B(B) — 1

Asimismo, verifique que si P(E) = 0.9 y P(F') = 0.8, entonces P(ENF) > 0.7.

. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad donde F es una o-algebra de subconjuntos

de Q y P es una medida de probabilidad que asigna probabilidad p(> 0) a cada uno
de los puntos de ).

s Muestre que 2 debe tener un nimero finito de puntos. (Sugerencia: muestre
que 2 no puede tener mas de 1/p puntos.)

» Muestre que si n es el nimero de puntos de 2, entonces p debe ser 1/n.

. Sean P, ..., P, medidas de probabilidad sobre (2, F) y aq, ..., a, nimeros no nega-

tivos tales que Y1 ; o; = 1. Demuestre que la combinacién convexa

P = i CKZ']P)i
i=1

es una medida de probabilidad.

. Supongamos que tenemos dos dados honestos. Resuelva los siguientes incisos:

a) Calcule la probabilidad de que la suma del resultado de ambos dados sea igual a
ocho.

b) Obtenga la probabilidad de que el resultado del primer dado sea menor al resul-
tado del segundo.

¢) Calcule la probabilidad de que al menos sale un ’6’.

. Sean A, B y C tres eventos en el espacio muestral ). Suponga que

= AUBUC =

= P(A) = 1.

CALCULO DE PROBABILIDADES I version 0.41
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10.

11.

12.

13.

14.

Resuelva los siguientes incisos:

a) Calcule P(AN B).

b) (A, By C forman una particién de Q7
) Encuentre P(C' — (AU B)).
)

C
d) SiP(CN(AUB))= 3, halle P(C).

Un estudio sobre el niimero de sismos mayores a 5 grados en escala Richter que ocurren
al ano en la Ciudad de México demuestra que la probabilidad de tener x + 1 sismos en
un ano es % de la probabilidad de tener z sismos en un ano. ;Cuél es la probabilidad
de que en un ano ocurran dos o mas sismos?

Pruebe la desigualdad de Boole.

P(JAn) <D P(4)

Un sistema consiste en 5 componentes, los cuales estan trabajando apropiadamente o
estan fallando. Considere el experimento de observar el estado de cada una de las com-
ponentes y sea la salida del experimento un vector de la forma (z1, z2, x3, 24, x5) donde
x; es 0 6 1, dependiendo de que la componente i-ésima ha fallado o esté trabajando
respectivamente

a) ;Cuantés elementos hay en el espacio muestral?

b) Sea A, el evento que denota cuando las componentes 4 y 5 han fallado? ; Cudntos
elementos tiene el evento A?

Una escuela ofrece clases de tres idiomas: inglés, francés y alemén. Las clases estan
abiertas a todos los 100 estudiantes en la escuela. Hay 28 alumnos en la clase de inglés,
26 en la de francés, y 16 en la de aleman. Hay 12 estudiantes llevando inglés y francés,
4 llevando inglés y aleméan, y 6 cursando aleméan y francés. Hay ademas 3 estudiantes
llevando los 3 idiomas.

a) Si se elige al azar un estudiante, jcudl es la probabilidad de que no esté llevando
ninguno de los idiomas?

b) Si se selecciona aleatoriamente un estudiante, jcuél es la probabilidad de que
esté estudiando un idioma exactamente?

¢) Si 2 estudiantes se seleccionan al azar, calcule la probabilidad de que al menos
uno esté llevando una clase de idiomas.

Sea una caja con r bolas rojas y b bolas negras. Se elige al azar una bola de la caja
y luego se saca una segunda bola de las bolas restantes. Encuentra las siguientes
probabilidades:

a
b

) ambas bolas son rojas;
)

c¢) la primera bola es negra y la segunda es roja;
)

la primera bola es roja y la segunda es negra;

d) ambas bolas son negras.

CALCULO DE PROBABILIDADES I version 0.41
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10.

11.

12.

Técnicas de conteo

. {Cuéntas placas diferentes en la Ciudad de México se pueden formar si los primeros

tres lugares serdn ocupados por letras (26) y los siguientes cuatro se ocupardn por
nimeros del 0 al 97

. A partir del inciso anterior. ;Cudntas placas se pueden formar si no se permite la

repeticién de nuimeros y letras?
. De cuantas formas se pueden ordenar las palabras siguientes?

a) FLUKE,
b) PROPOSE,
¢) MISSISSIPPL.

. {De cuantas maneras pueden sentarse 10 personas en un banco si hay 4 sitios dispo-

nibles?

. Se debe colocar a 5 hombres y 5 mujeres en una fila de modo que las mujeres ocupen

los lugares pares. ;De cuantas maneras puede hacerse?

(De cuantas maneras se pueden sentar 5 mujeres y 5 hombres alrededor de una mesa
redonda, si deben sentarse alternadamente?

10 matrimonios son colocados en una mesa redonda, calcule la probabilidad de que
un esposo y una esposa no se sienten juntos.

Sean Ay B dos conjuntos finitos tales que |A| =m y |B| = n.

a) ;Cuéntas funciones diferentes f : A — B se pueden definir?

b) ;Cuéantas funciones inyectivas distintas f : A — B se pueden construir?
Un alumno de Caélculo de Probabilidades I debe escoger 7 de las 10 preguntas del
examen final departamental.

a) ;De cudntas maneras puede elegir?

b) Si las primeras 4 son obligatorias, jcuantas formas le quedan para escoger?
De cuantas maneras se pueden ordenar 3 novelas, 2 libros de matematicas y un libro
de quimica si

a) Los libros se pueden ordenar sin restricciones,

b) Los libros de mateméticas deben estar juntos y las novelas también,

¢) Las novelas deben estar juntas, pero los deméds se pueden ordenar sin restricciones
Se quiere hacer un comité de 7 personas, compuesto por 2 miembros del partido A, 2
miembros del partido B y 3 independientes. Los miembros de dicho comité se elegiran

de un grupo compuesto por 5 miembros del partido A, 6 miembros del partido B y 4
independientes. ; Cuantos comites son posibles?

Una caja contiene 40 fusibles en buen estado y 10 fusibles defectuosos. Si se eligen 10
fusibles al azar, jcudl es la probabilidad de que todos estén en buen estado?

CALCULO DE PROBABILIDADES I version 0.41
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13.

14.

15.

Determine el nimero de distintos arreglos (x1, ..., x,), tales que z; es 06 1y

n
i=1

. Cudntos subconjuntos existen de un conjunto de n elementos? (Sugerencia: Defina
a las combinaciones de n en k como el nimero de subconjuntos de tamano k y aplique
el teorema del binomio de Newton.)

(Cuantas formas hay de tener cierta mano en el juego de péquer, para los siguientes
casos? (Suponga que no se utilizan las cartas denominadas Joker)
a) No se tiene dos cartas del mismo nimero.

b) Full house (Consta de una tercia -tres nimeros iguales- y un par -dos nimeros
iguales-).
¢) Péquer (cuatro nimeros iguales).

d) Color (Cinco cartas del mismo palo).

Independencia y probabilidad condicional

. Considere que el espacio de probabilidad (2, F,P) y el evento B € F tal que P(B) > 0.

Muestre que la medida de probabilidad Pg definida para todo evento A € F

Pa(A) = P(AIB) =~ 2

es una medida de probabilidad formal. Esto es, satisface los axiomas de probabilidad
o de Kolmogorov.

. Si Ay B son eventos independientes, demuestre que A y B¢ son también indepen-

dientes. ;A°y B¢ son independientes?

Demuestra los siguientes enunciados:
a) SiP(B) =1, entonces P(A|B) = P(A) para cualquier A.
b) Si A C B, entonces P(B|A) =1y P(A|B) = %
c) PIANBNC)=P(ABNC)P(B|C)P(C)

Un par de eventos A y B no pueden ser mutuamente excluyentes e independientes.
Demuestra que si P(A) > 0 y P(B) > 0, entonces:

a) Si Ay B son mutuamente excluyentes, entonces no pueden ser independientes.

b) Si Ay B son independientes no pueden ser mutuamente excluyentes.

. Se eligen sin reemplazo dos digitos al azar del 1 al 9. Si la suma de los digitos es par,

encuentre la probabilidad de que ambos digitos sean impares.

Tres caballos A, B 'Y C participan en una carrera. El suceso “A vence a B”se des-
gina por AB. El suceso “A vence a B el cual vence a C”se designa por ABC' y asi,
sucesivamente. Se sabe que P(AB) = 2/3,P(AC) = 2/3 y P(BC) = 1/2. Ademas,
P(ABC) =P(ACB), P(BAC) =P(BCA) y P(CAB) =P(CBA).

CALCULO DE PROBABILIDADES I version 0.41
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10.

11.

a) Calcule la probabilidad de que A venza, que B venza y que C' venza.
b) Determine si AB, AC' y C'B son independientes.

En un tiro al blanco, la probabilidad de éxito es de 1/5. Se lanzan 10 tiros de manera
independiente.

a) Calcule la probabilidad de tener éxito en al menos dos ocasiones.

b) Si sabe usted que al menos en una vez se tuvo éxito, determine la probabilidad
que al menos haya habido dos éxitos.

En una caja hay 15 pelotas de tenis de las cuales 9 han sido utilizada. Al dia siguiente se
seleccionan de la caja nuevamente 3 pelotas. ;Calcula la probabilidad de que ninguna
de estas 3 pelotas haya sido utilizada anteriormente?

Un componente de un motor de cohete falla 5 % de las veces que se enciende el cohete.
Para conseguir mayor seguridad de que el motor funcionara, se duplica el componente
n veces. El motor solo falla si las n componentes fallan a la vez. Asumiendo que las
fallas en los componentes son independientes. ;Cudl es el valor mas pequenio que n
puede tomar para garantizar que el motor funcione 99 % de las veces?

Gregor Mendel fue un monje que, en 1865, sugirié una teoria de la herencia basada
en la ciencia de la genética. El identificé individuos heterocigotos para color de flor
que tenian dos genotipos (un r = genotipo color blanco recesivo y un R = genotipo
color rojo dominante). Cuando estos individuos se apareaban, se observaba que 3/4
de la descendencia tenian flores rojas y 1/4 tenfan flores blancas. La tabla siguiente
resume este apareamiento; cada padre da uno de sus genotipos para formar el gen de
la descendencia.

Padre 2
Padre 1 r R
r T rR
R Rr RR

Suponemos que es igualmente probable que cada padre contribuye con cualquiera de
los dos genotipos y que, si uno o dos de los genotipos en un par es dominante (R),
la descendencia tendrd flores rojas. ;Cudl es la probabilidad de que un descendiente
tenga

a) al menos un genotipo dominante?,

b) al menos un genotipo recesivo?,

¢) un genotipo recesivo, dado que la descendencia tiene flores rojas?
Imaginate que Harry Potter tiene el sombrero seleccionador y en el se encuentre 2
monedas: una moneda honesta y una moneda con aguila en las 2 caras. Harry se pone
a jugar con Ron para ver quien se toma la pocién mulijugos y selecciona una moneda
al azar, la lanza y cae aguila.

a) ;Cuél es la probabilidad de que la moneda sea honesta?

b) Se lanza la misma moneda una segunda vez y cae aguila. ;Cuédl es la probabilidad
que sea la moneda honesta?

CALCULO DE PROBABILIDADES I version 0.41
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12.

Un estudiante de su clase se encuentra realizando su examen final de Calculo de
Probabilidades 1 que consta de 20 preguntas con respuestas de verdadero y falso. El
estudiante sabe las respuestas a N de las preguntas, las cuales contesta correctamente.
El resto las contesta aleatoriamente. La probabilidad condicional de que el estudiante
sepa la respuesta de una pregunta, dado que la contestd correctamente, es de 0.824.
Calcular N.

Probabilidad total y teorema de Bayes

. Sean A, B y C eventos, demuestre:

a) SiP(A|B) = P(A|B¢), entonces A y B son independientes.
b) Si P(A|C) > P(B|C) y P(A|C°) > P(B|C¢), entonces P(A) > P(B).
c) SiIP(ANBNC)#0yP(C|AN B) =P(C|B), entonces P(A|BNC) =P(A|B)

. Sean By, Bs,..., B, eventos mutuamente excluyentes y B = U;-Lzl Bj. Suponga que

P(Bj) >0y que P(A|B;) =pparaj=1,2,...,nyp € (0,1). Pruebe que P(A|B) = p.

Una prueba de laboratorio consiste en analizar una muestra de fluidos para detectar
la COVID-19 que padece el 1% de la poblacién. Por pruebas del laboratorio se sabe
que si la persona esta enferma, con probabilidad 0.98 la prueba es positiva. En caso
de no estar enfermo, la prueba da negativo con probabilidad 0.95. Si se selecciona a
una persona aleatoriamente en la poblacién y se le aplica la prueba, y esta resulta
positiva, jcudl es la probabilidad de que la persona esté enferma?

Un chimpancé ha parido un cachorro y no se sabe cudl de los 2 chimpancés machos
sea el padre. Se cree que el macho 1 es el padre con probabilidad p, y el macho 2 con
probabilidad 1 — p. Se toman muestras del DNA de ambos machos y de la madre. Un
marcador genético muestra que la madre tiene la pareja de genes (A, A). El macho 1
tiene la pareja (a,a), y el macho 2 tiene la pareja (A, a). Si resultase que el cachorro
tiene la pareja de genes (A, a), muestre que la probabilidad de que el macho 1 sea el
padre es de 2p/(1 + p).

. Tres cocineros, A, B y C, hacen una clase especial de pastel, respectivamente, cada

cocinero tiene probabilidad .02, .03 y .05 de que no se esponje. En el restaurante donde
trabajan, A hornea 50 por ciento de los pasteles, B 30 por ciento y C' 20 por ciento.
., Qué proporcién de ‘fallas’ es causado por A?

Una firma farmacéutica utiliza tres planes analiticos para el diseno y desarrollo de un
producto en particular. Por razones de costos, los tres planes son usados en tiempos
distintos. De hecho, los planes 1,2 y 3 son usados en 30 %, 20 % y 50 % de los productos
respectivamente. La tasa de defectuosos son diferentes para los distintos planes. A
saber,

P(D|E;) = 0.01, P(D|E2) = 0.03 P(D|E3) = 0.02

donde P(D|Ej) es la probabilidad de un producto defectuoso bajo el j-ésimo plan. Si
se selecciona un producto al azar y se ve que es defectuoso, jbajo cual de los planes
es mas posible que haya sido producido?

Se observa que hombres y mujeres reaccionan de modo diferente a un conjunto deter-
minado de circunstancias; se sabe que 70 % de las mujeres reaccionan positivamente
a estas circunstancias mientras que de este mismo modo reaccionan solo 40 % de los

CALCULO DE PROBABILIDADES I version 0.41
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10.

11.

hombres. Un grupo de 20 personas, 15 mujeres y 5 hombres, se sometié a estas cir-
cunstancias y a los sujetos se les pidié describieran sus reacciones en un cuestionario
escrito. Una respuesta elegida al azar de las 20 fue negativa. ; Cudl es la probabilidad
de que haya sido de un hombre?

Problema de los tres prisioneros: A tres prisioneros, a quienes llamaremos A, B 'y
C, les informa su celador que se ha escogido al azar a uno de ellos para ser ejecutado,
dejando a los otros dos en libertad. El prisionero A sabe que tiene probabilidad 1/3
de ser ejecutado y le pide al celador que le diga en secreto cudl de sus dos companeros
saldréd libre argumentando que por lo menos uno de ellos saldra en libertad y que
saber esta informacién no cambia su probabilidad de ser ejecutado. El celador, por
el contrario, piensa que si el prisionero A sabe cudl de sus dos compafierros saldra
en libertad, la probabilidad de ser ejecutado aumenta a 1/2. ;Quién tiene la razén?
Justifique su respuesta.

La paradoja de la caja de Bertrand. Se tienen tres cajas y cada una de ellas
tiene dos monedas. La caja C contiene dos monedas de oro. La caja Cy contiene una
moneda de oro y una de plata. La caja Cs contiene dos monedas de plata. Se selecciona
una caja al azar y de alli se escoge una moneda. Si resulta que la moneda escogida es
de oro, jcudl es la probabilidad de que provenga de la caja con dos monedas de oro?.
Responda los siguientes incisos.

a) Argumente con palabras que la respuesta es 1/2.

b) Demuestre que la respuesta es 2/3

La urna de Poyla: En una urna se tienen r bolas rojas y b bolas blancas. Un ensayo
consiste en tomar una bola al azar y regresarla a la urna junto con k bolas del mismo
color. Se repite este ensayo varias veces y se define el evento R,, como aquel en el que
se obtiene una bola roja en la n-ésima extraccion.

a) Demuestre por induccién sobre n que P(R,) = (Sugerencia: Calcule

,
r+b
el evento R,, para n = 1,2 para comprender mejor el comportamiento de este
experimento aleatorio).

b) Calcule P(R;1|R2).

Una planta de manufacturas hay tres métodos de produccién A, B,C en donde A =
.30, B = .45, C' = .25 de la produccidn total. Las lineas tienen una tasa de defectuosos
%2, %3, %2. Se elige de una planta un articulo al azar. ;Cudl es la probabilidad de
que sea defectuoso?

Variables aleatorias

. Sea (9, F,P) un espacio de probabilidad tal que F = {0, 2} ;Cuéles son todas las

variables aleatorias definidas sobre este espacio de probabilidad?

. Sea Q={-1,0,1} y F = {0, {0},{—1,1},Q}. Considera la funcién identidad X (w) =

w. Demuestra que X? es una variable aleatoria, pero X no lo es.

Pruebe que si X : (2, F) — (R, B(R)) definida por X = ¢ para toda = € R entonces
X es una variable aleatoria.

Sean X, Y variables aleatorias, y ¢ una constante. Pruebe que:
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a) c¢X es una variable aleatoria.

)

b) X +Y es variable aleatoria.

¢) XY es variable aleatoria.

d) SiY # 0 entonces X/Y es variable aleatoria.

e) {XVY} =max{X, Y}y {X AY} =min{X, Y} son variables aleatorias.
)

| X| es variable aleatoria.

f
5. Compruebe que las siguientes funciones son f.m.p. propias:
a) f(z)= W’_z), pP'(l—p)" *six=1,2,..,n, (0 <p <1 constante)

b) g(z) = Me Gix=0,1,2,...

x!

r—1 .
¢) h(z) :{ o six=1,2,...

0 en otro caso.
(1—pp~ "t
———— siz=1,...,n, (0<p<1constante
d) qlx)={ [T _pr O<p )
0 en otro caso.

6. En un grupo grande de objetos una fracciéon 6 son defectuosos. Si el nimero de ex-
tracciones (con reemplazo) necesarias para obtener el primer objeto defectuoso es una
variable aleatoria X con funcién de probabilidad

P(X =j) = A(0.95) 1 j=1,2,...

a) Calcule el valor de A.
b) ;Cual es la proporcion 6 de defectuosos?

¢) ;Cual es la probabilidad de que sea necesario examinar mas de 20 objetos antes
de obtener el primer defectuoso?

7. Suponga que un dado justo es lanzado dos veces. Muestre los valores posibles de las

siguientes variables aleatorias y calcule su correspondiente f. m. p.
a) El valor méximo de las caras obtenidas.
b) El valor minimo de las caras obtenidas.
c¢) La suma de las caras obtenidas.

8. Considere una caja que tiene 12 bolas marcadas con los nimero 1,2,...,12. Dos reali-
zaciones independientes son hechas del experimento de seleccionar una bola de la caja
al azar. Sea X el mayor de los nimeros de las bolas seleccionadas.

a) Calcule la f.m.p de X cuando la seleccién es con reemplazo.
b) Calcule la f.m.p de X cuando la seleccién es sin reemplazo.

9. Sea X la diferencia entre el niimero de soles y el niimero de dguilas obtenidos mediante
n volados de una moneda justa.

a) ;Cuéles son los valores posibles de X7

b) Para n = 3, calcule la f.m.p. de X.
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10. Se tiene una diana dividida en n anillos circulares concéntricos de radio 1/n,2/n, ...,n/n.

Se lanza un dardo al azar y si cae entre los discos D; — D;_1, i = 1,...,n, se gana
usted n — 7+ 1 pesos. Sea X la variable aleatoria que representa lo ganado. Encontrar
la funcién masa de probabilidad.

11. Cualquier punto en el intervalo [0, 1) puede ser representado por su expansién decimal

.r1x2... Suponga que un punto de este intervalo es escogido al azar. Sea X el primer
digito de la expansion decimal que representa al punto. Determine la funcién masa de
probabilidad (f. m. p.) de X.

12. En una caja tenemos tres bolas numeradas 1,2 y 3. Sacamos tres bolas con reposicién

y llamamos X; , ¢ = 1,2, 3 al resultado de la i-ésima extraccién. Sea X el promedio
de estas variables:

X1+ Xo+ X3
3

X:

Determine la funcién masa de probabilidad de X. Calcule la probabilidad de que
exactamente dos extracciones sean iguales a 3.

13. Supongamos que estamos en un programa de televisién y tenemos que pasar por un

juego en donde enfrente nos ponen 2 cajas, una sélida y una de madera que se rompe
al pisarla. ;Cudl es la probabilidad que llegues al otro extremo sin romper ninguna
caja, si para llegar al final tienes que pisar 18 cajas?Si tu eres la segunda persona en
pasar y la primera llego a la caja 9. ;Cudl es la probabilidad que llegues al final sin
caerte?

Calculo de probabilidades con variables aleatorias

1. Suponga una caja que tiene r bolas enumeradas 1,2, ...,r. Una muestra aleatoria de
tamafio n es seleccionada sin reemplazo. Sea Y el mayor de los ntiimeros de las bolas
seleccionadas y sea Z el menor de estos niimeros.

a) Calcule la probabilidad de que P(Y < y).
b) Calcule la probabilidad de que P(Z > z).

2. Suponga que lanzamos una moneda tres veces. Sea X la variable aleatoria que deter-
mina el nimero de aguilas. Determine:

a) El espacio muestral Q.
b) La funcién de masa de probabilidades.
¢) La funcién de distribucién. Asmismo, grafiquela y pruebe que, en efecto, es una

funcién de distribucién de probabilidad acumulada.

3. Calcule la funcién de distribucién de las variables aleatorias definidas en el ejercicio
del laboratorio 6, sobre el par de dados y las funciones de probabilidad para distintas
variables aleatorias, definidas, médximo, minimo y suma.

4. El nimero de personas que entran a una tienda departamental en un periodo de una
hora es modelado por medio de una variable aleatoria X con funcién de masa:

1

Ix(z) = mﬂ{o,m,... 3 ()
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a) Demuestre que es una funcién de masa de probabilidades.
b) Determine la probabilidad de que entren més de 4 personas, dado que entraron
al menos 2 en una hora.

5. La variable aleatoria X representa el rendimiento mensual de un activo financiero y
tiene funcién de densidad

2 £ <0

fX(x):{ e~ 2T x>0

Encuentre la funcién de distribucién acumulada F'x (z) para toda x € R.

6. La duracién de llamadas telefénicas de celular es una variable aleatoria X medida en
minutos cuyo fdp estd dada por

fx(z) = kxe 11y o), dondek >0

a) Halle el valor de k.
b
c

d

)
) (Cuadl es la probabilidad de que una llamada dure entre 5 y 10 minutos?

) Encuentre la funcién de distribucién Fx (z).

) Calcule la probabilidad de que una llamada dure menos de 10 minutos dado que
ya duro més 5 minutos.

7. La funcién de masa de probabilidades de una variable aleatoria X es dada por

cA\*
fx(x) = jl{o,m,... ()

donde A > 0 es una constante. Encuentre

a) El valor ¢ para que fx(x) sea una funcién de masa de probabilidades.
b) P(X =0).
c) P(X > 2).

8. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad

Ox si0<z<1/2,
fly=¢ 6(1—x) sil/2<z<]1,
0 en otro caso.

a) Encuentre el valor de la constante que hace a f(x) una funcién de densidad
b) Encuentre los valores de a y b tales que P(a < X < b) =7/16 y b — a es minimo
9. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad como aparece abajo.

Grafique f(x) y compruebe que efectivamente es una funcién de densidad. Adema&s
encuentre y grafique la funcién de distribucién correspondiente.

3 2
f(-’II): % si —1<ax<l,
0 en otro caso.
Calcule:
a) P(IX] < 3),
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b) P(X <0),
c) P(|X| < %), n €N,
d) P(|X| > 3).

10. Grafique cada una de las siguientes funciones y compruebe que son funciones de dis-

tribucién. Determine, en cada caso, si se trata de la funcién de distribucién de una
variable aleatoria discreta o continua. Encuentre ademas la correspondiente funcién
de probabilidad o de densidad.

0 six <0,
a) Flz)=q¢ = si0<z <1,
1 siz > 1.

{1—61 siz >0,

b) F(z) = 0 en otro caso.

0 six <0,

1/5 si0<z<1,

¢) Flz) = 3/5 sil<z<2,
1 sixz > 2.

11. Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad acumulada F dada por:

;

x <0
3z 1
5 OSZL’<§
Fla)={ b 1o, 2
243z 2
1 rz>1

\

a) Calcule P(; < X < 32).
b) Verifique que P(X = )+ P(X = ) =0.2

12. Variables aleatorias mixtas. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de

distribucion
1—e® siz>0
F(x) = ’
() { 0 en otro caso.
Sea ¢ > 0 una constante. Encuentre y grafique la funcién de distribucién de las

siguientes variables aleatorias:

a) U =min{X, c}.

b) V =méx{X,c}.
Estas variables aleatorias no son discretas ni continuas, son ejemplos de variables alea-
torias mixtas. Para estas distribuciones puede comprobarse que no existe la funcién

de densidad, es decir, no existe una uncién f(u), en el sentido usual, tal que para todo
numero real z,

Flz) = / Oo f(u)du.
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8. Funcidn de riesgo y de supervivencia (sobrevivencia)

1. En el ITAM, el 40 % de los alumnos son fordneos. Se extrae una muestra de 4 alumnos
(independiente) y se contabilizan el nimero de fordneos de la muestra.

a) Encuentre fx(x).
b) Encuentre Fx(x).

2. Obtenga la funcién de densidad de la variable aleatoria X con funcién de distribucién

0 z <0

22 /4 0<z<1
Px@ =90 a41)/3 1<a<2

1 x> 2

3. La variable aleatoria X modela el tiempo de vida en afios de un reproductor de musica,
con funcién de supervivencia (sobrevivencia)

x\h8
Sx(z) = exp{ - (5) } para x>0
a) Encuentre la funcién de distribucién de X.
b) Obtenga la funcién de densidad de X.

¢) Si se sabe que P(X > 3) = e~ ! y P(X > 6) = e~* Determine la probabilidad de
que el componente siga funcionando después de 4 afios.

d) {Qué puede decir del comportamiento de la tasa de riesgo a partir de los pardme-
tros a y 87

4. La funcién de riesgo hx(z) = 0.527'/2 para 2 > 0. Encuentre la funcién de densidad
de probabilidades.

5. La variable aleatoria X tiene la funciéon de masa de probabilidades:

fx(x) =p(1 —p)*Lio1,,..3(T)
para algin valor de p fijo, con 0 < p < 1.
a) Demuestre que es funcién de masa de probabilidades para cualquier valor de
p € (0,1).

b) Demuestre que la funcién de distribucién es

0 <0
FX(«T)_{ 1_(1_p)l_3}J+1 x>0
donde |z| denota la parte entera de x.
¢) Encuentre la funcién de supervivencia (sobrevivencia).
d) ;Cuadl es su tasa de riesgo?

e) Para n,m € N con n,m > 1, demuestre que X satisface la siguiente propiedad:

P(X >n+m|X >n) =P(X >m)
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6. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién
Flaz)=1—¢>

a) Obtenga su funcién de densidad.
b) Obtenga la funcién de supervivencia (sobrevivencia).
c¢) Obtenga la tasa de riesgo.

7. El tiempo de espera en minutos en una fila de supermercado es modelado por medio
de una variable aleatoria con funcién de supervivencia

Sx(x)=e“ conc>0

a) Hallar la funcién de densidad de X.

b) Obtenga la tasa de riesgo.

¢) Calcular la probabilidad de que una persona tarde en total mas de 10 minutos
en la fila dado que ya ha estado formado al menos 2 minutos.

8. Se tiene una variable aleatoria X con la siguiente funcién de densidad

0o’
f(z) = Wﬂ[a,oo)(l‘)

a) Pruebe la funcién de distribucién de X es

(0%

Flz)=1— (7)9 1o 00 (%)

X

b) Obtenga la funcién de supervivencia.
¢) Obtenga la tasa de riesgo asociada.
d) Suponga a = 5. Si P(X < 10) = 0.8 encuentre el valor de . (Use 4 decimales).

9. Pruebe la verdad o falsedad de la siguiente afirmacién:
Si fi(x) y fa(z) son funciones de densidad y si los valores 67 y 03 son tales que
01 + 02 = 1 con 6162 > 0, entonces 01 f1(z) + O2f2(z) es también una funcién de
densidad.

10. Pruebe la verdad o falsedad de la siguiente afirmacién:
Si F(z) y G(z) son funciones de distribucién y si los valores 61 y 02 son tales que
01 + 602 = 1 con 0105 > 0, entonces 01 F(x) + 02G(x) es también una funcién de
distribucion.

9. Informacion obtenida de las variables aleatorias

1. Demuestre que si p;1 < po son dos probabilidades estrictamente positivas, entonces
¢p, < Cpy, donde ¢, representa el cuantil asociado a p;, con i = 1,2

2. Calcule los cuantiles al 70 %, 80 % y 90 % para las variables aleatorias con funcién de
probabilidad:

z | -2 -1 0 1 2
@) f(z) |1/10 5/10 1/10 2/10 1/10
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T ‘ 1 2 n
fl@)|1/2 1/4 - 1/27

3. Calcule todos los cuartiles, si existen, de la funcién de distribucién:

b)

0 six <0,
a) Flz)=¢ = si0<z <1,
1 six > 1.
0 siz <0,
b) F(x) =4 l—coszx si0<z<m/2,
1 six>m/2.

4. Calcule la moda (o modas) de las siguientes distribuciones de probabilidad:

1-p siz=0, (0<p<l)
a) flx)= D sixz =1,
0 en otro caso.
re * siz >0,
0 en otro caso.

b) f(x) =

5. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sea A un subconjunto de €2 tal que P(A) >

Se define a la variable aleatoria X : Q@ — {0, 1} como sigue

xw={] o)

a) Encuentre la funcién de distribucién de X y grafiquela.
b) Pruebe que E(X) =P(A).

6. Sea la funcion de densidad de una variable aleatoria Y dada por

2

)= 7+7) “hevsd

e.0.c
a) Encuentre E(Y).

b) Encuentre la funcién de distribucién.

¢) Encuentre el cuantil 50.

0.

7. Un jugador recibird $100 si obtiene sol en su primer lanzamiento, $75 si obtiene
su primer sol en su segundo lanzamiento, $50 si obtiene su primer sol en su tercer
lanzamiento, $25 si obtiene su primer sol en su cuarto lanzamiento y, posteriormente,
$0. Supongamos que la probabilidad de obtener sol es 0.4 en cualquier lanzamiento
y los lanzamientos son independientes. Determine el monto de pago esperado que

recibird el jugador.

8. El tiempo de espera en minutos en una fila de supermercado es modelado por medio

de una variable aleatoria X con funcién de distribucién

Fx(z)=1—€¢" conec>0

En promedio una persona tarda en la fila 5 minutos.
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a) Obtenga el valor de c.
b) Obtenga los cuartiles de X.

9. Sea X v.a. tal que
PX=1)=p=1-P(X =-1)

Encuentre ¢ # 1 tal que E(c¥) = 1.

10. Para una v.a. entera no negativa X, muestre que:

E(X) = i PX > K]
k=1

11. Para una v.a. Y continua no negativa con funcién de distribucién Fy (y) definida,
muestre que:

E(Y) = /0 " (1= Fr(y)dy

12. Obtenga la esperanza de las variables aleatorias asociadas a las funciones de distribu-
cién de la pregunta 3.

10. Momentos

1. Calcule la esperanza de la variable aleatoria X con funcién de probabilidad:

z | 2 -1 0 1 2
f@) | 1/8 2/8 1/8 2/8 2/8

2. Calcula la esperanza de la variable aleatoria X con funcién de probabilidad:
fx (.%') = )\67/\36]1(0700) (.I')
Donde A € R. Esta variable aleatoria se conoce como distribucién exponencial.

3. Calcula la esperanza de la variable aleatoria Y con funcién de probabilidad:

n _
fr(y) = <y> p'(1=p)" Y1o1,..n)(¥)
Donde n € ZT y 0 < p < 1. A esta distribucién se le conoce como distribucién
binomial.

4. Calcula la esperanza de la variable aleatoria U con funcién de probabilidad:

fu(u) = ﬁl[a,b] (u)

donde a < b, con a,b € R. A esta distribucién se le conoce como distribucion uniforme
continua.

5. Calcula la esperanza de la variable aleatoria Z con funcién de probabilidad:

fx(z) =p(1 - p)z_l]l{m,...}(z)

A esta distribucién se le conoce como distribuciéon geométrica.
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6. Calcule el valor esperado y la varianza de las variable aleatoria X si tiene como funcién
de probabilidad:

0 1w ={ "

si—l<ax<l1
en otro caso.

1/n siz=1,2,...,n
b) g(x) = { 0 en otro caso.

7. Calcula el n-ésimo momento de la variable aleatoria X con funcién de probabilidad:

[ b6zx(l-2) si0<z<1
flz) = { 0 en otro caso.

8. La calificaciéon promedio en una prueba de Calculo de Probabilidades I es de 62.5 con
una desviacion estandar de 10. El profesor considera que el examen ha sido demasiado
largo y/o dificil. En consecuencia él desea ajustar las calificaciones X de manera que
el promedio sea ahora de 70 con una desviacién estandar de 8 puntos ;Qué ajuste del
tipo a 4+ bX deberia utilizar?

9. Sea X una variable aleatoria con media p y o2.

a) Evalie E[(X — ¢)?] en términos de p y 02, donde ¢ es una constante.

b) ;Para qué valores de ¢ es minimo E[(X — ¢)?]?

10. Sea X una v.a. continua con funcién de densidad de probabilidad:

(k+1)a*
fX(x):ckT’ 0<z<ec, k> 0.

Demuestra que el coeficiente de variacion de X es igual a m

11. Considere la v.a. X que denota las desviaciones sobre el peso neto en un proceso de
llenado con cierta maquina, y sea su funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) dada
por

1
fx(z) = ﬁ]l(o,w] (z)

Determine e interprete los resultados de los coeficientes de asimetria y curtosis dados
respectivamente por

_E[(X —px)?
{EI(X — x)?])?

E[X - ux)?)
) = B )

12. Sea Y variable aleatoria con funcién de probabilidad

fly) = 12021 = y) 14 (v)

v4(X)

Calcula:

a) Moda
b) Media
¢) Varianza

e) Coeficiente de variacién

f
g

)
)

d) Desviacion estandar
)
) Coeficiente de sesgo
)

Coeficiente de curtosis
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11. Funcion generadora de momentos

1. Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad:

z) = { 1/2% siz=1,2,..

0 en otro caso.

Encuentre la funciéon generadora de momentos de X y, a partir de ella, calcule la
media y la varianza de X.

2. Sea Y variable aleatoria, tal que Y ~ Geo(p), es decir la funcién de probabilidad de
Y es

fly) =pg"! Ii12,.3(y)
Donde ¢ = 1 — p. Demuestre que la funciéon generadora de momentos para Y es

M(t) t

1—get
Encuentre la media y la varianza de Y usando la funciéon generadora de momentos.

3. Sea X variable aleatoria con funcién generadora de momentos mx (). Definaa ¢ x (t) =
In(mx (t)) Pruebe que:

a) x(0) =0.
b) ¢’y (0) = E(X)
¢) ¢’%(0) =Var(X).

4. Sea X v.a. con funcién generadora de momentos mx(t) y sean a y b constantes.
Demuestre:

bmx (at)

a) maxp(t) = €'
b) mx(t) > 0 para todat € R
¢) max(t) = mx(2t).
5. Una variable aleatoria X tiene la siguiente funcién generadora de momentos mx (t) =
(0.2¢* + 0.8)%. Determine:

a) La distribucién de la variable X:
b) PIX > 0]y P[1 < X < 4.

¢) Esperanza y varianza.

6. El sueldo mensual de gerentes en una pequena compania modelada en miles de pesos
es una variable aleatoria X con funcién generadora de momentos

1

Mx(t) = (1— 25¢)4

Calcule:

a) Coeficiente de variacién.
b) Coeficiente de asimetria

¢) Coeficiente de curtosis.
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7. Suponga que la duracién aleatoria T en minutos de una conversacién de negocios por

10.

11.

12.

12.

teléfono sigue una f.d.p dada por

1 _
fr(t) = 1€ t/4]1(0,+oo)(t)

Determine:

a) La funcién generadora de momentos mz(w) = E(e*T).
b) E(T) y Var(T).
c¢) Los coeficientes de asimetria y curtosis.

4

tiene media cero, varianza 1, pero los mismos coeficientes de asimetria y curtosis que
la variable aleatoria T'.

T-4
Con referencia al problema anterior muestre que la variable aleatoria ¥ = ( )

Sea Mx(t) la funcién generadora de momentos con ¢t € [—c¢,¢], donde ¢ > 0. Defina
ayY = aX + b, con a,b € R. Obtenga la funcién generadora de momentos de Y y
muestre cudl es su radio de existencia.

Sea Mx(t) finita en t € [—¢, ¢, donde ¢ > 0. Pruebe que

N

n—-+o0o

Muestre que si X variable aleatoria tiene funcion de probabilidad

AT

flx)=e EH{O,L...}(JU)

Con A > 0, entonces
E[X"] = AE[(X + 1)"}]

Ahora usa lo demostrado para calcular E[X3].

El tiempo en anos que una persona deja su dinero invertido en un banco es una variable
aleatoria X cuya funcién generadora de momentos es

1

Mx(t) = 1—202

para t < 1/2

Si una persona invierte un capital inicial de $100 a una tasa efectiva del 10 % anual,
por lo que el valor acumulado de su inversién si retira su dinero en X anos sera
g(X) = 100(1.10)*. Determine E [g(X)]

Repaso variables aleatorias

. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo I = [0, 1] y sea

Y la variable aleatoria definida como sigue:

() = x six <1/2
NE=Ve—1/2 siz>1/2

Encuentre la funcién de distribucién (fpa) de Y (X) y su correspondiente funcién de
densidad de probabilidad (fdp).
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2. Sea Y una funcion de densidad

cye™ 0<y < +oo

f) = { 0 coc

a) Encuentre el valor de ¢ que haga de f(y) una funcién de densidad.

b
c

d

Obtenga la media y la varianza para Y.

Calcula la funcién generadora de momentos de Y.

~— ~— ~— ~—

Verifique con la funcién generadora de momentos que la media y varianza son
las mismas.

3. Suponga que Y es una variable aleatoria con una funcién M (t) generadora de mo-
mentos.

a) {Cudl es M(0)?
b) Si W = 3Y, demuestre que la funcién generadora de momentos de W es M (3t).

¢) Si X =Y -2, demuestre que la funcién generadora de momento de X es e 2 M (¢).

Realice el ejercicio anterior con Y ~ Po(\ = 2)

4. Sea X variable aleatoria con valor esperado u y varianza o?.

X —p
g

Y =

A 'Y se le conoce como la estandarizacién de la variable aleatoria X. Muestre que Y
tiene media 0 y varianza 1.

5. Demuestre o proporcione un contraejemplo

a) Si E(X)=E(Y) entonces X =Y.
b) ( /X) = 1/E(X).

¢) Si E(X) = 0 entonces X = 0.

d) ( X?) = E*(X).

6. Sea X una variable aleatoria discreta tal que Var(X) = 0. Demuestre que X es la
variable aleatoria constante.

7. La funcién de densidad de una variable aleatoria continua esta dada por

f(x) = (az® + b) 1 (g 9)(x)
Si se sabe que P(1/2 < X < 1) =1/8.
a) Encuentre los valores de a y b para que f sea una funcién de densidad propia o
legitima. Exprese sus resultados con al menos 4 digitos.
b) Determina la funcién de probabilidad acumulada F'(z) para todo x € R

¢) Suponga que X representa la velocidad de cierta particula medida en metros/segundos.;Cudl
es la velocidad esperada de la particula si se sabe que se encuentra precisamente
entre 0.5 y 1 m/s?
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13. Desigualdades importantes

1. Pruebe las siguientes desigualdades:

a) Desigualdad de Markov: Pruebe que si X es una variable aleatoria no negativa
(i.e. X > 0) tal que E[|X|] < oo. Entonces, para toda ¢ > 0 se cumple que

E(X)
g

P(X >¢) <

b) Sea X variable aleatoria arbitraria con E[|X|] < oo, entonces para toda € > 0

E(XT])
9

P(X]>e) <

c¢) Sea X variable aleatoria arbitraria con E[|X|"] < oo para cierta n € N, entonces

para toda € > 0
E(x]")

6”

P(X]>¢) <

2. Desigualdad de Chebyshev: Demuestre que si X es variable aleatoria arbitraria
entonces para toda € > 0 se cumple que

Var(X)
P(|X —pu|l>¢) < Q=

3. Desigualdad de Chebyshev extendida: Sea X variable aleatoria cualquiera y sea
g > 0 una funcién no decreciente tal que E[g(X)] < co. Entonces, para toda € > 0 se

tiene que
Elg(X)]

PEZ9<=00

4. Sea X variable aleatoria con desviacién estandar o, demuestra
1
P(X —pl 2 ko) < 5

5. La casa de monedas produce monedas de 10 centavos con un promedio de 0.5 pulgadas
y desviacion estandar de 0.01 pulgadas. Con la desigualdad de Chebyshev encuentre
una cota inferior para el nimero de monedas de un lote de 400 monedas, que se espera
que tengan un didmetro entre 0.48 y 0.52 pulgadas.

6. Si el promedio de un grupo de Calculo de Probabilidades I fue 62 sobre 100, obtenga
lo que se pide:

a) Estime la probabilidad de que un estudiante obtenga méas de 85.

b) Estime la misma probabilidad, sabiendo que la desviacién esténdar es 15.
7. Sea Y variable aleatoria tal que p =11y o? = 9.

a) Aproxime P(6 <Y < 16).
b) Encuentre ¢ tal que P(|Y — u| > ¢) = 0.09.

8. La variable aleatoria X tiene funcién generadora de momentos
mx(t) = (1 —2t)~1

Encuentra una cota inferior para P[|X — 2| < 3].
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

14.

3.

Pruebe que si h : R — R es una funcién no decreciente y convexa y g : R — R es
convexa, entonces h(g(z)) es una funcién convexa.

Desigualdad de Jensen: Sea X una variable aleatoria y g : R — R una funcién
convexa sobre el soporte de X. Suponga que E[g(X)] y g(E[X]) son finitas. Pruebe
que

9(E[X]) < E[g(X)]

;,Coémo quedaria la desigualdad anterior si g : R — R es una funcién céncava? Justifi-
que su respuesta.

Sea X variable aleatoria no negaiva donde E(X) = 10. ;Qué puede concluir de las
siguientes cantidades?

a) E[ﬁ]

1

b) E[ex+T].
¢) Elln(v/X)].

Se desea conocer el numero de automoviles que se deben poner a la venta durante
un periodo determinado para que se satisfaga una demanda media de 300 unidades
con una desviacién tipica de 100 unidades con una probabilidad no inferior al 75 %.
Estime la cantidad de automoviles.

La demanda media de un producto es de 100 unidades con una desviacién tipica de 40
unidades. Calcule la cantidad del producto que se debe tener a la venta para satisfacer
la demanda de forma que puedan ser atendidos al menos el 80 %.

En un cine de verano hay instalados 800 sillas, sabiendo que el niimero de asistentes
sigue una variable aleatoria de media 600 y desviacion tipica de 100. ; Qué probabilidad
existe de que el nimero de personas que vaya al cine un dia cualquiera sea superior
al ntimero de sillas instaladas?

Para cierto tipo de suelo, el niimero de lombrices por pie ctibico tiene una media de
100. Suponiendo una distribucién de Poisson de las lombrices, proponga un intervalo
que incluird al menos 5/9 de los valores muestrales de las cantidades de lombrices
obtenida de un nimero grande de muestras de 1 pie ctbico.

Distribuciones discretas importantes

. Sea X variable aleatoria con distribucién Poisson(\) tal que A € (0, 1). Demuestre que

|

E(XY) = 1—

. Demuestre que si X ~ Bin(n,p) entonces se tiene la siguiente férmula recurrente:

MX:x+D:C£ﬁ&?meX:x)

Suponga que P(X =a)=py que P(X =b) =1—p.
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10.

11.

12.

a) Muestre que % es una variable aleatoria Bernoulli.

b) Calcule Var(X).

Compruebe que la distribuciéon hipergeométrica con parametros N, K,n se reduce a
la distribucién Bernoulli con pardmetro p = K/N cuando n = 1.

. Sea X ~ Bin(4, p). Encuentre E(cos(%")).

La variable aleatoria Y tiene una distribucién de Poisson y es tal que P(X = 0) =
P(X =1). ;Cudl es P(X = 2)7.

Sea X ~ Ber(p) con funcién de densidad fx(x) y mx(t) su respectiva funcién gene-
radora de momentos. Sea g una nuva densidad definida como

_ etfo(x)
EATrO)

a) Demuestre que g sigue una distribuién Bernoulli y determine sus pardmetros.

b) Demuestre que g definida de esta manera siempre es una funcién de densidad de
probabilidades para cualquier f.d.p. fx(z).

Sea X ~ Bin(n,p). Utilice la desigualdad de Chebyshev para mostrar que para ¢ > 0,

lim P [
n—00

Interprete el resultado obtenido.

X
—p‘>a}:0
n

Se pone a la venta un lote de 100 articulos de los cuales 10 son defectuosos. Un
comprador extrae una muestra al azar de 5 articulos y decide que si encuentra 2 o
maés defectuosos, entonces no compra el lote. Calcule la probabilidad de que la compra
se efectue.

En un libro muy voluminoso, el niimero de errores por pagina se modela mediante una
variable aleatoria con distribuciéon Poisson con media uno. Encuentre la probabilidad
de que una pagina seleccionada al azar contenga

a) ningun error.
b) exactamente dos errores.

c¢) al menos tres errores.

En una pequena aseguradora de autos se tienen a 220 asegurados, la probabilidad de
que un asegurado tenga un accidente en el ano es 0.05. Determine la probailbidad
de que se presenten mas de 5 reclamaciones, dado que la compania en este ano tiene
al menos dos reclamaciones. Hacerlo de manera exacta (con uso de la Binomial), asi
como con su aproximacién Poisson.

En la produccién diaria de cierta clase de cuerda, el namero de defectos por pie Y se
supone que tiene una distribuciéon de Poisson con media A = 2. La utilidad por pie
cuando se venda la cuerda estd dada por X, donde X = 50 — 2Y — Y2, Encuentre la
utilidad esperada por pie.
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13.

14.

15.

Una empresa quiere saber cémo compran sus productos en una tienda de electrénicos.
Decide enviar a un empleado a entrevistar, en promedio, a 15 visitantes de la tienda
de electrénicos. El entrevistador preguntard a los visitantes hasta que encuentre a la
cuarta persona en comprar un producto de su empresa. ;Cudl es la probabilidad de
que la décima persona que entreviste sea la segunda en comprar el producto?

En una tienda departamental, el nimero de clientes que entran por hora es modelado
por una distribucién Poisson con media 3.8.

a) ;Cuél es la probabilidad de que en una hora entren mas de dos clientes?

b) ;Cual es la probabilidad de que no entre nadie en media hora?

¢) (Cémo se distribuye X; que modela el nimero de personas que entran en las
primeras ¢ horas? (¢t > 0)

d) Sea T la variable aleatoria medida en horas en la que llega la primera persona.
Encuentra Fr(t) parat > 0, fr(t) y E(T).

Distribuciones continuas importantes

. Sea X variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo (0, 1). Encuentre

la funcién de densidad de Y = X/8 donde 8 # 0

. Sea X ~ N(u, o). Verifique que

@) E(X) = p
b) B(X?) = p?+ 02
¢) Var(X) = o2
Sea X con distribucién Weibull(a, A). La correspondiente funcién de densidad es,
f(z) = da(Aa)* e g o (2).
Verifique que su funcién de probabilidad acumulada esta dada por

— e—(Ax)? i
F(:L‘):{l e six >0,

0 en otro caso.

Sea X una variable aleatoria con distribucién x2 y sea ¢ > 0 una constante. Defina el
pardametro de forma o = n/2 y el pardmetro de tasa A = 1/(2c¢). Demuestre que

cX ~ Ga(a, )

. El tiempo medido en horas para reparar una maquina es una variable aleatoria ex-

ponencial de pardmetro A = 1/2. ;Cudl es la probabilidad de que un tiempo de
reparacion

a) exceda 2 horas?

b) tome a lo sumo 4 horas?

¢) tome a lo sumo 4 horas dado que no se ha logrado la reparacién en las primeras
2 horas?
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10.

11.

Suponga que el tiempo promedio que le toma a una persona cualquiera terminar un
cierto examen de inglés es de 30 minutos, con una desviacién estdndar de 5 minutos.
Suponiendo una distribucién aproximada normal con estos parametros, determine
el tiempo que debe asignarse para que el 95% de las personas puedan terminar el
examen.

El valor, v de un bien se calcula a partir del tiempo en afios desde su compra, t, como
sigue: v(t) = €792, Si el bien falla durante los primeros 7 afios de su compra, la
grantia paga al sueno el valor de v, pero si falla después de los 7 afos, no paga nada.
El tiempo de falla para este bien supone una distribuciéon exponencial con media 10.
Calcule el pago esperado de la garantia.

Las variables aleatorias X y Y siguen una distribucién Normal con la misma media.
La varianza de Y es 2.25 veces la varianza de X. El percentil 14 % de X es el mismo
que el percentil p % de Y. Calcule el valor de p.

SiY ~ Gamma(a, 8) donde E(Y) = af
a) Demuestra que para a € R tales que a + a > 0 entonces

er
Q@
b) iPor qué es necesario que a + a > 07
c) Sia=1, jcudnto vale E(Y)?
d) Calcula E(VY)
)

e) Calcula E(Y 1), E(Y~'/2) y E(Y~2) junto con los supuestos necesarios de para
« usando el primer inciso.

Supongamos que X modela el tiempo que tarda un relojero en componer un reloj, en
horas, con media de 3.

a) Si quiere dar una garantia del tiempo de compostura por reloj con confianza del
95 %, ;cudntas horas debe prometer de espera?

b) El relojero cobra $500 por hora o fraccién de hora trabajada. ;Cuénto cobra en
promedio por servicio? Sugerencia: Discretiza la variable aleatoria.

Sea X la variable aleatoria con funcién de densidad uniforme continua en el intervalo
[0, 5]. ;Cuél es la probabilidad de que las raices de z de la ecuacién 422 +42X + X +2 =
0 sean ambas reales?
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Respuestas
1. Introduccién
1:1. —

1:2. —

1:3. —

1:4. —

1:5. —

1:6. —

1:.7. —

1:8. —

1:9. —

1:10. —

2. Espacios de probabilidad

2:1. p=5/8

2:2. p=18/37
2:3. p=4/5

2:4. —

2:5. —

2:6. —

2:7. —

2:8. a) p=5/36

)
)
)
29. a)p=1/3
)
)
)

2:10. Sea pg la probabilidad de que ocurran cero sismos en un ano, entonces

2:11. —

2:12.  a) 32
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2:13.

2:14

3:1.
3:2.
3:3.

3:4.
3:5.
3:6.
3:7.
3:8.

3:9.

3:10.

3:11.

3:12

3:13.

3:14.
3:15.

b) 8

a) p=49/100
b) p=35/100
¢) p=>51/100

Sead=(r+b)(r+b—1)
a) p=rx(r—1)/d

b) p=rxb/d
c) p=bxr/d
d) p=bx(b—-1)/d

Técnicas de conteo

175,760,000
78,624,000
a) 120
b) 1,260
¢) 34,650
5,040
14,400
2,880

9!

19!

Suponemos m > n,

27’L

a
b
c

d

1,317,888
3,744
624

)
)
)
) 5,108
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4.

4:1.
4:2.
4:3.
4:4.

4:5

4:6.

4:7.

4:8.

4:9.

4:10.

4:11.

4:12.

5:1.
5:2.

5:3

5:4.

9:5
5:6
57
5:8

5:9.

5:10.

5:11

Independencia y probabilidad condicional

.p=5/8

a) P(“A vence”) =5/9

P(“B vence”) = 2/9
P(“C vence”) = 2/9

b)

a) p=0.8658

b) p = 0.9699

a) p=2/5

b) p=3/20
n=2

a) p=3/4

b) p=3/4

c) p=2/3

a) 1/3

b) 1/5

14 preguntas

Ninguno es independiente.

Probabilidad total y teorema de Bayes

. p=0.1638

.p=0.34

. Es mas probable que sea defectuoso bajo el plan 3.

.04

. Celador tiene la razon.

de ellas es 1/2

a) —
_ +k
b) b= Tib-‘rk’
. .0245

a) Como solo hay dos cajas con monedas de oro, la probabilidad de elegir cualquiera
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6.

6:1.
6:2.
6:3.
6:4.
6:5.
6:6.

6:7.

6:8.

6:9.

6:10.
6:11.
6:12.

6:13.

6:14.

7

—_

7:2.

Variables aleatorias

Las variables aleatorias constantes.

A =0.05.
0 =0.05
p=0.3773

a
b

)
)
c)
a) Sx ={1,2,3,4,5,6}

P(X = k) = 2=t con k € Sx

b) Sx :{1>2737475’6}
P(X =k) = 13?;32]“, con k € Sx

P(X =k)= %1{2,...,7}(7‘3) + 1%%1{8,...,12}(@
X=k)= 2111%1{1,2,...,12}(’“)
X=k)= %ﬂ{2,3,...,12}(k)

P(X =k) = 251

n2

P(x = k) = 1510.1,..9}

X e{-25-15,..,75}

Calculo de probabilidades con variables aleatorias

Sea 1/k = <;>

a) F@)zk;ﬁn(i—i>
b)ﬂ@:l_kZZ%(;k>

a) —
b) f(x) =310 (®) + 3128 ().
c) —

CALCULO DE PROBABILIDADES I

version 0.41



Laboratorio Cuaderno de Ejercicios

33

7:3.

7:4.

7:5.
7:6.

7:7.

7:8.

7:9.

7:10.

7:11.

7:12.

8:1.

8:2.

a) P(X <k)="%

36
_ 12k—k?
b) P(Y < k)= =5
Z27Z
2<x<T7
gwrso-{ W 255
SIS T <12
a) —
b) p=73

) k=

b) p=0.3573.

c) Flx)=1- %e_%

d) p=0.99

a) c=e A

b) p=e?

c) 1— (e"\+/\e_’\+)‘e A)

a) 0 =4

b) a=3/8yb=15/8

a) p=1/8

b) p=1/2

c) p=1/n?

d) p=17/8

a) Continua, f(z) = 11 j(z)

b) Continua, f(z) =™

c¢) Discreta, f(x) = %]l{x:o}(ﬂf) + %]l(;pe{m) (z)

a) p =15

b) —
0 siz <0

a) Fy(z) =< 1—€e™® si0<z<c
1 siz>c

0 sizt < ¢
b) FV(m):{ 1—e% six_>c

Funcién de riesgo y de supervivencia

a) P(X =x) = (i) (0-4)"@(0-6)47:”]116{0,1,2,3,4}(35)

) Fx(o) = Sico () 047 0.0
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83. a) Fx(z)=1- exp{ (g)ﬁ}
-1
b) fx(@)=6(2)" " exp {-(2)7}
c) p=0.169
d) —
8:4. fx(z) = 0.5079 exp{—a"°}
85. a) —
b) —
1 z <0
¢) Sx(z) = { (1 _p)LxJJrl >0
d) hx(z) =&
e) —
8:6. a) flx)=2e"2
b) Sx(r)=e 2
¢) hx(x) =2
87. a) fx(x)=ce™
b) hx(x)=c
c) p=e
88. a) —
0
b) SX(SU) = (%) IL[oz,oo)(x) + 11(*00@)(‘7:)
¢) hx(x) =%
d) 6 =2.3219
8:9. —
8:10. —
9. Informacién obtenida de las variables aleatorias
9:1. —
9:2. a) = cuantil 70%: z = 0.
= cuantil 80 %: no existe.
= cuantil 90 %: x = 1.
b) no existen los cuantiles que se piden.
9:3. a) = primer cuartil: x = 0.25.
= segundo cuartil: x = 0.5.
= tercer cuartil: x = 0.75.
b) = primer cuartil: z ~0.7227.
= segundo cuartil: z = F.
= tercer cuartil: x ~1.3181.
9:4. a) = Sip>1/2modaesz=1.
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» Sip<1/2modaesx=0.
» Sip=1/2 tiene dos moda, x =0y z = 1.
b) moda x = 1.
0 six <0
9:5. a) Fx(x)=< 1—-P(4) si0<z<1
1 siz>1
b) —
9:6. a) E(Y)=0.
0 sty < —1
b) Fy(y) = l%(tanfl(y) +3 si —1<y<1
1 siy>1
¢) cuantil 50: x = 0.
9:7. E(g9(X)) = 67.36.
9:8. a) c= 1.
b) = primer cuartil: z = 0.75.
= segundo cuartil: x ~ 1.4384.
= tercer cuartil: z ~ 6.9314.
. 1-p
9:9. ¢c= P
9:10. —
9:11. —
9:12. a) E(X)=0.5
b) E(X)=1
10. Momentos y funcion generadora de momentos
10:1. E(X) = 1/4
10:2. E(X)=1/A
10:3. E(Y) =np
10:4. E(U) = 2f*
10:5. E(Z) = 1/p
10:6. a) E(X)=0y Var(X)=1/18
2_
b) E(X) ="y Var(X) = 25
10:7. B(X™) = %5 — 255
10:8. —
10:9. a) 0%+ p? —2cp + 2
b) Es minimo para ¢ = p
10:10. —
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10:11. v3 =0y vy = 1.8. Por tanto, es simétrica, y platicurtica.
10:12.  a) moda = 2/3.

b) E(Y)=3/5.

c) var(Y) = 1/25.

d) o =1/5.

e) CV(Y)=1/3.

f) Sesgo(Y) = —2/7.
g) K(Y)=23571.

11. Funcién generadora de momentos

11:1. mx(t) = 5% et,yE(X)zQyVar(X)zQ.

11:2. —

11:3. —

11:4. —

11:5.  a) Su distribucién es binomial, con n =8 y p = 0.2.

b) P(X >0)=0.8322 y P(1 < X <4)=0.8218.
¢) E(X)=1.6y Var(X) = 1.28.
11:6. a) CV(X)=0.5
b) Sesgo(X) =1
c) K(X)=45
11:7.  a) mr(w) = ;=4 para w < 1/4
b) E(T) =
Var(T) = 16
¢) Sesgo(T) =2
K(T) =

11:8. —

11:9. My = e Mx (at) con |t| < c/a
11:10. —

11:11. —
11:12. E[g(X)] = 152.64

12. Repaso variables aleatorias

12:1. —

12:2. a) c=4

b) E(Y)=1
Var(Y) =1/2
c) My(t) = (tfmg para t < 2
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d) —
12:3. a) M(0)=1
b) —
c) —
12:4. —
12:5. —
12:6. —
12:7. a) a=1/3,b=1/8
0 six <0
) Fl)={ & +& si0<a<2
1 six > 2
c) E[X|1/2< X <1]=19/24
13. Desigualdades importantes
13:1. —
13:2. —
13:3. —
13:4. —
13:5. 399
13:6. a) p<0.7294
b) -
13:7. a) p<0.64
b) -
13:8. —
13:9. —
13:10. —
13:11. —
i 1 1
b) E[eXT] > ett
¢) Elln(vX)] < In(+/10)
13:13. Se deben poner a la venta 500 automoviles.
13:14. Se deben producir 189 unidades.
13:15. Menor a 1/4
13:16. (85,115)
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14. Distribuciones discretas importantes
14:1. —
14:2. —

14:3. a) —

14:5. E [cos (ﬂ)] = — (4p4 — 8p3 +4p — 1)

2
14:6. P(X = 2) ~ 0.1839

14:8. —
14:9. P(X < 1) ~
14:10. a)

14:11. p = 0.96
14:12. E(X) = 40.
14:13. p = 0.0601

14:14. a

15. Distribuciones continuas importantes
15:1. fy(y) = |Bly" 10,1 (y)

15:2. —

15:3. —

15:4. —

15:5.  a) p~0.3678
b) p = 0.8646
¢) p~0.6321

15:6. Deben asignarse 38.25 minutos.
15:7. El pago esperado es aproximadamente 320.78.

15:8. p = 0.2358
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15:9. a) —
b) Para que la integral de E(Y*) converja.
c)
I (a+ l) B1/2
E|VY] = )
d) Con a>1
I'la—1
QRS o
Con av>1/2
Tl
E [Y 1/2} - F(a)[il??
Con o > 2 I 2
_ o+
S o

15:10. a) Debe prometer 8.98 horas de espera.
b) En promedio cobra $1763.9 por servicio.

15:11. p = 3/5
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