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Prefacio

Hace dos anos se iniciaron las sesiones de ejercicios que llaman laboratorios de los cursos
de Célculo de Probabilidades I y II. Los encargados de los laboratorios inicialmente fueron
David I. Lépez Romero y L. Jordan Linares Pérez, alternandose los cursos. Cada uno de ellos
colectd los ejercicios para sus sesiones. Ahora hemos empezado a recuperar las respuestas
de los ejercicios y resolveremos una seleccién de ellos. Este cuaderno es el resultado de ellos.

Una segunda version incluye las colaboraciones de Caleb Ivan Gopar Morales y José
Carlos Cruz Aranda, de la segunda generacién de laboratoristas, quienes aportaron mas
ejercicios e uniformizaron la notacién en los ejercicios de laboratorio de Célculo de Proba-
bilidades II.

Laboratorista semestre ‘ ano ‘

L. Jordan Linares Pérez otono 2021
L. Jordan Linares Pérez | primavera | 2022
David I. Lépez Romero otono 2022
Caleb I. Gopar Morales | primaver | 2022
Caleb 1. Gopar Morales otono 2022
J. Carlos Cruz Aranda | primavera | 2023
Fernando Pérez Millan otono 2023

El semestre de otono de 2023, Fernando Pérez Millan hizo una seleccién de los problemas
mas interesantes ya que las listas habia crecido demasiado. Ademas se inicié la revision de
las respuestas de los ejercicios. Si nos equivocamos en algunos resultados agradeceremos que
nos lo indique para corregirlos. La siguiente actualizacién del cuaderno se hara en agosto
del 2024.

Cualquier error que identifique, comentario y/o sugerencia seran bienvenido. Dirfjalo a Er-
nesto Barrios <ebarrios at itam.mx>.

Ciudad de México, 2 de enero de 2024
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1.

Vectores Aleatorios

. Una urna tiene 2 bolas: una marcada con el nimero ”0” y otra marcada con el niimero

”1”. Se sacan dos bolas con reemplazo. Sea X la v.a. que denote el valor médximo entre
los nimeros de las bolas extraidas y sea Y el valor minimo.

a) Obtenga la funcién masa de probabilidad (f.m.p.) conjunta.

b) Obtenga las f.m.p.’s marginales de X e Y.

. Considera el experimento de lanzar dos tetraedros (poliedro regular de 4 caras) con

caras etiquetadas del 1 al 4. Sea X el nimero de la cara hacia abajo del primer
tetraedro y sea Y el nimero més grande de las caras hacia abajo. Encuentra la funciéon
de distribucién de (X,Y).

. Se sabe que en un cesto con 5 mangos dos de ellos estan podridos. Un valiente chan-

guito probara cada mango, uno a la vez, hasta encontrar los dos podridos. Sea N el
nimero de mangos que el changuito probara hasta encontrar el primer mango podri-
do, y Na el numero de mangos adicionales que probara hasta identificar la segunda
fruta podrida. Encuentre la f.m.p conjunta de Ny y Na.

. Considera el experimento de lanzar 4 veces una moneda. Sea X el nimero de soles en

los primeros 3 lanzamientos y sea Y el niimero de dguilas en los tltimos 3 lanzamientos.
Encuentra la funcién de distribucién de (X,Y).

. Se extraen dos pelotitas de una bolsa que contiene: dos pelotitas rosas, una amarilla

y dos verdes. Considerando un tipo de muestreo sin reemplazo, define una variable
aleatoria X que determine si el resultado de la primera extraccién es rosa o no lo es.
Similarmente, define una variable X5 para determinar si la segunda extraccion es rosa
o no lo es.

a) Describe la funcién de distribucién conjunta de (X1, X2).

b) Determina la distribuciones marginales de X; y de Xj.

. Considere vector aleatorio (X,Y’) con f.m.p.

4xy

f(xay):m,

z,y,=1,2,...,n

a) Verificar que f es f.m.p. propia.
b) Calcular:

1) P(X =1),

2) P(X =Y),

3) P(X+Y =n+1).

7. Sean X, Y variables aleatorias discretas con funcién de masa de probabilidad conjunta

2 x <y, z,y€{l,...,n}

Frx (@,y) ={ )

0 €.0.C

a) Verifique que la f.m.p. conjunta sea propia.

b) Encuentre las funciones de masa de probabilidad fx y fy.

CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.42
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8. Considere el vector aleatorio (X,Y’) con funcién de masa de probabilidad conjunta

Me Ap*(1—p)¥~*
zl(y — z)!

fX,Y(JT, y) = ]1{0,1,2,...}(x)]l{m,:c-l—l,...}(y)

a) En un plano cartesiano describa graficamente el soporte de la distribucién con-
junta.

b) Encuentre las funciones de masa de probabilidad fx y fy.
¢) Determine P(X =Y).

9. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas con funcién de densidad conjunta.

z+ey? 0<2<1,0<y<1

fxy(z,y) = { 0

€.0.C

a) Halle el valor de la constante c.
b) Calcule P(0 < X < %,0 <Y < %)

¢) Encuentre las funciones de densidad marginales fx y fy.

10. Sean X e Y dos variables aleatorias con funcién de densidad conjunta dada por

24dzy 0<z<1,0<z<1,0<zx+y<1
fX,Y(xay):{ 0 Y Y

€.0.C

a) Calcule P(X <Y).
b) Obtenga las f.d.p.’s fx, fy.

11. Considere el vector aleatorio (X,Y’) con f.d.p. conjunta dada por

fla,y) = (a =122, acZa>10<z<y

a) Encuentre el valor de a.

b) Calcule las f.d.p.’s marginales de X y Y.

12. La f.d.p. conjunta de X y Y esta dada por

flx,y) = 2(372 + ;%y)ﬂ(o,l)(ﬂﬁ)]l(og)(y)-

a) Verique que f sea un funcién de densidad propia.
b) Encuentre la funcién de densidad marginal de X.
c¢) Calcule P(X >Y)

13. Considere el vector aleatorio (X,Y’) con funcion de densidedad conjunta

f(xa y) = kxe—y:ﬂ-(0<m<y) (x’ y)

a) Describa graficamente el soporte de la distribucién.
b) Encuentre el valor de k para que la funcién sea funcién de densidad conjunta.

¢) Encuentre las funciones de densidad marginales.

CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.42
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14.

15.

Considere el vector aleatorio (X,Y’) con funcién de probabilidad acumulada conjunta
dada por

Fyy(3,) = (1 — e0)(1 — e #)(1 — e=)(1 — &)
Con z,y > 0, para o = 1/2 y = 1/3, determine la probabilidad de los siguientes
eventos:
a) A={X <1Y <2}
b) B={X>2Y >1}.

Considere las variables aleatorias continuas X y Y con la funcién de densidad conjunta
f dada por

f(:E, y) = g(é)(gx()y) :H'{*OO<y<£E<OO} (xv y)

donde G(u) es la funcién de distribucién tal que g(u) = dGq(L“). Muestre que las f.d.p.’s

de X y Y son respectivamente fx(z) = g(z) Ir(z) y fy(y) = —g(y) log G(y) 1r(y).
Verifique que fy sea una f.d.p. legitima.

Variables aleatorias independientes

. En una jaula hay un ratén y dos pollitos. La probabilidad de que cada uno de los ani-

males salga de la jaula en la proxima hora es de 0.3. Esperamos una hora y observamos
lo que queda en la jaula.

a) ;Cémo se distribuye la variable aleatoria £ que cuenta el nimero de animales
que quedan en la jaula?

b) Sin es el nimero total de patas de los animales que hay en la jaula, encuentre
la distribucién conjunta de (£,7). ;/Son & y n independientes?

. Los precios de apertura por accion Y; y Ys, de dos acciones similares son variables

aleatorias i.i.d. con funcién de densidad de probabilidad comin f dada por

1 1

fly) = 56_5(y_4)ﬂ(4,oo) (y)

En una manana determinada, un inversionista comprara acciones de la emisién menos
costosa. Determine

(a) la funcién de densidad de probabilidad de la accién que compraré el inversionista;

(b) el costo esperado por accién que pagara el inversionista.

Un estudiante sale de casa entre 7:00h y 7:40h para dirigirse al ITAM, esto le lleva entre
30 y 40 minutos. Sea X la v.a que denota el tiempo de salida y Y la v.a que denota
el tiempo de llegada. Suponga ademés que X y Y siguen distribuciones uniformes de
manera independiente. ;Cudl es la probabilidad de que la mujer llegue a su trabajo
antes de las 8:00h?

. Encuentre la probabilidad de que el polinomio Az? 4+ Bz + 1 tenga al menos una raiz

real. Donde A, B son variables aleatorias independientes que siguen una distribucién
Unif(0, 1).

CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.42
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5. Considere el circulo C' de radio g centrado en el origen

f(ﬂl',y) = k‘]lc(l‘,y)

a) Determina k para que sea una funcién de densidad conjunta.
b) Encuentre la f.d.p marginal de Y.
¢) ;Son X y Y variables aleatorias independientes?

6. Sean X,Y, Z variables aleatorias independientes con distribucion uniforme en el inter-
valo (0,1). Calcule P(X > Y 7Z).

7. Sean X y Y dos v.a.’s independientes distribuidas exponencialmente con medias pux =
1y py = 2, respectivamente. Calcule P(X < Y').

8. Sean 8 >0y p >0, fijas y X e Y dos variables aleatorias independientes distribuidas
exponencialmente con medias 1/6 y 1/u respectivamente. En estudios experimentales
es comun el caso de observaciones censuradas. Luego, en lugar de observar X e Y se
registran

, 1 siZ=X
Z =min{X,Y} y W_{O siZ=Y

a) Determine la funcién de distribucién conjunta de (Z, W).

b) Muestre que las variables aleatorias Z y W son independientes.

3. Distribuciones condicionales

1. Las concentraciones de monéxido de carbono (X) y de biéxido de carbono (V) en las
emisiones de un coche elegido al azar en la Ciudad de México, siguen una distribucion
conjunta dada por

fX,Y(xu y) = 2€7$7yﬂ{0§y<m<oo} ($7 y)
(a) Para que un coche pase la verificacién se necesita que 2X +Y < 9. Calcula la
probabilidad de que un coche elegido al azar pase la verificacién.

(b) Supén que al medir la cantidad de bidxido de carbono se observa una concentra-
cion de Y = 2. ;Cudl es la probabilidad de que la concentracién de monéxido de
carbono (X)) sea mayor que 47

(¢) ¢{Cuadl es la probabilidad de que un coche que ha pasado la verificacién emita una

concentracién de mondxido de carbono (X)) mayor que 37

2. De un grupo de 9 estudiantes internacionales: 4 mexicanos, 2 espanoles y 3 franceses,
se eligen tres estudiantes para otorgarles una beca. Sea X el niimero de estudiantes
mexicanos elegidos, y Y el nimero de estudiantes espanoles elegidos.

(a) Construya la distribucién conjunta (tabla de probabilidades) de X y Y.
(b) Sea Z el nimero de estudiantes franceses elegidos. Obtenga f(z|z).
(c) Sise sabe que exactamente un estudiante francés recibiré beca, calcule el niimero

esperado de estudiantes espanoles que recibiran beca.

3. Sean Xi, Xy v.a.i.i.d. que siguen una distribucién Geom(p) con soporte {0,1,2,...}.
Muestre que Y = X; + X3 ~ BinNeg(2, p). Determine la distribucién de (X;|Y = y).

CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.42



Laboratorio Cuaderno de Ejercicios 8

4. Sea Y una v.a. que sigue una distribucién exponencial con pardmetro de tasa 6. A su

vez se deja a # variar como la v.a. © que sigue una distribucién Gamma con pardmetros
a'y A (tasa). Encuentre la funcién de densidad marginal de Y y la densidad condicional
de ® dado Y =y.

. El ntimero total de defectos X en un chip sigue una distribucién de Poisson pardametro

a. Suponga que cada defecto tiene una probabilidad 0 < p < 1 de caer en una regién
especifica R, y que la localizacién es independiente del niimero de defectos. Verifica
que la fm.p. de N, el nimero de defectos en R, sigue una distribucién Poisson con
media ap.

. El niimero de tormentas que ocurren en la Ciudad México en un ano sigue una dis-

tribucién binomial con n =5 y p = 0.6. Dado que m tormentas ocurren en la Ciudad
de México en un ano, el numero de tormentas que afectan a la ciudad de Querétaro
en el mismo ano es m con probabilidad 1/2, m + 1 probabilidad 1/3 y m + 2 con
probabilidad 1/6. Calcule el niimero esperado de tormentas que ocurren en la Ciudad
de México en un ano dado que en Querétaro se registraron 5 tormentas.

. Sea X la variable aleatoria que toma los valores de +1 y con probabilidad 1/3 toma

el valor 1. Sea Z una variable aleatoria que sigue una distribucién Normal estdndar e
independiente de X. Defina Y = Z + X. Encuentre P(X = 1|Y > 0).

. Una maquina acufiadora de monedas produce monedas para las cuales la probabili-

dad de que caiga “sol” es una variable aleatoria P con funcién de densidad dada por
fp(p) = pePly1)(p). Suponga que lanza una moneda y cae “sol”, determine la corres-
pondiente funcién de densidad condicional de P y evaliela en P = 1/2, exprésela con
al menos 4 decimales.

Momentos condicionales

. Considere el vector aleatorio continuo (X,Y’) con funcién de densidad de probabili-

dades conjunta

k, si0<a?<y<l, —1<2<1,

f(w,y)Z{ 0.

e.0.Cc .

Determinar el valor maximo de Var(Y|X = z) para —1 <z < 1.

. Sean X y Y w.a’s con densidad conjunta f(z,y) = ze~*@*+1 para z,y > 0. Calcule la

densidad condicional y la esperanza condicional de Y dada X.

. Se tiran dos dados honestos y la suma de las caras se denota por N. Luego se tira

N veces una moneda cargada al dguila con p = 0.55 y se denota por Y el ntimero de
aguilas obtenidas. Determine E[X] y Var(Y).

. De acuerdo con estadisticas de una compania aseguradora, el 60 % de los conductores

se clasifican como buenos conductores y el resto como malos conductores. Se sabe que,
para buenos conductores, el monto promedio de reclamacion en délares es de 1,400
con varianza 40,000. Para los malos conductores, el monto medio de reclamacion en
ddlares es de 2,000 con varianza de 250,000. Calcular la varianza del monto de un
siniestro seleccionado aleatoriamente

CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.42
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5. Sea (X;,i € N) una sucesién de v.a.i.i.d con f.d.p comin dada por

F(@) = Xe Mg 00 ().

Sea N una v.a independiente de las X;’s y con distribucién uniforme en {1,2,3}.
Considere la suma aleatoria

Encuentre su media y su varianza.

6. Carla juega un total de IV juegos de ajedrez en toda su vida. Suponga que N se dis-
tribuye geométricamente con pardmetro r, fijo. Suponga ademas que la probabilidad
de ganar cada juego es p independientemente de los demés. Sea T el niimero de total
de partidas que gané Carla en su vida.

a) Calcule la media y la varianza de T.

b) Confirme la media de T mediante el cdlculo de su funcién generadora de momen-
tos.

7. El nimero de personas que retira efectivo de cierto cajero automatico entre las 10 y
las 11 de la manana se modela mediante una distribucién binomial negativa con una
media de 9.7 personas con una desviacién estdndar de 3.9. Ademés se ha visto que la
cantidad de efectivo que saca una persona es razonablemente modelado mediante una
distribucién normal centrada en $1750 y un rango intercuartilico de $600. Determine la
cantidad media que se retira entre las 10 y las 11 de la manana asi como su desviacion
estandar.

5. Covarianza y correlacion

1. Sea X la proporcién de personas econémicamente activas cuyo ingreso es inferior a
un salario minimo (SM), y sea Y la proporcién de personas cuyo ingreso es superior
a 6 SM. La funcion de densidad conjunta entre X y Y estd dada por

f(x,y) = 162zy H{O§x§2/3} (l’)ﬂ{ogygmp} (y)-

Ademéds, se sabe que la funcién de densidad marginal de X es

81
fx(x) = Zfﬂg Lio<a<ay3y (),
_8 5 _ 8 _8 2 1
EX]= & EXT=g, EN]=_ ., EN7]=g

(a) Obtenga la funcién de densidad marginal de Y.

(b) Obtenga la proporcién esperada de personas econémicamente activas cuyo ingre-
so es superior a 6 SM, si se conoce la proporcién de personas econémicamente
activas cuyo ingreso es inferior a un SM.

(c) Calcule el coeficiente de correlacién entre las variables X y Y e interprete su
valor.

(d) Las personas que tienen un ingreso inferior a un SM no pagan impuestos. Se
propone que aquellos que tienen un ingreso inferior a 6 SM tampoco lo hagan.
;,Cudl sera el valor esperado y varianza de la proporcién de personas con un
ingreso entre 1 y 6 SM?

CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.42
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2. Considere el vector aleatorio (X,Y’) con funcién de densidad propia conjunta dada
por

2 _
fla,y) = —e "1 o<y<a<oo} (T, V).
Determine Cov(X,Y).
3. Sean X,Y v.a.’s. Se define ¢ =Y — E(Y|X). Determine Cov(X,¢).

4. Suponga una urna con tres bolas numeradas 1,2,3. Dos bolas son seleccionadas de la
urna sin reemplazo. Sea X el ntimero de la primera bola extraida y Y el nimero de
la segunda bola extraida. Determine Cov(X,Y) y pxy.

5. Sean X,Y v.a.s., se definen U = a+bX y V =c+dY, con a,b,c,d € R. Muestra
que |pxy| = |puv|.

6. Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias independientes con media y varianza comuin
ux'y 0'%( respectivamente. Sean >3y X = % S X,

(a

(b

(c

(d

Calcule la Var(X3 — X).
Determine Cov(X, X3 — X).
Determine Cov(X3, X3 — X).
Calcule Cov(X; — X, X3 — X).

~— ~— ~—

7. Considere la siguiente informacion de dos variables aleatorias

E[X] =5,  E[X?% =274,
E[Y] =7,  E[Y? =514,
Var(X +Y) =8.

Calcula la Cov(X 4+ Y, X +1.2Y).

6. Funcion generadora de momentos

1. Sean X y Y variables aleatorias con funcién generadora de momentos conjunta mxy (t, s).
Considere ¥ xy (t) = In(mxy(t,s)). Demuestre:

o
(a) 2£(0,0) = E[X],
2
(b) 2£(0,0) = Var(X),
(¢) 2.(0,0) = Cov(X,Y).
2. Considere un vector aleatorio (X7, X2) con funcién generadora de momentos conjunta
dada por
2
Calcule E[X;], Var(X;) y Corr(X1, X2).

1
m(tl,tg)—exp{—tg—i- t%—t1t2+t§}, t1,ts € R.

3. Sean Y; ~ Geom(p) i=1,2,...,r v.a.ii.d, entonces Y] + ... + Y, ~ BinNeg(r, p).

CALCULO DE PROBABILIDADES 11 version 0.42
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4. Sea X1, Xo,..., una sucesiéon de v.a.i.i.d.’s con funcién generadora de momentos mx
y N una variable entera positiva, independiente de los X;’s, con funcién masa de
probabilidad fx. Determine la f.g.m. my (t), donde

N
}’::EE:)Q.
=1

Si las X; siguen la distribucién exponencial de media § = 2 y N tiene la f.m.p. dada
por la tabla

n| 1 2 3

p|1/6 3/6 2/6

Evalie my (1/4).

5. El nimero de mensajes que llegan al servidor en un intervalo de tiempo ¢ (medido
en horas) sigue una distribucién Poisson con media ¢, para alguna A > 0, fijo. El
nimero de mensajes en intervalos de tiempo disjuntos son independientes. Sean X, Y
y Z el numero de mensajes recibidos entre 9am y mediodia, del mediodia a las 6pm
y de 6pm a medianoche, respectivamente. Responda los siguientes reactivos:

a) Determine la funcién masa de probabilidad conjunta del vector aleatorio (X, Y, Z).

b) Si se sabe que el numero total de mensajes T entre 9am y medianoche fue de ¢,
determine la funcién masa de probabilidad conjunta de (X,Y, 7).

c) Calcule P(X =3,Y = 20,7 = 13|T = 36) y exprésela con al menos 4 decimales.

6. Sean X; ~ N(p,0?),i=1,...,n, v.a.i.i.d. Demuestre que

‘ pn Xn-
=1

)

7. Sean X1 y X5 v.a.i.i.d. exponencialmente con valor esperado 6. Sean d > 0y u € R.
Obtenga la funcién generadora de momentos m(t) de la v.a. W dada por

W:5(X1—X2)+M

indicando su dominio de convergencia, esto es, para qué valores de ¢ estd definida m.

7. Repaso

1. Los precios y cantidades de las ventas diarias al por mayor de cerveza, en un mercado
regional de la zona norte de México, estan determinados por la siguiente funcién de
densidad conjunta:

1 —x
flz,y) = 51’6 yﬂ[2,4] (x)H(O,oo)(y)'

Donde los precios son medidos en pesos y las cantidades en 100,000 unidades de litros
(por ejemplo, y = 2 significa que 200,000 litros fueron vendidos).

a) Encuentre fy|x(y|r).

b) (Cudl es la probabilidad de que la cantidad de cerveza vendida exceda 50,000
litros si el precio es de 2 pesos? ;Cual es la probabilidad de que la cantidad de
cerveza vendida exceda 50,000 litros si el precio es de 4 pesos?
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c) Encuentre E(Y|X = 2)

d) Sea Z = XY la variable aleatoria que denota las ventas totales diarias en pesos
durante el verano. ;Cudl es la probabilidad de que las ventas diarias totales
excedan $3,000,000 pesos?

. Una persona participa en un concurso de dos etapas. En la primera etapa, concurso

se tiran 2 dardos, la probabilidad de que acierte en el centro es de 0.3. El nimero de
veces que acertd en el centro es el niimero de pelotas que va a extraer de una caja, sin
reemplazo. La caja tiene dos pelotas marcadas con el nimero 1, dos con el ntimero 2
y una con el nimero 3. Sea X: el nimero de veces que acierta en el centro, y Y : la
suma de los ntimeros en las bolas extraidas.

(a) Encuentra la f.m.p.conjunta de X y Y.

a) Encuentra la covarianza y el coeficiente de correlacién.

b) Encuentra la funcién de densidad de Y, dado que solo se acerté una vez el tiro
al blanco.

¢) Sila ganancia es 1000 por Y, encuentra la esperanza y varianza de la ganancia.

. Sea (X,Y,Z) un vector aleatorio que representa un punto aleatorio dentro de una

esfera de radio r.

(a) Encuentre la funcién de densidad conjunta del vector (X,Y, Z).

(b) Encuentre la funcién de densidad marginal de (X,Y)

. Se tiene una coleccion de n problemas de los cuales m de ellos se usaron en el examen

final del periodo de mayo. Para el periodo de diciembre se seleccionaron al azar m
problemas y para el periodo de enero nuevamente se han elegido al azar m problemas.
Sea D la variable aleatoria que denota el niimero de problemas en diciembre que
no fueron usados en el periodo de mayo y E que denota el nimero de problemas
del periodo de enero no usados anteriormente. Suponga que n > 3m. Responda los
siguientes incisos. Su respuesta debe quedar expresada en términos de los pardmetros
nym.

(a) Determine fp, la funcién masa de probabilidad marginal de D.

(b) Determine fg, la funcién masa de probabilidad marginal de E.

(c) Sisabe que e de los problemas seleccionados para enero no fueron utilizados an-
teriormente, determine la probabilidad de que d de los m problemas de diciembre
no hayan sido usados en el periodo de mayo.

Distribucién multinomial y normal multivariada

. Considere que un dado honesto se lanza siete veces de manera independiente. Calcule

la probabilidad (condicional) de que cada una de las caras haya salido en una ocasién
si se sabe que la cara 1 salié dos veces exactamente.

. Tres monedas honestas se lanzan 10 veces. Sea X; el nimero de veces que se obtuvieron

1 aguilas, i = 0,1,2,3. Note que Xg + X1 + X2 + X3 = 10. Calcule las siguientes
probabilidades.

a) IP’(XO = l,Xl = 2,X2 = 3,X3 :4)

b) P(X? <5)
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C) ]P(XO + X, = 6)
d) ]P(XQ < 2|X1 = 5,X0 = 3)

3. Cincuenta recién egresados de preparatoria fueron elegidos aleatoriamente y se les
pregunté qué carrera estudiarian en el ITAM. Sus preferencias fueron 25 por Economia,
10 por Actuaria y Finanzas, 5 por Ciencia de datos y 10 por Matematicas Aplicadas.
;,Qué tan probable es este resultado? ;Cudles son sus supuestos?

4. Se hacen cuatro observaciones independientes de una poblacion R que sigue una f.d.p.
dada por f(r) = (1 — |r|)1(—;1)(r). Suponga que el intervalo se divide en 4 subinter-
valos de la misma longitud.

(a) Determine la probabilidad de que una de las observaciones caiga en el subin-
tervalo del extremo izquierdo; otra en el siguiente subintervalo; dos més en el
siguiente; y que no haya observaciones en el subintervalo del extremo derecho.

(b) Suponga ahora 20 observaciones independientes. Sea X; el nimero de observa-
ciones en el i-ésimo subintervalo (i = 1,2,3,4). Determine la correlacién entre
X1y Xq

5. Sean X1, X9 y X3 variables aleatorias independientes, tales que X7 y X3 se distribuyen
N(1,1) y X9 se distribuye N(0,1). Defina Y7 = X1 +2Xs y Y2 = X2+ 3X3. Determine
P(Ys > 4]Y7 = 2). Exprese el resultado en términos de la funcién de probabilidad
acumulada de la distribuciéon normal estandar.

6. Las longitudes en centimetros de ala a ala (X) y de pico a cola (Y) de cierto tipo de
aves sigue una distribucién normal bivariada con

E[X] = 40, var(X) = 76,
E[Y] = 30, var(Y) = 32,
var(X|Y = 28.5) = 57.
Suponga que cov(X,Y’) > 0. Determinar la probabilidad de que un ave de esta especie

tenga una longitud de pico a cola menor a 21 cm, dado que sus longitud de ala a ala
es 25 cm.

7. Considere (X,Y) un vector aleatorio normal bivariado tal que ux = 2,0% = 4,
EY|X =z2] =2+, y var(Y|X = z) = 5. Calcule P(Y > 5).
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8. Sea X7 = (X1, X2, X3)T un vector aleatorio tal que X ~ N3(i, ), con

2 1 0 -1
p=|3|,5=] 0 1 0
1 -1 0 2

(a) Defina Y =3X; —2X5 + X3 y calcule P(Y < 0).

(b) Determine todos los posibles valores a, b, ¢ € R tales que las variables aleatorias
Xoy Y =aX; 4+ bXs + cX3 sean independientes.

9. Sea ~ N3(u,Y), donde

X, 0 2 0 -1
X=| X |,p=]-1],2=] 0 2 1
X; 1 11 4

Xy =1

10. Si (X,Y) tiene f.d.p normal bivariada

fary) = (e — 2py + y2>}

1 1
2my/1 — p? { 2(1 — p?)

Demuestre que corr(X?2,Y?) = p2.

9. Transformacion de variables aleatorias (caso univariado)

1. Sea X distribuida uniformemente en el intervalo (0, 1). Encuentre la f.d.p. de Y =
X1/B para B # 0.

2. Sea X ~ Unif(—2,1).

(a) Obtengala funcién de densidad de Y = | X|.
(b) Si el soporte de la v.a. X cambia a (—1,2), jcudl es la f.d.p. de Y7

3. Sea X una v.a. con funcién de distribucién (f.p.a.) dada por
Fx(z)=1—e? 2>0.

Sea Y la v.a. definida en términos de X como Y =m, si m < X <m + 1, donde m
es un entero no negativo. Esta funcién se conoce como piso o suelo, y se denota con
Y = | X|. ;Cémo se distribuye Y7

4. Sea X una v.a. continua con funcién de densidad
3
fz) = g(l' + 1)2H[—1,1} (z).

Defina la siguiente v.a.

- 1—-X2,  siX<0,
]l 1-X, si X >0.

y encuentre su f.d.p.
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10.

. Considera un triangulo equilatero con lados de longitud £. Se elige un punto al azar

de la base del triangulo. Sea X la distancia del punto seleccionado al vértice opuesto.

(a) Encuentre Fx, la f.p.a. de X.
(b) Encuentre la funcién de densidad de probabilidad fx.
(c) Se elige ahora un punto al azar de cualquiera de los lados del tridngulo. Encuentre
la probabilidad de que la distancia del punto al vértice opuesto sea mayor que
9
ol
Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad fx(z) =
|2[I;_1 1)(). Encuentre la correspondiente funcién de densidad de ¥ = X?2.

Considere la variable aleatoria X con funcién de distribucién Fx (z). Defina la variable
aleatoria Y = méx{0, X }. Encuentre la funcién de distribucién Fy (y) en términos de
FX (.%') .

Sea U ~ Unif(0,1) , A > 0y lav. a. Y definida por Y = —% log(1 — U). Encuentre la
f.d.p.de?Y.

Decimos que X sigue la distribucién de Rayleigh si su funcién de densidad es de la

forma . , ,
fx(@) = Ze /(%) w>0
g

.Cémo se distribuye Y = X?2?

Transformacién de variables aleatorias (caso multivaria-

do)

. Sea a una constante. Demuestre que la diferencia de dos variables aleatorias inde-

pendientes, ambas con distribucién uniforme en el intervalo (a — 1/2,a + 1/2) tiene

funcién de densidad:
1—Jul si —1<u<l1
Fw) = { i

0 e.o.C.

. Sea X = (X1, X5) un v.a. con f.d.p. conjunta dada por

1
f(21,22) = 55 1(1,00) (%1) L (1,00) (22).
L1L3

Encuentre la f.d.p. de X;/Xo5.

Sean X1, X» v.a.i.i.d. con distribucién comtin x3. Sea Y = (X7 — X3)/2. Muestre que
Y sigue una distribucion Laplaciana.

Considere (X,Y) un vector aleatorio con f.d.p conjunta dada por
Ifxy(z,y) = yefy(mﬂ)ﬂ(o,oo) (2)L(0,00)(y)-

Encuntre la funcién de densidad de U = XY

. Suponga que X7 y Xo son variables aleatorias independientes con densidad exponen-

cial, esto es, X; ~ Exzp(\),i=1,2. Sean U = X1 + Xo y V = Xl)‘(i’lXQ
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(a) Encuentre la funcién de densidad conjunta de U y V e indica claramente su
soporte.

(b) Obtenga las densidades marginales de U y V.
(¢) (U y V son independientes?

6. Considere

11.

Ixyiz(z,ylz) = [z + (1 — 2)(z + y)]L0,1)(z) L0,y (¥),
para0 <z <2,y fz(z) = %1(0’2)(2).

a) Encuentre E[X + Y.

b) ;Son X y Y independientes? Verifiquelo.

¢) ¢Son X y Z independientes? Verifiquelo.

d) Encuentre la f.d.p. conjunta de X y X + Y.

e) Determine la distribucién de méx{X,Y}|Z = z.
)

f) Determine la distribucién de (X +Y)|Z = z.

Un punto es generado aleatoriamente en el plano polar, mediante el siguiente esquema:
se escoje un radio R, el cual se sabe que R? tiene una distribucién xé), de manera
independiente se escoge un angulo © ~ U(0,27). Encuentre la funcién de densidad
conjunta de de (X,Y) si X = Rcos(0) y X = Rsin(0).

Considere Uy y Us v.a.i.i.d uniformemente en el intervalo (0,1). Sean X1 = U; +Us y
X9 = U; — Us. Determine la funcién de densidad de probabilidad conjunta del vector
aleatorio X = (X7, X») indicando en su justificacién claramente el soporte Sx de la
distribucién. Calcule la probabilidad p = P(X € C) donde C es la regién determinada
por los puntos (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1).

Sumas y cocientes de variables aleatorias

. Considere el vector aleatorio X = (X1, X3, X3) de componentes independientes e

idénticamente distribuidas exponencialmente con media g = 1/A(> 0). Defina ahora
Vi=X,Yo=X1+XoyYs =X+ X0+ X3.

a) Encuentre la funcién de densidad de probabilidad conjunta f del vector aleatorio
Y = (Y1,Y2,Y3). Indique claramente el soporte de la distribucién.
b) A partir del inciso anterior encuentre fs, la funcién marginal de Ya.

¢) Encuentre fy, la funcién de densidad de Yy = X3 — X5.

. Sean X; con i = 1,2 v.a independientes con X; ~ Gamma(a;, A). Encuentre la f.d.p

— X1
Y= (X1+X2)"
Sean Xi,...,X, v.a.i.i.d.’s con distribucién comuin uniforme en el intervalo (0, 1).

Demuestre que

1
21 — ) ~y2.
0g<m:1xz-> Xan

Sea (X, Y') un vector aleatorio con funcién de densidad de probabilidad conjunta dada
por
f(l‘) y) = )\267)\11]_{0<y<x<00} (l‘a y)
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a) Determine E[X/Y].

b) A partir del inciso anterior calcule E[X].

5. Sean X y Y v.a.i.i.d. uniformes en el intervalo (0, 1). Determine la f.d.p. de Z = X +Y.
6. Sean X y Y v.a.ii.d. Unif(a,b). Encuentre la f.d.p. de | X — Y.

7. Una marca de cosméticos ha disenado un nuevo tratamiento que consta del uso de
dos productos en distintas fases, ambos con tiempo de vida maximo de un afio. La
fase 1 del producto sdlo puede ser empleada si la fase 2 esta disponible y en buen
estado. Sea asi (X1, X2) un vector aleatorio en donde X; modela el tiempo de vida
del producto asociado a la j-ésima fase del tratamiento para j = 1,2. Considere la
funcién de densidad dada por

fxix,(x1,22) = 8$1x2ﬂ[0§x15x2§1} (71, 22)

Sean U = % y V = X5, donde U y V denotan la proporcion de duracion de tiempo
que se usa el producto correspondiente a la primera fase y el tiempo de vida asociado
a la fase 2 del tratamiento, respectivamente.

(a) Encuentre la funcién de densidad de U e indique claramente su soporte.
(b) Encuentre la mediana de U|V = v si v =1/2.
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12.

13.

Distribucién t de Student y distribucion F

. Sea Y una variable aleatoria distribuida Ga(a, A). Muestre que si r > —a, entonces

E[Y"] = F(f'f((;”;

. Sea T un variable aleatoria que sigue una distribucién ¢ con v grados de libertad.

Muestre que
a) E[T]=0siv>1;
b) Var(T) = % siv > 2.

Demuestre que la distribucion ¢, ) tiene momentos finitos de orden menor o igual a
n, pero ningun otro momento de orden superior.

Si la variable aleatoria W sigue la distribucién F' con m y n grados de libertad,
encuentre E[IW] y Var(W).

. Sea X ~ F,,,, 0 < p <1y denote F(p;m,n) al p-ésimo percentil de la distribucién

de X. Esto es, p = P(X < F(p;m,n)). Muestre entonces que:

1
F(p; =
(p;m,n) FO—piom)
Muestre que si X ~ F, , entonces,
L m n
EX Beta (1),
S G A

Estadisticos de orden

. Considere X1, ..., X;, una muestra aleatoria de una poblacién distribuida uniforme-

mente en el intervalo (0,0). Considere los estimadores 0y 6 del parametro 6 dados
por:

n—+1
n

§:2Y, é: X(n)7

donde X = %Z?zl X; es la media muestral y X(,) = mdx (X1,..., X,) el n-ésimo
estadistico de orden. Muestre que ambos son estimadores insesgados de 6. Es decir,:

E[f] = 0 y  E[f]=0

. Sea U = (Uy,...,U,) una muestra aleatoria de U ~ Unif(u — 6, 1+ 0). Encuentre la

f-d.p del rango muestral R(U) = U,y — U).

Sean Uy, ..., U, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas uni-
formemente en el intervalo [0, 1]. Encuentre la minima n tal que

P<mfn{U,~} >0.01 N max{U;} < 0.99> <05
i i

. Sean Uy, Uy y Us variables aleatorias independientes distribuidas uniformemente en el

intervalo [0, 1]. Sean Y7, Y2, Y3 los correspondientes estadisticos de orden (Y; = Uy;)).
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14.

a) Encuentre la f.d.p. marginal de (Y7,Y3) especificando su soporte.

b) Encuentre la f.d.p. condicional de Y3 dado que Y7 = y; y Y2 = w9, indicando
claramente su soporte.

. Considere X1, X, ..., X;, una muestra aleatoria de tamafio n de una distribucién con

f.d.p dada por
fx(x) = awailﬂ(o’l)
para alguna « > 0. Sean Y7,...,Y,, los correspondientes estadisticos de orden de las

X’s. Muestre que Y;/Y; 41, parai =1,...,n — 1y Y}, son v. a.’s independientes.

Sean X1, Xo, ..., X,, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas ex-
ponencialmente con media A;, con ¢ = 1,2, ...,n.

a) Demuestre que la variable min{ X1, X, ..., X;;} tiene disitribucién Exp(A; + ... +

An))

b) Muestre que P(X; = min{Xy,..., X,,}) = ﬁ

Sea X1, Xo,..., X,, variables aleatorias independientes e indénticamente distribuidas
con una densidad

1
f@) = 5Llon(@)
Muestre que X(1)/X(,) v X (n) son independientes.
Sean X y Y absolutamente continuas e independientes. Defina V = méx{X,Y}.

Demuestre que fy(v) = Fx(v)fy (v) + fx(v)Fy (v).

Convergencia y Teorema Central del Limite

. Sean X1, Xy, ... v.a.i.i.d distribuidas exponencialmente con media 1. Sea X(,,) el maxi-

mo de las primeras n variables. Para z > 0 fijo, encuentre p, = P(X(,) — In(n) < z)
y determine el limite de p,, cuando n — oo.

. Sean X1, Xo,... variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con

E[X;] = u, var(X;) = 0% < 0o y funcién de probabilidad acumulada F. Para n € Ny
z € R se define

1 n
Fn(x) = E Z H(—oo,z} (Xl)
Suponga n € N y x € R fijos. Resolver los siguientes incisos:
a) Encuentre E[\/n(F,(z) — F(z))].
b) Determine var[\/n(F,(z) — F(z))].
c) Muestre que para todo = € R, {F,(z)} converge en probabilidad a F'(z).

Demuestre que si X ~ F{,, »,), entonces la distribuciéon limite de ny X conforme
ng — 00 €s X?m)'

Usando funciones generadores de momentos muestre que la sucesién de distribuciones
binomiales con parametros n y p,, tal que np, — A mientras que n — oo, converge
en distribucién a la distribucién Poisson parametro .
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10.

15.

. Sea Xji,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién uniforme en [0, a). Sea Y;, =

min{Xy,...,X,}, y sea W,, = nY,,. Muestre que Y,, y W,, convergen en distribucién
y encuentre las distribuciones limite.

Sean Uy, Uy, ... v.a.i.i.d. uniformemente en [0, 1]. Sea U, = max{Ui,...,U,}. En-
cuentre la f.p.a. de U(,). Sea ahora V;, = n(l— Urny) y encuentre la correspondiente
distribucion limite.

En este momento hay W dinero en el ATM donde W ~ N(1000,632). 64 personas
retiran dinero y estos retiros son modelados con v.a.i.i.d. con media 10 y desviaciéon
estandar 2 e independientes de W. Se desea aproximar la probabilidad de que el
remanente en el ATM después de los retiros esté entre 230 y 490.

a) Utilizando la desigualdad de Chebyshev obtenga una cota a la probabilidad men-
cionada.

b) Obtenga una aproximacién a la probabilidad utilizando el Teorema Central de
Limite.

Un jugador de basquetbol sabe que en promedio él puede anotar el 60 % de sus tiros
libres. ;Cudl es la probabilidad de que en 25 intentos el anote mas de la mitad? Supon-
ga que el nimero S, de anotaciones de n tiros se distribuye binomial con pardmetros
ny p=_0.6.

Una persona tiene 100 bombillas cuyo tiempo de vida se distribuye exponencialmente
y de manera independiente con media 5 horas. Si las bombillas son usadas una por
una, reemplazando inmediatamente una bombilla cada que otra falla, aproxime la
probabilidad de que al menos una bombilla siga funcionando después de 525 horas.

Las calificaciones de los exdmenes de cierto profesor tienen media 74 y desviacion
estandar 14. Si el profesor va a entregar dos exdmenes, uno a un grupo con 25 alumnos
y otro a una con 64.

a) Aproxime la probabilidad de que el promedio de las calificaciones del grupo de
25 sea mayor a 80.

b) Aproxime la probabilidad de que el promedio de las calificaciones del grupo
grande sea mayor que las del grupo chico por més de 2.2 puntos.

Repaso final

. Considere la variable aleatoria X con distribucién determinada por su funcién de

densidad de probabilidad fx. Se sabe que X tiene al menos su segundo momento
finito. De hecho, Var(X) = 0% < oo es conocida.

Suponga que X modela el nivel de acidez de cierto liquido y se desea estimar (apro-
ximar) su nivel medio ux = E[X] desconocida. Para esto, se toma una muestra
aleatoria X1, Xo,..., X,,, v.a.i.i.d. con X; ~ fx,y se determina la media muestral

X, = %2?21 X;, La Ley de los Grandes Numeros asegura que X, L px, cuando
n — oo.

Si se desea aproximar px de manera que se satisfaga que
P(|Xn — px| <kox) 21—«

Determine el valor minimo de n de manera que se satisfaga la desigualdad anterior
para k = 1/10 y o = 0.05, utilizando
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a) La Desigualdad de Chebyshev.
b) El Teorema Central del Limite.

¢) (Cémo explicaria la gran diferencia entre resultados?
2. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta

flz,y) = 8wyﬂ{0<y<x<1}(x7 Y)
a) Calcule P(2X > 1, 2Y < 1).

b) Determine la funcién de distribucién conjunta Fyy (z,y) para todo (z,y) € R2.
3. Muestre los siguientes resultados:

a) cov(X,Y) =cov (X, E[Y|X]).
b) X y (Y —E[Y]|X]) tienen correlacién 0.
¢) SiE[X|Y] =18 -2V y E[Y|X] =10 — 1 X, determine E[X] y E[Y].

4. Considere una variable aleatoria Y con funcién de densidad dada por

2
fy(y) = Eﬂ(l,m) (y)
También considere una variable aleatoria X tal que (X|Y = y) ~ Unif(0, y)

a) Encuentre la funcién de densidad conjunta fxy (z,y) indicando claramente el
soporte de la distribucién.

b) Encuentre la funcién de densidad marginal de X.

¢) Encuentre la funcién de densidad condicional de Y dado X = z, indicando
claramente el soporte de la distribucién.

d) Demuestre que
size (0,1)

x sizell,o00)

EWW:ﬂ:{

N[O Do

5. Suponga que X y Y son variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das exponencialmente con media 8. Defina Z =X +Y y W = X/Y.

a) Determine la funcién de densidad conjunta de Z y W.

b) ;Son las variables aleatorias Z y W independientes? Justifique su respuesta.

6. Considere X un vector aleatorio que sigue una distribucién normal multivariada X ~
N5(u,3), con vector de medias p y matriz de covarianzas ¥ dadas por

X, 0 1 0 -1 10
X, 1 0 2 -1 01
X=|X3|; pu=]-1 y Y¥=|-1 -1 3 -1 0
X4 2 1 0 -1 40
X5 0 0 1 0 05

Determine el valor de la constante ¢ de manera que

P(Xg > C‘X4 =2,Xo = 1) =0.10

e Sean Z ~ N(0,1) y ®(2) = P(Z < z). Se tiene entonces que
$(1/3) = 0.631, ®(1/2) =0.691, ®(1)=0.841, B(2)=0977, &(3)=0.999
$(1.282) = 0.900, ®(1.645) = 0.950, ®(1.960) = 0.975 &(2.326) = 0.990
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Respuestas
1. Introduccién
Ll a)c=3
b) p=5
¢) fo(x) =z + 5101)(2),
fyy) =3+ %921(071)(1/)
1:2.  a) %
b) P(Y =y) = g5Lo(y) + 512(y) + g5 L1 (y), P(X =
1:3.  a) P(A) = 0.1046
b) P(B) =0.37218
14, a) —
b) k=1
¢) X ~ Gamma(2,1), Y ~ Gamma(y;3,1)
1:5. a) —
by 1) P(X=1)= n(n2+1)-
2) P(X =Y) = 3,005,
3) P(X +Y =n+1) = g2ty
1:6. a) c¢=8
b) fx(x) =85 —8% Lo, fr(¥) = 4L
L7, a) c=¢
b) fx(x) = %xl(l 2)» fy(y) = %91(1,2)
1:8. a) —
b) X ~Po(A) y Y ~ Po())
¢) e A1-p)
1:9. —
1:10. a) —
b) Fx(z) =1-e"1(00)(@)
Fy(y) =1—e Y1 (0,00)(¥)
1:11. a) a=2.
b) fo(r) = e 1 o0)(2),
fy(y) = ye™V1(0,00)(¥)
¢) fely=y(%) = ;Lo<ay(x).
d) fopy=s() = 3103 (@)
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1:12. La funcién de distribucién de (X,Y") esta dada por:

X\Y|Y<0|Y<1|Y<2|Y<3|Y>4
X <0 0 0 0 0
X<1| 0 | 1/16 | 2/16 | 3/16 | 4/16
X<2| 0 | 1/16 | 4/16 | 6/16 | 8/16
X<3 | 0 | 1/16 | 4/16 | 9/16 | 12/16
X>4] 0 | 1/16 | 4/16 | 9/16 | 1
1:13. La funcién de distribucién de (X,Y") esta dada por:
X\Y | VY<-1|Y<0|Y<1|Y<2|Y>3
X< -1 0 0 0 0 0
X <0 0 0 0 1/16 2/16
X <1 0 0 | 2/16 | 6/16 | 8/16
X <2 0 1/16 | 6/16 | 12/16 | 14/16
Y>3 0 2/16 | 8/16 | 14/16 | 1
1:14. a) La funcién de distribucién de (X7, X2) estd dada por:
Xi\ X2 | Xo< 1| Xo<0] Xp>1
X< — 0 0 0
X; <0 0 6/20 | 12/20
X1 >1 0 12/20 1
b) fx; = 3Lqoy(x;) + 11y (25) para j=1,2.
¢) No son independientes.
1:15.  a) La funcién de distribucién de (X1, X2) esta dada por:
X\ X2 | Xo< 1| Xo<0] Xo>1
X < — 0 0 0
X1 <0 0 9/25 15/25
X1 >1 0 15/25 1

b) fx; = 31q0y(x)) + 2Ly () para j =1,2.
¢) Son independientes.

2. Vectores aleatorios

2:1.  a) F(0.5,0.7) = 5

b

x(z) = :c2]1[0 (@) +x(2 —2)1
No son independientes.

2:2. a) {~Bin(n=3,p=0.7)

) [f
c)
)
)

(1,2] (z).

b) La distribucién conjunta de (§,7) esta dada por:
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W\ € E<-1]E<0]é<1][é<2[{>3
n<-1 0 0 0 0 0
n<0 0 0.027 | 0.027 | 0.027 | 0.027
n<2 0 0.027 | 0.153 | 0.153 | 0.153
n <4 0 0.027 | 0.216 | 0.363 | 0.363
n<6 0 0.027 | 0.216 | 0.657 | 0.657
n>8 0 0.027 | 0.216 | 0.657 1
No son independientes.
2:3. o) (X =1Y <y)= {ieXp{o‘(y_l)} y<l
s —ieplal-y)} y>1

b) fy(y) = § lexp{—aly — 1|} + exp{—aly + 1|}] 1(_s0 ) (¥)
2:4. P(X = 1|Y > 0) ~ 0761.
2:5. —
2:6. P(X > 1Y = y)=e~ /¥

2.7. P(X =Y) = 52

2-p
2:8. p=15.
29. a) k= -
D) fr) = (/75— )
¢) No son independientes.
2:10. P(X >YZ) =32,
0 siz,w <0
2:11. a) Fzw(z,w) = g 1 —exp{—=(0+p)z}] siz=0,w<0
1 —exp{—(0+ pn)z} siz>0,w>1

3. Distribuciones condicionales
31 P(X > 1Y =y) = exp{~y "} 1(0,00)(¥)-

32, a) fx(z) =4[z — 2% Loq)(a),
Sy (y) = 49101y (y).

(X <05]Y =0.5) = 1.

(X <05]Y >05) = 2.

b)
)

d) No son independientes.
)

P
c) P

Las entradas de la tabla estdn multiplicadas por =

3:3. a 35
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X\Y |2|3|4|5|6[7[8][9]10]11 |12
1 1/0/0{0]0|0O|0O]0O] O} O0]O
2 0(2|1(0|0(010f0O| 0] O0/}O0
3 0j{0|2|12|1(010(0| 0] 0|0
4 0j{0j0|2|2211(0| 0] 0|0
5 0jo0j0j0|2(2|2|2|1]01]0
6 0jojojo0f0|2|2]|2]|2]2]1
b) fx(z) = 36 [113(2) + 310y (2) + 5lygy (@) + TLigy () 4+ 915y (x) + 1116 ()]
Sy (W) = 35 12123 () + 203113 () + 3Lga 10 () + 41501 () + 5lys8) (y) + 617y (2)]
c) E(X) =4.47
d) P(Y =8|X =5) = 2,
E[Y|X = 4] =6.28,
E[X|Y =6] =4.2.
3:4. a) Los valores en la tabla estdn multiplicados por ﬁ
Y\NX|O0]|1]2]|3
0 64 | 48 | 12 | 1
1 48 1241 3 |0
2 1213|1010
3 1101010
b) fx(:L’) = 27%6 [1251{0}(11) + 751{1}(56) + 151{2}(.%) + 11{3}(%)]
Fr(y) = 515 [125140y (y) + 751113 (y) + 15123 (y) + 115y (y)]
¢) No son independientes
d) Y =y|X =2~Ber(p=3})
3:5. fr(y) = aﬁl(%@)(y)
OlY =y ~Gamma(a + 1,y + A).
3:6. —
3:7.  a) La funcién de distribucién estd dada por la siguiente tabla
Y\ X | X<-1|X<0| X<1 |X>2
Yy <-1 0 0 0 0
Y <0 0 56/125 | 84/125 | 7/10
Y>1 0 80/125 | 120/125 1
b) P(X +Y <1) =13 =0.864
3:8. 312
3:19. p= %
3:10. ) F(t) = 525
b) P(Yl < }/2) PYES +)\2
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4.

4:1.

4:2.

4:3.

4:4.

4:5.

4:6.
4:7.

4:8.

4:9.

4:10.

5.

5:1.
5:2.
9:3.
5:4.
5:9.

5:6.

5:7.

Probabilidad condicional

n

fN(n) = wﬁwﬂ{o’l""}(n)'

La funcion de densidad conjunta esta dada por

Y\Xx|] o] 1] 2 3
0 | 1/8|3/16 |3/32 | 1/64
1 0 |3/16 | 6/32 | 3/64
2 0 | 0 |3/32]3/64
3 0 0 | 0 |1/64
(0|X =z) ~Beta(a + z,8 —x + 1).
(0|X1, X2, X3) ~ Gamma(«a + 3, 3;), donde 3, = %jﬁ& .
(YIX =2) ~N(5,1).
EX]=1y
E[Y]=;

a) La distribucién marginal de ambas es igual, la de X es:

P(X = ) = pl{_gy(x) +3pLli_y1y(2) + 5pLgy(x).

b) P(X|Y =1) = %ﬂ{—m,l}(@'

¢) No.
p=1/3.
a) P(X; = X;) = 302, p* ()
b) P(I =i, Xy = z) = 22
c) Si.
d) P(X1,Xg) = "2 3000 07 () + 5

Medias, varianzas y correlaciones

1
8
0
a) —
b) —
a) Cov(X,Y)=-1
b) Corr(X,Y)=-3
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5:8. —

5:9. —

2
p:10. COH(XI B X2’ Xa X3) - (Uf-i-aéf)z(a%-i-ag)

5:11. E[X|Y] = 57

6. Funcién generadora de momentos
6:1. My (t) = “oal™

6:2. —

6:3. W ~ Poi(3)).

6:4. —

6:5. Y ~ N(0,1).

6:6. a) —
b) W~ x3.
6:7. —
6:8. —
6:9. —

6:10. My (1/4) = 5.

7. Distribucién multinomial

71, —

72. P(X;=2,X0=3,X3=1,X4=0,X5 =0, X =4) = 0.00020838.

7:3. a) P(X1=3,X>=3,X3=1,X,=2) = 0.00774144.
b) P(X1=4,X,=1,X3=2,X, =2) =0.01741824.
¢) P(Xo =5|Xy =4) =5.4192 x 1074

7:4. P(X35 = 5) = 0.0130.

75. a
b

) P(Xo=1,X; =2,X5=3,X3 =4) = 0.00285.
) P(X? <5)=.0211.
) P(Xo + X1 = 6) = .2050.
d) P(Xy < 2|X; =5, Xo = 3) = 0.4375.
) B(
) B(
) B(

o

76. a A:C’B—O)—7875><10 10,

S

10)=1x171

A
A =5)=1.4880 x 1073.

7:7. P(A=27,B =18,C = 15) = 2.1531 x 1073.

7:8. P(E =25,A=10,C =5,M = 10) = 9.7886x107".
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8. Distribucién Normal multivariada
8:1. —
8:2. —

83. a) —
b) p1,3 = v2/V5,
p12=0.

c)

8 14 8 11
E[Y]=10], Var(Y)= | 8 14 11
2 11 11 11

8:4. a) La media es 3.45 y la desviacién estandar es 1.9849.
b) P(Y > 3.5|X = 120) = 0.4005.

8:5. —
8:6. a) P(Y; >5)=0.1586.
¢ T % 3 30
8:7. a) Sea X = (X4, Xo)", luego: (X|X7 =1) ~ Ny (e 9))
b) E[2Xy — Xy| X7 =1] = -1y Var(2Xy — Xy|X; =1) = 11.
8:8. ¢ = £22¥,

ox

8:9. a) 2,
60 ()

9. Transformacion de variables aleatorias
9:1. —
9:2. Y ~ Exp()).
9:3. —
94 fr(y) = e Tl (y).
9:5. Y ~ Exp(1).

. _ 2
9:6. fy(y) = 7r\/T7]l(0,1)(y)-

9:7. fy(y) = ml(o,m)(y)-

9:8. fy(y) = \/ge_%ﬂ(o,oo)(w'
9:9. Y ~ Beta(8, a).

9:10. Y ~ Exp(1).

9:11. Y ~ Exp(1).

9:12. Y ~ Beta(b, a).
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10.

10:1.
10:2.
10:3.

10:4.

10:5.

10:6.
10:7.
10:8.
10:9.

10:10.

11.
11:1.

11:2.

11:3.

Transformacién de variables aleatorias (multivariado)

SeanU=XyV=X+Y

a) fov(u,v) =2e""1( z)(u)L(g,c0) (V).

b) fu(u) = 2e" "1 g ) (u),
fv(v) = 0271 (g ) (V).

Y si0<y<1
fr(y) = . :
2—y sil<y<?2

(Y1,Y2) ~ Na (p, I2).
Donde: u” = (0,0) y I representa la matriz identidad de dimension 2.

fu(u) =T 1)(u).
fv() = [ fx(w)fy (2) |£] du.

E[X +Y]=1.

Si son independientes.

No son independientes.

fxxtv(z,w) = L) (7)1 a1y (W)

Sea W = max{X,Y}.

PIW < w]Z] = w?[(1 - 2w + 2]1 g1 (w).

f) Fxaviz(@) =24+ (1 = 2)w] (Wl (@) + (2 = w) 1 W)]-

d

e

o
— — ~— ~— ~—

Sumas y cocientes de variables aleatorias

a) fy (Wi y2,y3) = A exp{—=Ays}L(0,00) (1) Liyy 00) (2) L (y,00) (¥3)-
b) Yo ~ Gamma(2, \).

¢) fri = % exp{—Ay}1(0,00)(y4)-

11:4. —

11:5.

f2(2) = [Z fol@) fy(z + x)da.
fr(y) = F(Fn(f;}()n) i — y)”_l]l(ovl)(yl). Es decir, Y ~ Beta(n,n).
Ix2y2(u,v) = T(g1)(w) L1 (v).
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11:6. —
11:7. —
11:8. a) —
b) —
11:9. Sea Z = X +Y entonces fz(z) = 21 1) + (2 — 2)1(12).

11:10. Sea U = |X — Y/, entonces fy(u) = ;% [1 - —} L(0p—a)(u).

12. Distribuciéon T-student y distribucién F
12:1. —
12:2. —
12:3. —
12:4. —
12:5. —
12:6. —
12:7. —
12:8. —

12:9. —

13. Estadisticos de orden
13:1. —

13:2. = La funcién de densidad del minimo es f(z) = n(1 — )" 1 1)(z).

= La funcién de densidad del maximo es f(z) = naz" 11y (z).

= La funcién de densidad conjunta entre el j-ésimo y el k-ésimo estadistico de orden

es fik(z) = G=—1)I(k— ;L' Di(n— k-)lx My —a)h (1 - y)n_kﬂz<y($7y)-

» La funcién de densidad marginal del r-ésimo estadistico de orden es f,(z)

n(721) a1 — )" P 1 ().
13:3. P(2Y]y) < Yjg)) = 1/2
13:4. n = 34.

13:5. a) IP’()U(n < ): (2)".

) E<U<n>>=(n“f1), v Var(Uw) = 0n (34 - i)

13:6. a) fr,V(r,v) = n(z;l)7’"7211(0,9)(U)]l(oz(efv))(r)

b) fr(r) = "Crn=2(g — 0.57)1 (g o0 ().
fv(v) = 75200 —v))" g9 (v).
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13:7. a) f(y1,92,¥3) = 610,1) (Y1) L(yy.y5) (¥2) L(y,1) (¥3)-
b) f(y1,92) = 6(1 — y2)L(0,1)(¥1) L(y,,1)(Y2)-
c) flyslYi=wy1,Yo =1y2) = 1_1y2 Lyy,1)(Y3)-
13:8. a) —
b) ]P( = 0.9998.
13:9. —
13:10. a) —
b) —
13:11. —

14. Desigualdades y convergencias

14:1.  a) E[X3] > 15,625,

14:2. —
14:3. —
14:4. —
14:5. —
14:6. —
14:7. —
14:8. —
14:9. —
14:10. —

14:11. —

15. Teorema central del limite

15:1. 0.0749
15:2. 0.0475

15:3.  a) 0.1492
b) 0.0838

15:4. —
15:5. 0.3085
15:6. a) 0.4616
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b) 0.8194

15:7.  a) 0.0162
b) 0.2514

15:8. 0.8461
15:9. 0.0427
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