CLASES. Modelo Trinomial. Replicacion de Portafolios y Mercados
Incompletos.

Modelos Trinomial
Una generalizacion inmediata d modelo binomia en & que permitimos tres estados del activo S en d futuro: Su,Sm y Sd

donde
d<m<u

y como hemos hecho anteriormente u,m y d son porcentajes en que laopcion puede bajar en laproporcion d, subir enla
proporcion u o (bajar/subir) una proporcion intermediam

Sr=Su

ST:Sd

Al calibrar e modelo binomial a precio del activo subyacente (es decir, encontrar |as probabilidades libres de riesgo) implica
resolver para las probabilidades de cada uno de los tres posibles estados Pu, P, Pd las siguientes ecuaciones.

Pu+Pm+Pd=1
SuPu + SmPm + SdPd = S(1 + r)

Este es un sistema de dos ecuaciones en tres incognitas. De agenbralineal sabemos que este sistena o no tiene solucion o
bien tiene un numero infinito de soluciones. El segundo caso esd que prevalece siempre que la accion tome vaores distintos. Es
decirul m?t d.

En particular, lasolucion del sistema de ecuaciones lineaes esta dada por:

Pm = Itr-u _ d-u Pd

m-u m-u

= m-1-r d-m
Py = Z-2L + £ P

-u m-u

Pd = parametrolibre

El pedir positividad de las probabilidades implica por un lado que:

pm=21tr-u. d-upgsg
m-u m-u

p d-upg<cltr-u
m- u m- U
P (d- u)Pd>1+r-u

P Pd<ltr-u
(d- u)
Por otro lado:

pu=m-1-r,d-mpjs
m-u m-u

p m-dpjcm-1-r
m- u m- u

P (m-uPd>m- 1-r
b pd>m-1-r
m-d
En resumen, si bien Pd esun parametro libre que define aunnumero infinito de vectores de probabilidad libre de riesgo, esta
acotado de lasiguiente forma para mantener la positividad de las probabilidades:

Sm-1-r30® 2Lrgpdg L

Sm-1-r<0 ® 0£Pd£%

Ejemplo:



ParalaOpcion Call que valuamos en & modelo binomid resulta que no podemos determinar univocamente su valor atraves
de argumentos de no arbitraje, pues hay mas de una probabilidad libre de riego

Flujo Originado por el Call

® (75- 60), = 15
65 09. -5
® (40- 60), = 0

Valor ddl Call:  E[(Sy- K).]/(1+r) = [15* Pu+5* Pm]/1.1

Esdecir S, = 50,7 = 0.1,u = 1.5,m = 1.3,d = 0.8.
Ahorabien,

E[(Sr- K)+ /(1 +7) = [15* Pu+5* Pm /1.1
= 10/11 * |:15* m-1-r 415+ d P+ 5* 1+r- -5 d uPd:I
m-u
= 10/11 * [15*M+15*Mpd+5* 11-15_ 5« 08- 1-5Pd]
- 15 13- 1 13- 15 13- 15

= 10111+ |:15* 02 15+ 05pd+5* 04 gx 07Pd:|
0.2 02

= 10111 * [-15+ {75 & LPd+ 10]
202 02

= 10/11* [20Pd - 5]
En este caso Pd esta acotado por
m-1-r £ PdE 1+r-u
m - d-u
13- 11 ¢ pyg 11-15
1.3- 0.8 08- 15

02 ¢gpgg 04
05 0.7

0.4 £ Pd £ 47 p 05714

dado que € valor dd Cal esunafuncion lined de Pd, este acanzara sus valores maximosy minimos en |os extremos del
intervalo que acota a Pd
Cuando Pd = 0.4 € cdll vae

10/11* [20* 04- 5]
=10/11*[8- 5]
=30/11p 2.73
Cuando Pd = 4/7 € cdl vae
10/11* [20* 4/7 - 35/7]

= 10/11* [45/7]

= 450/77 p 5.85

Mercados Incompl etos
Un par de definiciones:

En un modelo aun periodo, se dice que dos portafolios son equivalentes Si valen [o mismo, bgjo cuaquier circunstancia
(cualgiuoer estado de lanaturaleza), d fina dd periodo.

OBSERVACION: En un mercado que no permite arbitraje los dos portafolios deben valer lo mismo. De lo contrario
venderiamos € portafolio mas caro, con lo que obtengamos comprariamos € mas barato (obteniendo una gananciaen la
transaccion) y d final del periodo solventariamos |os compromisos adquiridos d vender d portafolio a principio del periodo,
vendiendo |os activos contenidos en € portafolio que compramos (esto no representa ganancia o perdida pues d final del periodo
los dos portafolios valen lo mismo).



En este contexto, dado un producto derivado cuaquiera, se dice que un portafolio esun portafolio replicante (asociado a
este producto derivado) si esta conformado por una posicion de dinero en € banco y accionestales que e vaor fina del
portafolio esiguak a valor final del producto derivado bajo cuaquier estado de lanaturaleza. Esdecir si € portafolio replicad
producto derivado.

Ahoraya podemos definir lo que es un mercado compl eto.

Un mercado completo esaguel en & que para todo producto derivado podemos construir un portafolio replicante.

Por negacion: Un mercado incompleto es aquel que no es completo.

Ejemplos:

Modelo Binomial: un mercado completo.
El modelo Binomia con cuenta de Banco (que paga 1l + » d find del periodo por un deposito d principio de $1) y un activo
S, que d tiempo find puede tomar uno de dos valores. Su o Sdcond < 1+r <u
Cualquier producto derivado queda compl etamente determinado por € vaor que adquiere en cuaquiera de los dos estados de
lanaturaleza: D(Su) y D(Sd). Dado este producto derivado generico, un portafolio replicante esta dado por una combinacion
d: Y g2 dedinero en  banco y numero de acciones del activo S tal que

<f q1(1+ ) + g28u = D(Su)
| a1+ 7) +q,5d = D(Sd)
Al despejar obtenemos que:

o = D(Su) - D(Sd)
2 Su- Sd
— D(Su) - g8u
e 1+r

Esdecir, simpre existiraeste portafolio si Su * Sd . Esdecir, si @ activo esrealmente riesgoso (a diferencia de la cuenta de
banco, esincierto que valor tomara en € futuro).

Modelo Trinomial: un mercado incompleto.
El modelo Binomia con cuenta de Banco (que paga 1l + » d find del periodo por un deposito d principio de $1) y un activo
S, que d tiempo find puede tomar uno detresvaores. Su , SmoSdcond <m < u
Cualquier producto derivado queda compl etamente determinado por € vaor que adquiere en cuaquiera de los tres estados de
lanaturaleza: D(Su) , D(Sm) y D(Sd). Dado este producto derivado generico, un portafolio replicante esta dado por una
combinacion g; Yy g, de dinero en € banco y numero de acciones del activo S tal que

qu(1+7) + d285u = D(Su)
Ai(1+7) + d25m = D(Sm)
qu(1+7) +d25d = D(Sd)
Tenemos tres ecuaciones y tan solo dos incognitas, € sistema esta sobredterminado y no tendra solucion amenos de que:
D(Su) - D(Sm) _ D(Su) - D(Sd)

Su- Sm Su - Sd
Lo cua no tiene por que suceder para todos los productos derivados posibles que podamos disefiar




