Apéndice A: El principio de Duhamel

En esta pequena nota mostraremos de modo general como es que funciona el método conocido
como el Principio de Duhamel para ecuaciones de evoluciéon. La notacion tal vez pueda
resultar un poco complicada en una primera instancia, por lo que recomendamos pensar
siempre en la ecuacion del calor en el primer desarrollo y el ejemplo de la ecuacion de la
onda en el segundo. (Para el primero también se puede considerar el Ejemplo abajo.)

Utilizaremos la notacién de los operadores diferenciales, asi, si P : IR — IR es un poli-
nomio, tenemos que

u + P(0,)u] = 0, (1)

es una ecuacion de evolucion de primer orden desde que 0, signifique la diferencial respecto
de z; de este modo 9% es equivalente a 9 /9z* para cualquier k € IN.

Ejemplo. Tomemos el polinomio cuadratico P(7) := a + br + 72, asf la ecuacion de
evolucion (|1), es en este caso

0 = u+P(0)[u]
= u;+ (a + b0, + c@i)u
= U + au + buy + cugy,,

que se conoce como una ecuacion de reaccidén-adveccion-difusion por sus términos a, b
y ¢, respectivamente.

Claramente decimos que la ecuacion (|1 es lineal si los coeficientes del polinomio P(7)
dependen a lo sumo de x y de t. Observa que la ecuacion de evolucion que estamos estudiando
es siempre homogénea. Es importante destacar que el Principio de Duhamel es aplicable
cuando conocemos la solucion del problema de valor inicial (y de frontera) completamente
homogéneo, es decir, cuando sabemos la soluciéon de

us +P(0y)[u] = 0, reR, t>0 @)
u(z, 0) = f(z), reR -

(En caso de tener condiciones de frontera, estas deben ser Dirichlet o Neumann homogéneas.)
La idea del principio que presentaremos es que si conocemos la soluciéon del PVI ,
entonces podemos resolver el mismo problema para una EDP no homogénea pero del mismo

tipo, es decir, podemos construir la solucién para el problema
u+PO)u] = flz,t), x€eR,t>0 (3)

u(z, 0) = 0, reR -’

Teorema 1 (Version pequefia). La solucion del problema lineal] y de valor inicial es
dado por el Principio de Duhamel, por la funcion definida bajo la integral

u(z, t) = /o u(z, t; s)ds, (4)

donde u(x, t; s) depende del pardmetro s € R y resuelve un PVI homogéneo:

{ut+77((9x)[u] = 0, reR, t>s (5)
u(z, s;s) = flx,s), reR(t=s)

1Observa el detalle escrito en el ejercicio 5 més adelante y mantenlo en mente en la demostracion.
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Notemos que u(x, t; s) no esta definida para valores t < s, ademas, estos valores no son
necesarios en la solucion pues no se necesitan los valores para ¢ € [0, s). Sin embargo, a
veces es natural definir u(z, t; s) = 0 para todo ¢ € [0, s).

Prueba. Veamos primero que satisface la condicion inicial de (3)), a saber,

0
u(z, 0) = / u(z, t; s)ds = 0,
0

pues la integral es vacia.
Ahora veamos la validez en la EDP; tenemos los siguientes desarrollos:

t

0 0
au(z, t) = at ), u(zx, t; s)ds

t
= u(x, t; t) + i %u(a:, t; s)ds
t

= flz, 1) +/O w(z, t; s)ds,

de la condicion inicial en ({5)). Por otro lado, como la integral depende del tiempo, las parciales
respecto de la posicion pasan sin problema bajo el signo de integral y tenemos que se satisface
tanto

B t
%u(x, t) = /0 uz(z, t; s)ds

como que para toda k € IN
ak t "
—u(z, t) = / Oou(zx, t; s)ds
Oxk 0

se satisface. Tenemos entonces que el operador polinomial pasa por el signo de la integral,
es decir,

u(z, t) +P(0y)[ul(z, t)] = f(z,t) —i—/o u(x, t; s)ds —i—/o P(0,)[u](x, t; s)ds

= f(z,t) +/0 (ut +73(8x)[u])(x, t; s)ds
= f(xv t),

en virtud de que cada u(z, t; s) es solucién de un PVI homogéneo. U

Claramente el hecho de que nuestra ecuaciéon de evolucion sea de primer orden en
el tiempo, no es mas que una particularidad. Es asi que el Principio de Duhamel puede
extenderse a casos més generales.

Teorema 2 (Version general). La solucion para el problema lineaﬁ y de wvalor inicial no
homogéneo

Fu+PONU] = f(@,1), TER, t>s
u(z, 0) = dwu(z, 0) = -+ = 9 u(r,0) = 0, relR "’

2Recuerda el ejercicio 5.



es dado por el Principio de Duhamel, por la funcion definida bajo la integral

u(z, t) = /0 u(zx, t; s)ds, (6)

donde cada solucion u(x, t; s) depende del pardmetro s € R™ y resuelve el PVI homogéneo

u+P(0,)[u] = 0, reR, t>s
u(z, s, 8) = Ow(x, s;5) = - = O 2u(z, s; 8) 0, reR(t=s) .
o tu(z, s;8) = flo,s), x€R(t=5s)

Prueba. Las condiciones iniciales se satisfacen, a saber,
0
u(z, 0) = / u(z, t; s)ds = 0,
0
0
Owu(z, 0) = wu(z, 0;0) —i—/ Owu(z, t; s)ds = 0,
0

0
Otu(z, 0) = Ou(z, 0;0) +/ Otu(z, t; s)ds = 0,
0

' 0
O tu(x, 0) = 9" 2u(w, 0; 0) —i—/ O tu(z, t; s)ds = 0,
0

pues u(z, 0; 0), Guu(z, 0; 0), ..., 9" *u(x, 0; 0) son nulos y las integrales son vacias. Sin
embargo,

t
Ou(z,t) = O tu(w, t;t) —i—/o Oyu(z, t; s)ds

= Sl t) - / P@)ulz, ; 5)) ds
= f(:L‘, t) - P(ax)[u(xv t)],

pues como en la prueba anterior tenemos que las diferenciales respecto de x pasan sobre la
integral en ¢ y sabemos que u(z, t; s) resuelve el PVI homogéneo. De esta ultima igualdad,
tenemos que la solucion @ satisface el PVI no homogéneo original. U

Ejercicios.

1.- Demuestra el Teorema 1 cuando se tiene un problema de valor inicial y de frontera, a
saber, el problema

u +P(0)[u] = f(x,t), x€(a,b),t>0
u(z, 0) = 0, x € [a, b]
u(a, t) = u(b,t) = 0, t>0

2.- Repite el ejercicio anterior con condiciones de Neumann homogéneas.



3.- Encuentra la soluciéon del problema con condiciones iniciales no homeogeneas siguiente
ur +P(0)[u] = f(z,t), xeR, t>0
u(z, 0) = g(z), reR -

Por ejemplo, piensa en la ecuacion de transporte.

4.- Piensa qué deberias hacer para resolver el problema

U +ur +POy)u] = flz,t), z€R, >0
u(z, 0) = 0, relR

5.- Explica porqué el polinomio puede tener coeficientes que dependan de la posicion x pero
no del tiempo ¢ sin que alteren el resultado de las pruebas.

6.- Trata de entender como debe ser una extension del Principio de Duhamel cuando la
ecuacion de evolucion no es lineal.

7.- Aplica el Principio de Duhamel a una soluciéon que conozcas por separacion de variables
en su forma dada por la Serie de Fourier.

8.- Trata de entender, via el Principion de Superposicion, a las soluciones —@ como la
suma infinitesimal de varias soluciones en el tiempo final t. Imagina, si es mas facil, que
el forzante f(z, t) es dado por pulsos en el tiempo. Usando la delta de Dirac 0, (t) como
un pulso al tiempo ¢t = 7, imagina que el forzante satisface

flat) = Y ful@)dn(t),
keIN
para funciones suaves fi(z).



