Un repaso rapido en Series de Fourier

La idea de estas notas es escribir lo basico sobre Series de Fourier, informacién mas detallada
puede ser encontrada en [Eva98, Sal08, Tol76].

1. Recuerda lo que es una funcion periédica de periodo T', nota que entonces:

a+T
/ f(z)dx = Const., Ya € R.

2. Notacién de armonicos, es por eso que en las Series de Fourier se usara la terminologia
modos armonicos:

y(r) = A sen(wzx + @),

donde A es la amplitud del modo, w la frecuencia (angular) y ¢ la fase inicial.
3. Los polinomios trigonométricos se definen similarmente a los clasicos. Tomando n como
el grado y un perido T' = 2I, tenemos

mkx
Sp(x) A+Z{akcos—+bksenT}.

Un cambio de variables til es = tl /7, que nos convierte S, (x) en

o(t) = A+ Z{ak cos kt + by, sen kt},

k=1
con modos armoénicos de periodo 2.

Ahora veremos propiedades del sistema bésico de funciones trigonométricas:
{1, cosx, senx, - -- , coskz, senkx, --- }.

Primero, notemos que para n # 0,

s s
/ cosnrdr = / sennzdr = 0,
—T —T

y que dadas las identidades trigonométricas

cosa cosff = %(cos(a + ) + cos(a — 5))a
sena sen S = 3(cos(a— f) — cos(a+ f)),
sena cos = 3(sen(a+ f)+sen(a — f)),

tenemos
/ cosnz cosmx dr = / cos((n +m)z) 4 cos((n —m)x)dx = 0,

o o Vn,m €N, n#m
/ sennx senmx dr = / cos((n —m)z) — cos((n +m)x)dz = 0,

asi como
/ sennx cosmx dr = / sen((n +m)x) +sen((n —m)x)der = 0, VYn, m e IN.

—T —T
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De las primeras identidades tenemos que

s s
/ cos® nx dx :/ sen’nrdr = m, VYn, meNN.

—Tr —T
Con esto hemos mostrado la ortogonalidad de la base de funciones trigonométricas.
Ahora, supongamos que tenemos una funcién f(z) de periodo 27 escrita de la forma:

flz) = %—i—;{akcoskx—i-bksenkx}.

Notamos que

flz)dx = % dx+2{ak/ Coska:dx+bk/ senk:xdx} = o,
d & k=1

—T —T

o sea que f(z) es integrable. Veamos la integral de los productos con los elementos de la
base:

/ f(x)cosnxdx = %/ cos nz dz

+Z{ak/ coskxcosnxdx+bk/
k=1 o

—Tr

™

sen kx cos nx dx }

= anm,
/ f(x)sennzdr = % sennx dx
) 007 s g
+ Z { ak/ cos kx sennx dr + bk/ sen kx sen nx dx }
k=1 o -
= b,m.

Despejando, obtenemos la manera de calcular los coeficientes de Fourier:

1 ™
a, = —/ f(x) cosnx dx, n=20,1,---
T™J_n

1 s
b, = —/ f(z)sennzdz, n=12 -
T™J_n
. Qué le hemos pedido a f(z)? ;Sera suficiente?

Teorema 1. Sila funcién f(z) de periodo 27 se puede expandir en una serie trigonométrica
que converge uniformemente en el eje real, entonces esta serie es la Serie de Fourier de f(x).
(La que acabamos de construir.)

Teorema 2. Una funcién absolutamente integrable f(x) de periodo 2w puede expanderse
en una serie trigonométrica que converge a f(z), excepto posiblemente a un conjunto finito
de puntos (por periodo); ésta es la Serie de Fourier de f(z).

Observaciones imporantes sobre series de Fourier son muchas, tal vez las mds importantes
se relacionen a la paridad de las funciones: si el dominio se toma simétrico en torno del
origen y la funcién a considerar es par, entonces todos los coeficientes b, son nulos, si es
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impar, entonces son los coeficientes a,, los nulos. Otro comentario importante es que la serie
de Fourier aunque sea formada por funciones de clase C*°(IR), puede aproximar funciones
discontinuas, siendo asi en el limite discontinua. Lo curioso es que la discontinuidad es abierta
en las dos partes continuas y el valor en la discontinuidad es la media. Matematicamente:
digamos que f(z) es discontinua en x,, es decir, lim, ., . f(x) # lim,_,,,_ f(z). Sea S[f](z)
la serie de Fourier de f(x), entonces se satiface que:

Sl = 5 Jim 7€)+ Jim £(6)).
en particular S[f](z,) = (Umy y+ f(z) + lim,—y,— f(2))/2, v si la funcién es continua,
entonces S[f](x) = f(x) para toda z.

Algunos ejemplos

P
1. 2% = %—4(COSQS— CO;22x+CO;23x —"'>, con x € [, 7.
2 oo
2 = 4%4_4; (coz;m - Wse;n:c)’ con z € [0, 27].
2. |a| E_é(cosx+cos3x+cos5x+”.> con € [—, 1.
2 7 32 52 ’ ’
3. jsenz| — 2—4<COS2x—|—COS4x—|—COS6x+---),coan . .
T 3 15 35

sen 2x n sen 3x
2 3

4.$:2(sena:— —'--),COH.CI?E[—W,W].

2 3
T = 7r—2<sen:10—|—sen2 ;1:+ser; x—l—---),conxe 0, 27].
4 sendr  senow
5. Xjo,x(7) = p senx + 3 + 5 +--- |, con x € [—m, 7.
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