Un repaso sobre la Transformada de Fourier

La idea de estas notas es escribir lo basico sobre Transformada de Fourier para resolver la
ecuacién del calor. Informacién més detallada puede ser encontrada en [Eva98, Sal08, Tol76].

Se dice muchas veces que la transformada de Fourier (o la Serie) relaciona la frecuencia y
la amplitud de las ondas que generan una funcién. Cada modo tiene su amplitud y en el caso
de funciones periédicas o acotadas, las frecuencias posibles son limitadas. Podemos pensar
que “si x representa el tiempo en segundos, entonces la variable asociada &£ va representar la
fecuencia en hertz”.

La definicién de la transformada depende del autor, hay muchos modos de expresarlar y
grosso modo solo cambian las constantes. Para una funcion f : IR — C integrable definimos
la transformada de Fourier asociada f : IR — C por la integral:

~
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fle) = o /IR f(x) e da 1)

y su inversa esta dada por:

1 ¢ ifx
fla) = —= /]R f(6) e de. 2)

(Escoger el signo en la exponencial también es arbitrario y depende de cémo sea definida la
frecuencia angular.) Esta es una de las versiones mas usada por matematicos dada la simetria
que existe en la constante previa a la integral. Otra forma simétrica es

/ flz)e € dy con  f(x / f(€) ¥ de.

Los fisicos muchas veces optan por la forma
/ f(x)e ™ dx con f(x) := / f e duw, (3)

pues el modo f f]R x) dx representa la “masa” de la funcién y la frecuencia angular
estd normalizada comrectaumente7 observa el factor 27 en la inversa. Usaremos también
esta forma, pues nuestros problemas provienen inicialmente del mundo fisico.
Denotamos al operador de la transformada de Fourier por * : L?(IR)NL'(IR) — L*(IR). (Se
puede expander la teorfa para funciones unicamente en L?(IR), no lo necesitamos.) Luego,

escribimos la transformada como f(€) o también por (f (x))/\(ﬁ)

Algunas propiedades importantes de la transformada de Fourier son las siguientes.

1- Linealidad. (af (@) + Bg(x))"(€) = af(&) + Ba(&).

2- Modulacion. (eixg"f(iﬁ))A(f) = f(£—&).

3.- Traslacién. (flx = ,))"(€) = et f(€).

4.- Escalamiento. (f(ax))/\(f) = |a| ' f(&/a).

5.- Cerradura. Una propiedad muy importante es (f(:p))/\(f) = f(=£), es

decir, tenemos que f (x) = f(—x) se satisface.
1 e A
6.- Derivacion. if(x) = —/ i€ e f(€) d¢, por ejemplo en (3).
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Ademas de estas propiedades algunos teoremas son importantes en las aplicaciones. Los
siguientes son sencillos de demostrar y se dejan como ejercicio:

Teorema 1 (Plancharel). Sea f: IR — C una funcidn integrable en L*(IR), entonces

[1r@par = [ 1R

es decir, la norma L*(IR) es la misma para una funcién que para su transformada.

El Teorema de Plancharel es un caso particular del siguiente teorema, donde tenemos que
recordar cémo definir la norma a partir del producto interior.

Teorema 2 (Parseval). Dadas dos funciones integrables f, g : IR — C, se tiene que

| r@aii = [ fea@as
es decir, la transformada de Fourier preserva el pmducto interior L>(IR). (En notacion mds

compacta (f, 9)2 = (f, §)2.)

Para entrar de lleno al teorema maés importante, necesitamos recordar la convolucion de
funciones. Si tenemos dos funciones f, g : IR — C, definimos la funcién de convolucién

W) = (f * 9)(x) o
/f g(z —y)dy = /]Rf(x—y)g(y)dy.

Estas funciones tienen propiedades increibles de suavizamiento, pero en un principio son
complicadas de imaginar. Una excelente referencia “introductoria” es [IdM13], dos textos
avanzados pero de gran calidad son [BN66, RS72].

Teorema 3 (de Convolucién). Sean f, g : R — C dos funciones integrables, entonces la
convolucion es un producto en el espacio transformado, es decir, h(£) = f(&) g(&).

La prueba de este ultimo teorema no es tan sencilla, pero es posible hacerla recordan-
do que las integrales seran intercambiables dada la integrabilidad de todas las funciones
involucradas.

El propésito

Hemos dicho que pretendemos resolver la ecuacién del calor. La idea es hacerlo pensando
en una barra infinita y la distribucion de calor en ella. Asi, pensamos en el dominio de los
nimeros reales con una condicion inicial dada, es decir, queremos encontrar la solucion de:

K
T, = —T,,, ceR,t>0,
S ’ (4)
T(x,0) = h(x), r € IR,

donde T'(x, t) es la temperatura en la posicién x al tiempo ¢, K es la conductividad térmica,
ce el calor especifico y p la densidad del material considerado.

Si se observa la definicién (3) vemos que para funciones 7' : IR* — IR integrables para
cada tiempo t > 0 no esta realmente definida la transformada de Fourier. No hay problema,
lo haremos a cada tiempo, es decir:

T, 0) = 5 [ Tle e s

que sera la guia para transformar el problema al espacio dual.
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Sin embargo, sélo necesitamos un resultado previo, pues el camino trazado no tiene futuro
solito. Ademas este resultado es mas amplio, pues calcular la transformada de Fourier para
las funciones gaussinas es muy 1til en otras areas de las matematicas.

Tomemos la gaussina genérica

flz)=Ae ™% con G>0.

Normalizamos con la constante A, por conveniencia posterior, de modo que

-1
/ fA(z)dr = 1, 0 sea A% = {/ e~ 2/ dx} :
R R

Tomando el cambio de variables z = nG/ V2, es decir, V2 dz = G dn, tenemos

G . 17! G - 2/
A2 = —/ - d :| = |:— :| — T =
{\/5 R V2 vr G
de esta forma, f(z) = 1/\/2/7/G exp(—x?/G?). (El ancho de f(z) es aproximadamente G

y su maximo es A. Observa qué sucede cuando G — 0.) Entonces:

f&r = A / e e gy = A / ¢~ (@?/G2rigx) g,
R

R

R R

= AG€_§2G2/4/ e dz = AGy/me €/

R

= VorG 675252.

En (5) hicimos el cambio de variables x = Gy, en el siguiente paso y = z — 1£G/2.
El resultado anterior, es decir,

f(z) = \/?exp<—é—22> y o f = \/ﬁeXpGng?),

serd el centro de nuestro estudio, pues dard entrada al Nicleo del Calor y con él a la
solucién al problema (4) descrito al inicio de esta seccion.
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