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Concavidad y aversién al riesgo

Aversion al riesgo y concavidad de la utilidad de Bernoulli

@ Hemos visto que la aversién al riesgo se traduce en concavidad de la
funcién de utilidad de Bernoulli (que esta definida sobre la riqueza)

@ La misma intuicién grafica sugiere que el grado de aversién al riesgo esta
relacionado con la curvatura de la funcién: si partimos de una funcién dada
y aumentamos su curvatura, habra un incremento en la aversién al riesgo

@ Esta intuicién geométrica deberia tener también una traslacion en términos
de las derivadas de la funcién de utilidad
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Concavidad y aversién al riesgo

Las derivadas de la funcién de utilidad

@ La primera derivada de la funcién de utilidad es la utilidad marginal, la cual
nos indica la tasa de crecimiento de la utilidad al aumentar la riqueza

@ En general, suponemos que la utilidad es siempre estrictamente creciente
con respecto a la riqueza, y esto se traduce en: u’(x) > 0, para todo x > 0.

@ La segunda derivada de la funcién de utilidad indica la tasa de crecimiento
de la utilidad marginal: una segunda derivada negativa indica que la
utilidad marginal (siendo siempre positiva) es decreciente: ésta es la
propiedad de concavidad, que es equivalente a aversion al riesgo

@ Algebraicamente, la concavidad de la funcién de utilidad se traduce en la
desigualdad de Jensen, que afirma que, para cualquier variable aleatoria X:

E[u(X)] < u[E(X)]
Pero ésta precisamente es nuestra definicién de aversién al riesgo
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Concavidad y aversién al riesgo

Una posible medida de concavidad

@ Por tanto, si deseamos medir el grado de aversién al riesgo, una medida
natural seria usar la segunda derivada para comparar dos funciones de
utilidad

@ Definicién provisional: si, para cualquier nivel de riqueza x > 0, se observa
que |[u”(x)| = |w”(x)], entonces deduciriamos que la funcién de utilidad u(-)
tiene mayor aversién al riesgo que w(-)

@ (Recordemos que la segunda derivada es siempre negativa, pero a nosotros
nos interesa comparar magnitudes, por eso tomamos el valor absoluto.)
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Un ejemplo
@ Consideremos un ejemplo. Sean

1
u(x) =—e*, vix)= 2 e

@ Estas funciones pueden parecer un poco raras, pero de hecho son
perfectamente vdlidas: si x > 0,

u(x)=e*>0, u’(x) =-e*<0,
1
l/(x) = E e > 0, v”(x) =—e %<0
@ Es mds, para todo x > 0, se cumple:

|u//(x)| —e*> e—2x _ |V”(X)|,

2X—X

puesto que e ¥ > e ?* si, y sélo si, e = &> 1, lo cual es cierto para toda

x>0, ya que €® = 1y la funcién exponencial es estrictamente creciente.
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Concavidad y aversién al riesgo

La utilidad como indice

@ La expresién anterior parece corroborar la idoneidad de nuestra medida,
pero sin embargo hay un problema

@ Recordemos que la utilidad es sélo un indice, que representa las
propiedades de las preferencias sobre variables aleatorias.

@ En el caso de utilidad esperada, podemos substituir una funcién de utilidad
por cualquier otra que preserve la ordenacién de utilidades esperadas de
variables aleatorias

@ Esto serd cierto siempre que la nueva funcién de utilidad sea una
transformacién afin de la anterior: w(x) = a+ bv(x), donde a es un nimero
real cualquieray b > 0.
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Problemas con nuestra medida

@ En nuestro ejemplo, usemos la transformacién afin w(x) = 4y(x) = —e

@ Entonces, deberiamos poder concluir que u(-) tiene mayor aversién al
riesgo que w(-), puesto que esta Gltima implica la misma ordenacién de
variables aleatorias que v(-)

@ Veamos:
W (x)| > W' (x)] @ e*>4e > o & >4,

Ahora la ordenacién es ambigua: la desigualdad no se cumple
cuando x < log(4)

@ Es mds, dado cualquier K > 0, para la transformacién afin
s(x) = Kv(x) = —(k/4) e %, tendremos que |u”(x)| > [w”(x)| © x > log(K),
cifra que puede ser arbitrariamente elevada. Por tanto, no sélamente la
desigualdad deja de cumplirse en algunos casos, sino que podemos poner el
umbral minimo para que se cumpla tan alto como deseemos.
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El coeficiente de aversién absoluta al riesgo

El coeficiente de aversion absoluta al riesgo

@ Para definir una medida de aversién al riesgo basada en la segunda
derivada, pero que es invariante con respecto a transformaciones afines de
la funcién de utilidad, Arrow y Pratt propusieron lo que se ha dado en
llamar coeficiente de aversidon absoluta al riesgo de una funcién de utilidad

|u” ()]
u(x)

@ Dado que suponemos que u’(x) > 0 para toda x > 0, esta normalizacién estd

de Bernoulli:

Ca(xu) = para toda x > 0

bien definida (no hay divisién por cero), y no cambia el signo del numerador.

@ Esmds, si w(x) = a+ bu(x) para un cierto b > 0, entonces w'(x) = bu’(x) y
w”(x) = bu”’(x), por lo que vemos inmediatamente que se cumple:
Ca(x; w) = Cs(x; u) para toda x > 0
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Incremento del coeficiente como concavificacion

@ Dada una funcién de utilidad u(x), supongamos que obtenemos una nueva
funcién de utilidad w(x) mediante un proceso de concavificacién de uf(-).

@ Para ello, sea f(t) una funcién que satisface f'(t) > 0y f”’(t) < 0 para todo
t € IR (por tanto, f(t) es una funcién estrictamente creciente y
estrictamente céncava).

@ Definamos w(x) = f[u(x)], para toda x > 0. Aplicando la regla de la cadena
y la regla de la derivada de un producto:

w'(x) = £ [u(x)] u'(x)
w(x) = £ [u(x)] [u ()] + £ [u(x)] u” (%)
Por tanto:
W” f” (u/)z + f’ u// f” , u//
T T oy, g4t
w f'u f u
Por lo cual, Ca(x; w) > Ca(x; u)
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El coeficiente de aversién absoluta al riesgo

Variacion de la aversion al riesgo con la riqueza

@ Una de las propiedades mds importantes en relacién al coeficiente de
aversién absoluta al riesgo es cémo evoluciona conforme aumenta el nivel
de riqueza del individuo

@ En general, se supone que lo que mejor se corresponde con la realidad es
que la aversién al riesgo de un individuo sea menor cuanto mayor sea su
riqueza, y por tanto que el coeficiente de aversién absoluta al riesgo sea
decreciente con la riqueza (“decreasing absolute risk-aversion” o DARA)

@ Sin embargo, también es frecuente usar por conveniencia funciones con un
coeficiente de aversidn absoluta constante (“constant absolute
risk-aversion” o CARA)
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Funciones de utilidad CARA

@ Como u”(x) <0, si el coeficiente de aversién absoluta al riesgo es
constante e igual a a > 0, tenemos:
u'(x) dlog[u’(x)]

—a > ————>= =—a - log[u'(x)] = —ax+c

u'(x) dx

@ Podemos elegir convenientemente constantes de integracion (en este caso
c = log(a)) debido a la propiedad de transformacién afin, y concluimos que

se cumple:

ax ax

u(x)=ae ™ — u(x) =-e%,

una clase de funciones a la que pertenecen las que usamos en nuestro
ejemplo de motivacion.

> Por cierto, notar que —e~2* tiene un coeficiente igual a 2 y —e™* un
coeficiente igual a 1, y por tanto la dltima tiene menor aversién al riesgo.
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Funciones DARA y TARA

o La funcién logaritmica u(x) = log(x) satisface: u’(x) = x 1y u”(x) = —x2.

Por tanto C,(x; u) = x1, y esta funcién es DARA

@ Otro ejemplo es la funcién v(x) = —(1 + x)~1, cuyas derivadas son:
V(x) = (1+x)2y v’ (x) = =2(1+x)73. Por tanto C4(x;v) =2 (1 +x)71,
también es DARA.

@ Finalmente, consideremos w(x) = x+ log(x), cuyas derivadas son:
wi(x) =1+ xly w’(x) = —x~2. Por tanto Calx;w) = (x—i—xz)_l, también
es DARA.

@ Un ejemplo de funcién IARA son las funciones cuadraticas: dado un maximo
de riqueza M >0, sea 0 < x < My s(x) = Mx—(1/2) %%, con lo que
s'(x) = M—xy s”(x) = —1. Por tanto C,(x;s) = —(M—x) ™! es creciente
con la riqueza.

> Estas funciones son usadas en andlisis de media-varianza.
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El coeficiente de aversién relativa al riesgo

El coeficiente de aversion relativa al riesgo

@ Una variacién del coeficiente de aversién absoluta al riesgo es el coeficiente
de aversion relativa al riesgo, que se define como:

x|u” (%)
u'(x)

@ Laidea aqui, que justificaremos mds adelante, es que se mide la variacién

Cr(xu) =xCh(xu) = para toda x > 0

del grado de aversién al riesgo en relacién a variaciones proporcionales
(porcentuales) en la riqueza

@ Eso estd relacionado con la idea de la elasticidad
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El coeficiente de aversién relativa al riesgo

La elasticidad como pendiente en un grafico logaritmico

@ Seaf:R,; — IR, una funcién definida sobre el dominio de losx >0y
que toma valores estrictamente positivos f(x) > 0.

@ La elasticidad mide la tasa de cambio de la funcién en relacién a la de la
variable en términos porcentuales, de tal forma que esta medida no
depende de las unidades en que expresemos las variables:

Alf(x)[/f(x)  df(x) x

ef(x):A(li{lo A()/x — dx f(x)

@ Supongamos que representamos f(+) en un grdfico logaritmico, y deseamos
medir la pendiente del grdfico, es decir, la derivada dlog[f(x)]/dlog(x).

@ Hagamos un cambio de variable: y = log(x), por lo que x = €. Aplicando la
regla de la cadena:

dlog[f(x)] _ dlog[f(e”)] _ f'(e) e _ xf'(x)
dlog(x) dy f(e) f(x)

= &(x).
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El coeficiente de aversién relativa al riesgo

La aversion relativa al riesgo como elasticidad

@ Dado que u’(x) > 0 para toda x > 0, consideremos la elasticidad de esta
funcién (en valor absoluto, dado que la funcién es decreciente):

dav’
dx

X _ x|u”(x)]
u'(x)  u'(%)

@ Por tanto, Cg(+; u) mide variaciones porcentuales en u’(+) en relacién a

lew (W) = = Cr(xu)

variaciones porcentuales en la riqueza.
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El coeficiente de aversién relativa al riesgo

Evolucién del coeficiente con la riqueza

@ De nuevo, estamos interesados en cémo evoluciona este coeficiente cuando

la riqueza aumenta

@ Tipicamente, muchos modelos usan funciones con aversién relativa al
riesgo constante (“constant relative risk aversion” o CRRA).

@ Pero también se usan funciones con aversién relativa al riesgo decreciente.
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Funciones CRRA

@ La funcién logarftmica u(x) = log(x) hemos visto que tiene C,(x;u) = x 1,

por lo cual Cx(x; u) = xCx(x; u) = 1: es una funcién CRRA.

@ En general, consideremos funciones de la forma

dondea>0ya=1.

@ Tenemos: u'(x) = x %y u”(x) = —ax™%1, por lo cual C4(x;u) = axt,y

Cr(X; u) = xC4(x; u) = a. También se trata de funciones CRRA.

@ De hecho, aplicando la regla de I’'Hopital podemos ver que
lim,_,; u(x) = log(x), por lo cual todas estas funciones pertenecen a una
misma clase (de elasticidad constante)
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Funciones DRRA y IRRA

@ Consideremos dos ejemplos que vimos anteriormente.

o Lafuncién v(x) = —(1 +x)* tiene C4(x;v) = 2(1 +x)71, por lo que la
aversién relativa es Cg(x;v) = 2x(1+ x)™1, una funcién creciente, ie, IRRA.

o La funcién w(x) = x + log(x) tiene C,(x; w) = (x+ x*)~1,por lo que la
aversién relativa es Cg(x; w) = (1 + x)™1, una funcién decreciente, ie,
DRRA.

@ Finalmente, las Gnicas funciones que son simultdneamente CARA y CRRA lo
deben ser trivialmente: la relacién Cz(x; u) = xC,(x; u) para todo x implica
que la igualdad sélamente se puede cumplir cuando u”’(x) = 0 para todo x,
es decir, u(-) es una funcién lineal (afin), ie, con neutralidad al riesgo.
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

Coeficientes de aversion al riesgo e inversion

@ Las caracteristicas de los coeficientes de aversion al riesgo de distintas
funciones de utilidad, determinan los patrones de inversién
correspondientes.

@ Por ejemplo, supongamos que un individuo debe elegir colocar sus ahorros
entre un activo sin riesgo con un rendimiento dado, y otro activo que tiene
un rendimiento aleatorio.

@ Si el individuo tiene aversion absoluta al riesgo decreciente, entonces la
cantidad que coloca en el activo con riesgo es creciente con su nivel de
riqueza.

@ Si el individuo tiene aversién relativa al riesgo decreciente, entonces la
proporcion de su riqueza que coloca en el activo con riesgo es creciente con
su nivel de riqueza.
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

Inversidn entre un activo con riesgo y otro sin riesgo

@ Un individuo averso al riesgo tiene funcién de utilidad de Bernoulli sobre
riqueza u(x), con u’(x) >0y u”(x) < 0 para todo x > 0.
@ Su riqueza inicial, W > 0, la puede invertir en:

@ Un activo sin riesgo que tiene un rendimiento neto seguro ry> 0
@ Un activo con riesgo, con un rendimiento neto aleatorio que puede ser igual
a r, con probabilidad 7t, o bien ry, con probabilidad 1 — 7t.

@ Los pardametros cumplen: 0 <t <1y0<r,<re<r,.
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

La decisién de inversidon

@ Llamemos a, con 0 < a < 1, la proporcién de su riqueza que el individuo
invierte en el activo con riesgo
> Es decir, el individuo invertird oW en el activo con riesgo, y (1 —a)Wen el

activo sin riesgo.

@ Entonces la riqueza final del individuo en los dos estados de la naturaleza
que dan lugara r, y ry es:

»R(a)=(1-a)WQ+r)+aW(l+r,)=W(L+r)+aW(r,—rf)
> Ry(a)=(1-a)W(l+r)+aW(l+r)=W(QQ+r)-aW(r—r)

@ Notemos que R,(a) > W(1+ rf) > R,(«x), siempre que & > 0

@ Sus derivadas no dependen de a y tienen signos opuestos:
Ri(a)=W(r,—rs) >0yR,(a)=W(ri—r,) <Oparatoda 0 < a <1
e Adicionalmente, R,(a) > R,(a) > 0 (ya que r, > 0) paratoda 0 < o <1
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

El problema de decision

@ El problema de decisién del individuo consiste en hallar aquel patrén de
inversion a que maximiza la utilidad esperada de su riqueza final

@ Formalmente, hay que resolver el problema de maximizacién:
max 7 ulRy(a)] + (1= ) ulRy(a)],

donde R,(«) y Ry(a) son las funciones que definimos anteriormente

@ Definamos la utilidad esperada en funcién de la eleccién & como:

% (a) = mulRy(@)] + (1 - 1) u[Ry(a)]
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

Concavidad del problema de decision

@ La derivada de la utilidad esperada con respecto a « es:
U'(a)=mu (R;) Ry + (1-m) ' (Ry) R,
@ Y su derivada segunda:
U’ (a) =1’ (R) (RL)* + (L - 1) u”(Ry) (R})?

@ Como u”(x) < 0 para todo x > 0, vemos que, para todo 1 < @ < 1, se cumple
que " (a) <0

@ Esto implica que la funcién % () es estrictamente céncava sobre el
intervalo0<a <1

» En consecuencia, cualquier solucién de las condiciones de primer orden del
problema de maximizacién determinard automdticamente un méximo global
de la funcién
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

Condicién para que se cumpla o >0

@ Como ya vimos en el caso de demanda de seguros, la solucién éptima
involucra @ > 0 si, y sélo si, se cumple ZZ’(0) > 0

@ Substituyendo: Z’(0) = mu'[R,(0)] R, + (1 — 11) u'[R,(0)] R,.

@ Pero R,(0) = R,(0) = W(1+ r¢). Si ademds substituimos las expresiones
para las derivadas de la riqueza que hallamos anteriormente, obtenemos:
U'(0) = Wi [W(L+ r] [ (rg = r) = (1= 70) (re— )| =
Wu'[W(1 + rf)] [n ra+(1—m)r,— rf] >0

o Esto se cumplird si, y sélosi: tr, 4+ (1 — 1) r, > r¢

@ Es decir, la condicién para que el individuo 6ptimamente decida invertir una

parte de su riqueza en el activo con riesgo es que el valor esperado del
rendimiento del activo con riesgo supere al rendimiento del activo sin riesgo

> De aqui en adelante supondremos que esta condicion se cumple siempre
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

Condicién para que se cumpla o <1

@ La solucién éptima involucra a < 1 si, y sélo si, se cumple (1) <0

@ Haciendo las substituciones pertinentes, esto significa que se debe cumplir
T (rg=re) U [W(1+ra)] < (1= 7) (re=rp) o' [W(1 + )]

@ Esto lo podemos expresar en términos de la tasa marginal de substitucién
entre R,y R, en a = 1y las distintas tasas de rendimiento de los activos:
T u'[Ry(1)] iy’

(1-m)w[R(1)]  ra—re

TMS(R,, Ry) =

> De nuevo, vamos a suponer en adelante que esta condicién se cumple, ya que
para hacer un andlisis de sensibilidad de la solucién 6ptima con respecto a
variaciones en W no nos conviene que la solucién éptima esté anclada en una

esquina del conjunto factible
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

Caracterizacion de una solucién interior (0 < a < 1)

@ Cuando la solucién es interior, la derivada de la funcién de utilidad sera
igual a cero. Simplificando los factores estrictamente positivos, esto
implica:

7 (ra—re)u'[Ra(@)] = (1= 70) (re—rp) u'[Ry(a)] = 0

@ Nos interesa estudiar qué sucede con el patrén éptimo de inversién a
cuando W cambia

@ Si el cambio es tal que la nueva solucidn sigue siendo interior, se cumplira
de nuevo la ecuacién para los nuevos valores de Wy de «.

@ Por tanto, esta condicién de primer orden define & como funcién implicita
de W, de tal forma que a/(W) se ajusta para que se cumpla:

(W) =1 (rg—re)u'[Re(a)] = (1= ) (re=ry) u'[Re(a)] = O,

para toda W dentro de un cierto intervalo para el cual la solucién sigue
siendo interior
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

Aplicacion del Teorema de la Funcién Implicita

@ El hecho de que Z”(a) < 0 para toda « garantiza que se cumplen las
condiciones del Teorema de la Funcién Implicita, lo cual da fundamento a lo
que sigue

@ Como @ (W) es una funcién constante de W dentro del intervalo en
consideracion, su derivada debe ser cero. Es decir:

dR,
daw

dR,

~(1=-m)(re=rp) (Rb)dW 0,

@' (W) =7 (ra=re)u"(Ra)

donde dR,/dWy dR,/dW indican las respectivas derivadas totales, que
toman en cuenta la dependencia a (W) definida por la condicién de primer
orden
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Substituyendo las condiciones de primer orden

@ Podemos reescribir las condiciones de primer orden como:

Tt (ra—re) = (1—1)(re—re)

@ Substituyendo esto en la relacién ¢’(W) = 0 hallada anteriormente,

obtenemos:
N dR
0="m(rs=reu (R)d —(1=m) (re=rp) u”(Ry) dl/s
u'(Rp) dR, Y dRy
=(1- —ry) ——=u"(R - R,) —2
(1—m)(re '”b)u(Ra)“ ( )dW —70) (re=rp) u”(Rp) W
@ Simplificando y reagrupando términos:
u"(R,) drR,  u”(Ry) dR, dR dR
o) e _ CAR) AR, () s — () B
v(R,) dW  W(R,) dW dw dw
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

Derivadas totales de la riqueza final

@ La expresién anterior depende de las derivadas totales de la riqueza final,
que hallamos aplicando la regla de la cadena:

dR

dV; =1 +r)+a(rg=r)+W(ra—rea’
dR,

W (1+r)—a(re—ry) —W(ri—rp)a’

donde a’ es la derivada de la decisién éptima de inversién con respecto a la
riqueza

@ Por tanto, la condicién ¢’(W) = 0 se puede expresar como:

Ca(Ra) _ dRy/dW _ (1+re)—a(ri=ry) = W(ri—ry)a’
Ca(Ry) — dRe/aW — (L+re)+a(ra—re) +W(ra—roa’
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

Aversion absoluta al riesgo decreciente e inversién 6ptima

@ Supongamos ahora que el coeficiente de aversién absoluta al riesgo decrece
con la riqueza

@ Esto implica C4(R,) < Ca(R,), puesto que R, > R,,. Por tanto
Ca(R,)/Ca(Ry) < 1, lo cual implica:

(L+r)—a(re—ry)—W(ri—ry)a’ <(L+re)+a(ra—re) + W(ra—rea’

@ Que se simplifica a: (r,—rp) (@ + Wa’) >0
@ Pero a + Wa' = d(aW)/dW.Y como r, —r, >0, podemos concluir que se
cumple d(aW)/dW >0

@ Esto quiere decir que la cantidad 6ptimamente invertida en el activo con
riesgo, a W, es creciente con respecto al nivel de riqueza

> Sila aversidn absoluta al riesgo es constante, entonces las desigualdades son
igualdades y concluimos que la cantidad invertida es constante
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Coeficientes de aversién al riesgo e inversién

Aversion relativa al riesgo decreciente e inversion éptima

@ A partir de Cg(x) = xC4(x) y de las expresiones anteriores, en el caso de
aversion relativa al riesgo decreciente obtenemos:

Cr(Rs) R, dRy/dW

Cr(Ry) ~ Ry dR,/dW
[+ r) +a(ra=r)| [(1 +r) = a(re=ry) - W(re—rp) @]
[+ r) = a(re=r)| [(1+ ) + @ (ra—re) + W(ra—ry) ]

1>

@ Sean P=(1+r¢)+a(r,—re)y Q= (1+r¢) —a(rf—r,). Entonces:
Q[P+ W(r,—re)a’]l > P[Q— W(r¢—ry) a’], que se simplifica a:
[Q(r,—r¢) + P(re—ry)] @’ >0, es decir, @’ > 0

@ La proporcién éptimamente invertida en el activo con riesgo, «, es
creciente con respecto al nivel de riqueza

> Sila utilidad es CRRA, la proporcién es constante
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