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1 Estructura basica

En este ejemplo vamos a mostrar como, en una economia financiera, la estructura de activos puede
causar que haya incompletitud de mercados, por lo cual no vamos a poder alcanzar como equilibrios todas las
asignaciones que son el resultado de equilibrios en economias con mercados contingentes completos.

Hay un tnico bien de consumo y dos periodos ¢ € {0,1}. Sélamente hay incertidumbre en el segundo
periodo, donde hay dos estados de la naturaleza, a y b. Sea (x;, yi, z;) el consumo del individuo ¢ en el primer
periodo, y su plan contingente de consumo en el segundo periodo en los estados a y b, respectivamente. Las
preferencias de los individuos tienen la propiedad de la utilidad esperada pero con probabilidades subjetivas
distintas para ambos estados: U1 (1, y1,21) = % [log(:vl)+log(y1)]+% [log(z1)+log(z1)] = log(:nl)+% log(y1)+
3 log(21) y Usa(w2,y2, 22) = § [log(wa) + log(ya)] + 3 [log(x2) + log(22)] = log(w2) + 3 log(y2) + 3 log(22).

En lo que sigue, las dotaciones totales de la economia en los distintos estados serdn E = (Ey, E,, Ep) =
(200, 100, 300).

2 Optimos de Pareto

Las tasas marginales de substitucion del individuo 1 con respecto al bien del periodo 0 son:
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Para hallar los 6ptimos de Pareto, en primer lugar imponemos la igualacién de dichas tasas marginales de
substitucion:
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Como las dotaciones totales de la economia son (200,100, 300), tendremos que zo = 200 — x1, y2 = 100 — 1
y 2o = 300 — z;. Por tanto,
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Variando x1 entre 0 y 200 obtenemos todas las asignaciones Pareto 6ptimas.

3 Mercados contingentes completos

Consideremos ahora una economia con mercados contingentes completos. Supongamos que las dotaciones
iniciales de ambos individuos son: e; = (ejq, €14, €15) = (100,60,120) y ea = (e20, €24, €25) = (100, 40, 180).
Normalizaremos el precio del bien en el periodo 0 a py = 1, y denotaremos mediante p, y pp los precios de los
contratos contingentes para la entrega de una unidad del bien en ¢ = 1 en los estados a y b, respectivamente.

Para hallar las funciones de demanda de 1, igualaremos las tasas marginales de substitucién con respecto
al consumo del bien en t = 0 a las respectivas relaciones de precios:
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Por tanto,
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Dada su riqueza W1, la restriccién presupuestal de 1 es: 1 4+ pg y1 + pp 21 = W1. Substituyendo las expresiones
anteriores: 21 = Wi. De donde derivamos las funciones de demanda:
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Donde W; = 100 4+ 60 pg + 120 py.
Para hallar las funciones de demanda de 2, igualaremos las tasas marginales de substitucion con respecto
al consumo del bien en ¢t = 0 a las respectivas relaciones de precios:
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Dada su riqueza Wha, la restriccién presupuestal de 2 es: xo + pg y2 + pp 22 = Wa. Substituyendo las expresiones
anteriores: 2x9 = Ws. De donde derivamos las funciones de demanda:
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Donde Wa = 100 + 40 p, + 180 pp.

Para hallar los precios de equilibrio debemos igualar oferta y demanda en dos de los mercados (debido a
la Ley de Walras):
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Substituyendo los valores de las riquezas respectivas, obtenemos:

200 + 100 pg + 300 p, = 400;
300 + 140 pg + 480 py = 600 pq.

La solucién puede ser hallada facilmente manualmente o usando software como Matlab: p, = 1y p, = 1/3.
Finalmente, hallamos la asignacién de equilibrio substituyendo los precios en las funciones de demanda:

x1 = 100, y1 = 100/3, z1 = 200;
2 = 100, y2 = 200/3, zo = 100.

La riqueza inicial de los individuos bajo los precios de equilibrio es

Wi = (100 x 1) 4 (40 x 1) + (180 x 1/3) =200, Wy = (100 x 1) + (60 x 1) + (120 x 1/3) = 200.

4 Economia financiera con mercados completos

Vamos a considerar ahora una economia financiera con un mercado para el bien 1, y un mercado para
cada uno de los dos activos A; = (30,240) y A2 = (70,60), donde los activos estdn caracterizados por el
rendimiento (en términos del Gnico bien) que dan en cada uno de los estados de la naturaleza a y b. Las
dotaciones iniciales del bien en ¢ = 0 son ej;g = 100 para el individuo 1 y eyg = 100 para el individuo 2.
Las participaciones iniciales de activos del individuo 1 son §11 = .32 y (12 = .72; por consiguiente, las del
individuo 2 son f2; = .68 y B2 = .28.

La economia tiene mercados completos porque la matriz de rendimientos de los activos tiene un rango
igual al numero de estados de la naturaleza. En nuestro caso, como tenemos 2 estados de la naturaleza, el
rango de la matriz debe ser igual a 2. Como sélo hay 2 activos, esto es equivalente a decir que dicha matriz
es invertible, o bien que su determinante es distinto de cero:

30 70
t = (30 x 60) — (70 x 240) = —15000 # 0.
(240 60) (30 x 60) — ( ) -

Vamos a ver que la invertibilidad de la matriz de rendimientos equivale meramente a un cambio de variables
entre el modelo con mercados contingentes completos y el presente modelo con activos financieros (completos).

Con mercados contingentes completos, las dotaciones del individuo i son: e; = (ejo, €q, €:). En el presente
modelo, el individuo tendra, al igual que antes, una dotacién e;g del bien en t = 0, pero el resto de su
dotacién consistird en participaciones iniciales en la propiedad de los activos: ;1 y Bio. Para transformar las
participaciones en los activos en cantidades de bienes contingentes en los distintos estados, debemos usar los
correspondientes rendimientos de los activos:

30 70 Bin \ _ [ €ia
240 60 Bia ) \ew )

El hecho que la matriz de rendimientos es invertible, garantiza que hay una relaciéon uno-a-uno entre participaciones
en los activos y dotaciones de bien en cada estado. Para efectuar la transformacion completa de un conjunto de



variables en el otro debemos ampliar (trivialmente) la matriz de forma que la primera variable se corresponda
a si misma:

1 0 O €0 €i0
0 30 70 Bi1 = | €ia
0 240 60 Bio €ib

El determinante de la nueva matriz es el mismo que el de la matriz 2x2 que consideramos anteriormente, por
lo cual hay una relacién uno-a-uno entre ambos conjuntos de variables.

Las wvariables de decision del individuo ¢ en el modelo con mercados financieros son el consumo de bien
ent =0, x;, y la demanda de participaciones en los mercados de los dos activos, ;1 v a;2. En el modelos con
mercados contingentes completos, las variables de decisién son las demandas en el mercado del bien en t = 0
y en los mercados de bienes contingentes: (z;,v;, z;). La correspondencia entre ambos conjuntos de variables
es similar al caso de las dotaciones:

1 0O O x; Z;
0 30 70 ;1 = Yi
0 240 60 (675 Zi

De nuevo, el hecho que la matriz de cambio de variables es invertible garantiza que hay una relacién uno-
a-uno entre ambos conjuntos de variables. Esta es la clave de por qué en este caso vamos a tener mercados
completos: habrd una correspondencia uno-a-uno entre las asignaciones de equilibrio en el modelo con mercados
contingentes y entre el modelo con mercados financieros. Para justificar esto, invocaremos la proposiciéon acerca
de cambio de variables y maximizaciéon que hay en el apéndice al presente texto. Para poder invocar dicha
proposicién, necesitamos que se cumpla una relacién determinada entre los precios de los activos financieros
en el presente modelo y los precios de los bienes contingentes en el modelo anterior. Vamos a presentar los
detalles considerando un ejemplo que se corresponde con el equilibrio con mercados contingentes que hemos
calculado antes. En primer lugar, necesitamos especificar dotaciones iniciales que se correspondan con las que
teniamos en el otro modelo:

€50 1 0 0 €0
57;1 — 0 30 70 €ia
Bio 0 240 60 eib

Por tanto, las dotaciones-participaciones iniciales de ambos individuos deben ser (Matlab u Octave pueden
ser usados para resolver los calculos facilmente):

-1 -1
e10 1 0 0 100 100 €20 1 0 0 100 100
i | =10 30 70 60 =\ .32 [, Bar | =] 0 30 70 40 =1 .68
B2 0 240 60 120 72 Ba2 0 240 60 180 .28

Pasemos a considerar los problemas de maximizacién de los cuales derivamos las funciones de demanda de
los individuos. Si denotamos mediante 7; la probabilidad subjetiva del estado a del individuo 4, apliquemos
el cambio de variables a la funciéon de utilidad del individuo i:

Glli(l'i,yi,zi) = log(wi)—i—m log(yi)—i—(l—m) log(zi) = log(zl)—{—m log(30 a;1+70 Oél'g)—}—(l—ﬂ'i) log(240 ;1460 Otig).

La restriccién del individuo 4 puede ser escrita como:

T €0
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El cambio de variables nos lleva a:

1 0 0 z; 1 0 0 €0
(popapy) | O 30 70 an | =Wopapy) | 0 30 70 Bt
0 240 60 9 0 240 60 Bi2

En el modelo con activos financieros complejos, tenemos tres mercados abiertos, uno del bien en ¢ = 0, con
precio pg, y uno para cada activo financiero, con precios respectivos q; v ¢o. La restriccion presupuestal en
este caso es:

z; eio
(Poq1 @) | air | =W@oa @) | Ba
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Por tanto, para poder aplicar nuestra proposicién acerca del cambio de variables, debe cumplirse que:

1 0 O
(Poq1 @2) =(Popams) | 0O 30 70
0 240 60

Notemos que esta tltima relacién no es méas que un cambio de variables aplicado a los precios (variables
endégenas) de ambos modelos. Suponiendo que esta relacién es cierta, notemos que hay una correspondencia
exacta entre la riqueza y las demandas que corresponden a un vector dado de precios: esto es consecuencia de
la Proposicién acerca del cambio de variables que se halla en el apéndice.

Para concluir entre la correspondencia entre los equilibrios de ambos tipos de modelos, sélamente nos resta
mostrar que las condiciones de vaciado de mercados en los dos modelos son las que se derivan del cambio de
variables. Las condiciones de vaciado de mercado en el modelo con mercados contingentes completos pueden
ser escritas en forma matricial como:

xr1 X2 1 €10 €20 1
Y1 Y2 <1>: la €2a <1>

Z1 22 €1b €2

aQ

Aplicando el cambio de variables, obtenemos:

1 0 0 T T2 1 1 0 0 €10 €20 1
0 30 70 a1l Qg ( ) ) =0 30 70 Bi1 Poi ( ) )
0 240 60 a1y 99 0 240 60 Bi2  Bao

Pero como la matriz de rendimientos de los activos es invertible, premultiplicamos ambos lados de la ecuacion
por la inversa y obtenemos las condiciones de vaciado de mercados en el modelo con activos financieros:

xr1 X2 1 €10 €20 1
11 21 ( 1 ) = B11 Bt ( 1 >
a12 (92 Bi2 B2

Esto concluye la prueba que hay una correspondencia exacta entre los equilibrios de ambos modelos que
resulta de aplicar el cambio de variables, y que los precios correspondientes deben satisfacer la condiciéon de
cambio de variables que hemos expuesto méas arriba.

En el ejemplo que nos ocupa, los precios de equilibrio en los mercados contingentes son (po, pa,Ps) =
(1,1,1/3), por lo que los precios de equilibrio en los mercados financieros serdn:

1 0 0
(po ¢ @)=(1 1 1/3) | 0 30 70 |=(1 110 90).
0 240 60



La asignacién de equilibrio con mercados contingentes es:

Ir1 I2 100 100
y1 oy | = 100/3 200/3
Z1 22 200 100

La correspondiente asignacién de equilibrio con mercados financieros sera:
-1

T1 o 1 0 0 100 100 100 100
a;1 az | =[]0 30 70 100/3 200/3 | =] 4/5 1/5
a1 g2 0 240 60 200 100 2/15 13/15

Naturalmente, si partimos de un equilibrio en el modelo con mercados financieros hallariamos un equilibrio
en el modelo con mercados contingentes aplicando el cambio de variables inverso.

5 Economia financiera con mercados incompletos

Supongamos que tenemos una economia financiera con un tnico activo. Como deseamos que las dotaciones
iniciales en términos de los distintos bienes de consumo de dicha economia se correspondan con las de los casos
anteriores, el activo debera ser A = (100, 300).

Podemos ver de inmediato que no van a existir participaciones iniciales 81 y B3 = 1 — 51 que correspondan
a cualesquiera dotaciones iniciales e! y e?. Por ejemplo, las dotaciones iniciales que hemos usado antes,
e1 = (100, 60,120) y e = (100,40, 180) no se pueden conseguir, ya que no hay soluciones para las siguientes
ecuaciones:
10081 =60, 30083, =120, 1008y =40, 30005, = 180.

Tampoco existen demandas del activo a; y as = 1—a1 que puedan generar la asignacién de equilibrio anterior:
1003 =100/3, 300c; =200, 100y =200/3, 300 as = 100.
De hecho, vemos que, con este activo, los consumos de los individuos deben satisfacer:

y1 = 1001, 2z =300aq; es decir: z1 = 3.
yo = 100 g, 22 =300a9; es decir: zo = 3yo.
Pero las asignaciones éptimas de Pareto que satisfacen estas condiciones son sélamente las triviales en que un
individuo obtiene todo y el otro nada:
60021 30021
——=z1=3y1=——— — 2x1(400 — = 200 — € {0,200}.
200+ 21 - 0T 400 — a4 71 (400 = @1) = 21 (200 + 1) z1 € {0,200}

Por tanto, en esta economia financiera con un tnico activo los tnicos equilibrios que coinciden con los de
mercados contingentes completos son aquellos equilibrios en que un individuo tiene como dotaciones iniciales
todos los recursos de la economia.

El mismo problema se da si tenemos mas de un activo, pero son linealmente dependientes. Por ejemplo,
si los activos son A; = (75,225) y Az = (25,75).

A Apéndice: Cambio de variables y optimizacion

Sea D C R"™ un subconjunto de R”, y sean f : D = Ry g : D — R™ funciones, con 1 < m < n.
Consideremos el problema de maximizacién con restricciones (no importa que haya o no restricciones, ni que
éstas sean de igualdad o desigualdad, como se puede ver adaptando el argumento que sigue):

max f(zx)

sa. g(zr)=0



Supongamos que z* € D satisface g(z*) = 0 y ademas f(z*) > f(x) para todo z € D que cumple g(z) = 0.
Es decir, supongamos que x* es solucion del anterior problema de maximizacién.

Dado F C R™, sea h : E — D una funcién biyectiva (ie, tanto inyectiva o one-to-one, como exhaustiva u
onto). Es decir, para cada x € D, existe un, y s6lamente un, elemento y € F tal que x = h(y).

En particular, sea y* € E el elemento que satisface h(y*) = z*. Notemos que y* satisface: g[h(y*)] =
g(z*) = 0.

Fijemos un elemento arbitrario y € E que satisface g[h(y)] = 0. Sea z = h(y), de modo que g(x) = 0.
Como x* es solucién del problema de maximizacién anterior, tendremos:

fIyO)] = f@7) = f(z) = f[h(y)]-

Como y era un elemento arbitrario, acabamos de mostrar que y* es solucién del problema de maximizacion:

max f [A(y)]

sa.  g[h(y)] =0

Es més, notemos que el mismo resultado se aplica a la funcién biyectiva h=! : D — E. Por tanto, si hemos
identificado en primer lugar una solucién y* al segundo problema, sabemos que h(y*) = z* es necesariamente
solucién al primero. En resumen, adaptando el argumento dado aqui al caso general, se muestra la validez del
siguiente resultado.

Proposiciéon. (CAMBIO DE VARIABLES) Dados A € D C R"y f : D — R, consideremos el problema 1:
max {f(xz) : x € A}. Dado E C R", sea h : E — D una funcién biyectiva, y consideremos el problema 2:
max { f[h(y)] : h(y) € A}. Entonces, y* es solucién del problema 2 si, y sélo si, z* = h(y*) es solucién del
problema 1.

Ejemplo: Consideremos un ejemplo unidimensional sin restricciones: A = D =Ry ={z € R: 2 >0} y
f(x) =1— (z — 1)2. El problema de maximizacién es:
max 1— (z — 1)
zeR
Como (x—1)% > 0 para todo = € R, sabemos que f(z) < 1 para todoz € R;. Y como f(z) =1 (z—1)% =
0 < z =z* =1, sabemos que ésta es la tinica solucién del problema anterior.
Dada E = D = Ry, sea h : Ry — R, definida por h(y) = ¢¥ — 1. Claramente se trata de una funcién

biyectiva (es estrictamente creciente), con inversa y = h~!(x) = log(l + z). En particular, si y* = log(2),
tenemos h(y*) = el°s®) —1=2_-1=1=z*.

Definamos ¢(y) = f [h(y)] =1 — (e¥ — 2)2. Como (e¥ — 2)? > 0 para todo y € R4, tenemos que ¢(y) < 1

para todoy € Ry. Y como ¢(y) =1 < (e¥ — 2)2 =0« y=y* =log(2), sabemos que ésta es la tnica solucién
del problema anterior. Pero, en lugar de hacer de nuevo este razonamiento, nos bastaba con haber aplicado
la Proposicién anterior, que garantiza que y* debe ser la inica solucién del problema.
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