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1. Juegos en forma estratégica

Tomemos como punto de partida un juego en forma estratégica. Para describirlo, necesitamos
especificar tres elementos:

@® Los jugadores que participan en el juego.
@ Las estrategias disponibles a cada jugador.

® La utilidad que cada jugador obtendra dada cada posible eleccion de estrategias por parte de
todos los participantes.

Para juegos simples, solemos representar estos elementos en forma de tabla, como en el juego
representado en la figura [l, conocido como el “juego del gallina”. 9
En notacién simbdlica, estos tres elementos se pueden representar

o Dy (O
de la siguiente manera;: D[ 4415
O Denotaremos mediante la letra N el conjunto de los jugado- 1 c 151000
res. Usaremos un niimero para designar a cada jugador, de forma : :
que N ={1,2,...,n}. Figura 1: El juego del “gallina”.

® Para cada jugador i € N, denotaremos con la letra S; el conjunto de las estrategias que este
jugador tiene a su disposicién. Sea S = 51 X Sy X - -+ x .5, de tal manera que un cierto s € S es
un perfil de estrategias, una para cada jugador: s = (s1, S2,...,5p).

® Para cada jugador i € N, y para cada perfil de estrategias s € S, designamos con u;(s) la
utilidad que ¢ obtiene cuando todos eligen s.

En teoria de juegos, nos interesa expresar el resultado cuando un jugador cambia su estrategia
mientras todos los demas jugadores mantienen fijas las suyas. Dado un jugador ¢ € N, denotamos con
S_; el conjunto de todos los perfiles de estrategias de los demés jugadores, es decir: S_; = S1 X So X
coe X Si_1 X Siqpq X -+ xSy, Por tanto, un cierto vector s_; € S_; representa un perfil de estrategias
de todos los jugadores exceptuando ¢. En este caso, dados t € S; y s_; € S_;, obtenemos un perfil de
estrategias (para todos los jugadores) (t,s_;), y en particular podemos saber cuéles son las utilidades
que los distintos jugadores tienen dado este perfil de estrategias.

2. Equilibrio de Nash en estrategias puras

*

# Decimos que un perfil de estrategias (s, s3,...,s)) es un equilibrio de Nash en estrategias

puras si ningtn jugador tiene incentivos a cambiar unilateralmente su estrategia. Formalmente,
se debe cumplir que, para cada i € N y para cada estrategia s; € S;:

wi(st,8%,) > ui(sq, 8%;)

Otra manera de expresar el equilibrio de Nash es mediante el concepto de mejor respuesta.

'Dos individuos viajan en autos en direcciones opuestas sobre un mismo camino. Justo antes del encuentro, cada uno
de ellos tiene dos elecciones: continuar o desviarse. Si ambos contintian chocardn, y si ambos se desvian tanto el orgullo
como la integridad fisica estdn a salvo; pero si uno contintia y el otro se desvia, éste dltimo es un “gallina” y el que ha
continuado se siente triunfador.
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# Decimos que una estrategia r € 5; es una mejor respuesta del jugador ¢ a un perfil s_; € S_;
si se cumple
wi(rys—;) > wu;i(t,s—;), paracadatesS;

= Un equilibrio de Nash en estrategias puras es un perfil de estrategias tales que cada una de las
mismas es mejor respuesta (del jugador respectivo) a las restantes.

En el juego del “gallina” tenemos dos equilibrios de Nash en estrategias puras: (D1, Cs) y (C1, D2).
Notemos que, cuando hay multiplicidad de equilibrios como en el presente caso, debe haber algiin me-
canismo externo o algin tipo de convencién o sobreentendido que permita a los jugadores coordinarse
en relacion a cudl de los equilibrios van a jugar. En el juego del “gallina”, si el jugador 1 piensa que
estan jugando el equilibrio (Cy, D) y 2 piensa que juegan (D1, Cs), jlos jugadores acabaréan chocando!

En el caso de juegos puramente antagénicos (juegos de suma cero), la multiplicidad de equilibrios
de Nash no da lugar a estos problemas de coordinacién, ya que todos los equilibrios son equivalentes
(dan las mismas utilidades a los jugadores) e intercambiables (si cada jugador elige alguna de sus
estrategias de equilibrio, el resultado siempre es un equilibrio). Por ejemplo, si en un juego de suma
cero con dos jugadores tanto (x1,y1) como (z2,y2) son equilibrios, entonces necesariamente (z1,y2) y
(z2,y1) son también equilibrios (intercambiabilidad), y todos estos equilibrios proporcionan la misma
utilidad a ambos jugadores (equivalencia). Pero en juegos que no son de suma cero ninguna de estas
dos propiedades tiene por qué ser satisfecha, como ilustra el juego del “gallina”.

3. Estrategias mixtas

El equilibrio de Nash en estrategias puras permite solucionar muchos juegos, pero facilmente po-
demos encontrar ejemplos de juegos que no tienen ningtn equilibrio de este tipo, como el representado
en la figura .

No hay ningtun perfil de estrategias que sean mejores respuestas

mutuas: si representamos las mejores respuestas de cada jugador a 2

las estrategias del rival, obtenemos ciclos sin fin. a b
Para garantizar que exista siempre una soluciéon, debemos recurrir 1 Al1L0] 11

al concepto de estrategia mixta. B|0,3]3,0

# Una estrategia mixta del jugador i € N es una distribucién de I igura 2: No hay equilibrio en es-
probabilidad definida sobre las estrategias puras de este jugador, trategias puras.
Si.

Notemos que cualquier estrategia pura r puede ser vista como un caso particular de estrategia
mixta: jugamos 7 con probabilidad 1.

Denotamos con ¥; el conjunto de todas las estrategias mixtas del jugador ¢, y con ¥ = ¥ X Yo X
-+ X Xy, el conjunto de todos los perfiles de estrategias mixtas. Una hipétesis implicita en esta definicion
es que los jugadores eligen sus estrategias mizrtas independentmente, lo cual implica que la estrategia
mixta de un jugador es independente en el sentido estocastico de la de cualquier otro jugador. Por
tanto, la probabilidad conjunta de un perfil de estrategias es el producto de las probabilidades de cada
una de las estrategias.

Por ejemplo, consideremos un juego de dos jugadores con dos estrategias (A y B para el primero,
a y b para el segundo) per capita. Sean p y ¢ dos nimeros reales cualesquiera comprendidos entre
0 y 1. Supongamos que el primer jugador usa la estrategia mixta que pone probabilidad p en A (y
por tanto 1 — p en B), y que el segundo usa la que pone probabilidad ¢ en a (y por tanto 1 — ¢



en b). La independencia implica que, por ejemplo, la probabilidad que el primero acabe jugando B y
el segundo a es el producto (1 —p)q.

Dado un perfil de estrategias mixtas (o1, o9, ..., 0,), la utilidad del jugador 7 es su utilidad esperada
(que escribiremos con mayuscula):

Ui(o1,02,...,0n) = Z ui(s)o(s),

ses
donde o (s) representa la probabilidad conjunta del perfil de estrategias puras s = (s1,s2,...,S,), que
debido al supuesto de independencia es:
o(s) = o1(s1) o2(s2) -+ onlsn)
# Decimos que un perfil de estrategias mixtas (05,05, ...,0,) es un equilibrio de Nash si ningtin

jugador tiene incentivos a cambiar unilateralmente su estrategia. Formalmente, debe cumplirse
que, para cada ¢ € N y para cada estrategia mixta o; € ¥;,

Ui(o},0%;) > Ui(os,0%;)

#» Decimos que una estrategia p € 3J; es una mejor respuesta del jugador ¢ a un perfil o_; € ¥_;
si se cumple
Ui(p,o-i) > Ui(r,0-;), paracada T €

w Un equilibrio de Nash es un perfil de estrategias mixztas tales que cada una de las mismas es
mejor respuesta (del jugador respectivo) a las restantes.

Un resultado fundamental descubierto por Nash es:

= Todo juego finito en forma estratégica tiene como minimo un equilibrio de Nash en estrategias
miztas.

4. Calculo de equilibrio en estrategias mixtas

El calculo del equilibrio en estrategias mixtas se simplifica mucho si tenemos en cuenta el siguiente
hecho.

w Dado cualquier perfil de estrategias o_; € YX_; por parte de los restantes jugadores, entre las
mejores respuestas del jugador i siempre hay alguna que es una estrategia pura.

El motivo es sencillo: la utilidad esperada que da una estrategia mixta es un valor intermedio entre
las utilidades que dan las estrategias puras que tienen una probabilidad positiva de ser elegidas. En
particular, siempre habré alguna estrategia pura cuya utilidad sea el valor maximo que puede alcanzar
la utilidad esperada.

Una primera consecuencia de este hecho es:

1w Todo equilibrio de Nash en estrategias puras es también un equilibrio de Nash en estrategias
miztas.

Una segunda consecuencia es:



i Si una estrategia mizta es mejor respuesta de un jugador a un perfil de estrategias de los
demds, entonces todas las estrategias puras que, bajo la estrategia mixta dada, son elegidas
con probabilidad positiva, dan exactamente la misma utilidad al jugador.

Usemos estos hechos para derivar un equilibrio en estrategias mixtas del juego que hemos repre-
sentado en la figura P. En primer lugar, notemos que no es posible que ninguno de los jugadores use
una estrategia pura en equilibrio, ya que entonces la mejor respuesta del otro seria otra estrategia
pura. Por tanto, en equilibrio ambos deberan usar estrategias mixtas. Sea p la probabilidad que 1
pone sobre A, y ¢ la probabilidad que 2 pone sobre a.

Para que 1 esté dispuesto a jugar una 0 < p < 1, es decir una estrategia mixta que pone probabilidad
positiva tanto en A como en B, este jugador debe ser indiferente entre jugar A y B, ya que en otro
caso elegiria la estrategia pura correspondiente. Por tanto:

gl+(1—-q@)1=q0+(1—-¢q)3 — ¢=2/3

Para que 2 esté dispuesto a jugar una 0 < ¢ < 1, es decir una estrategia mixta que pone probabilidad
positiva tanto en a como en b, este jugador debe ser indiferente entre jugar a o b. Por tanto:

p0+(1-p)3=pl+(1—-p)0 — p=3/4

El perfil de estrategias dado por p =3/4 y ¢ = 2/3 es el tinico equilibrio de Nash de este juego.

Hay que tener en cuenta que también juegos que tienen equilibrios de Nash en estrategias puras
pueden tener otros en estrategias mixtas. Por ejemplo, en el juego del “gallina” podemos comprobar
(usando el método que acabamos de describir) que hay un equilibrio en que cada jugador elige entre
sus estrategias con igual probabilidad. Las utilidades esperadas que corresponden a este equilibrio son

(5/2,5/2).
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