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Resumen

Es cada vez mads frecuente, que en economia se utilicen técnicas
y métodos matemdticos que originalmente surgieron como respuesta a
problemas fisicos. Una metodologia que es usada cominmente para
problemas de ingenieria es la de las transformadas integrales. En este
breve articulo estudiamos a una de ellas, la transformada de Laplace.
Lo que hace 1til a esta transformada es la interpretaciéon natural que

tiene como el valor presente de un flujo de efectivo.

81 Preliminares

Sea f : [0,00) — R una funcién. Una transformada integral es una relacién

de la forma
F(s)= [ K(s,t)f(t)dt,
/

en donde la funcién f es transformada en otra funcién F por medio de una
integral.! La funcién F' se conoce como la trasformada de f y la funcién
K es el kernel de la transformacién. Claramente, la transformada podria no
existir. Las transformadas integrales se utilizan para convertir algin proble-
ma que involucra a la funcién f en otro problema, en ocasiones més sencillo,
que involucra a F. Adicionalmente, son una herramienta sumamente 1til para

la resolucién de algunas ecuaciones diferenciales.

*Profesores del Departamento Académico de Matemédticas, ITAM.
1Si el dominio de f es R, entonces el limite inferior podria también ser impropio y ser

—00, como es el caso de la transformada de Fourier.



La transformada de Laplace? £[f](s) es una transformada integral en

donde el kernel estd dado por e~*! de manera que
o
L) = F(s) = [ e s
0

De este modo, la transformada de Laplace de una funcién f tiene una inter-
pretacién econémica evidente: L[f](s) es el valor presente de un flujo f(t)
durante el periodo [0,00) y con una tasa de descuento igual a s. Esta obser-
vacién fue hecha en 1986 por S. Buser (véase [Buser 1986]), que detecté en
esta transformada una herramienta para calcular el valor presente de flujos
de efectivo. Otras aplicaciones dentro de finanzas y actuaria pueden verse
en los siguientes articulos: [DeSchepper, Teunen y Goovaerts 1992 y 1994],
[Pelsser 2000], [Denuit 2001] y [Bartoszewicz 2000].

Ej 1.1 Sea f(t) =t, entonces

o0
Cl#](s) = / te " dt.
0
Esta integral existe siempre y cuando s > 0 e, integrando por partes, se
obtiene
1
L[t](s) = 2

De forma semejante,® si f(t) = t",n € NU{0}, tenemos que
Lt (s) = / oot
0

y esta integral existe para s > 0, tomando el valor

n!
SnJrl :

L[t"](s) =

*Nombrada asf en honor del matematico francés del siglo XVIII Pierre S. Laplace.
3La prueba puede realizarse facilmente por induccién.



Ej 1.2 Sea f(t) = e, entonces

L[e™](s) = /e“teStdt
0
existe para toda s > a y estd dada por
1
Lle™ = .
e)(s) = ——
Del mismo modo,
1
L —at —
() = .

que es vilida para toda s > —a.

Ej 1.3 Sea c(t) una trayectoria de consumo y u(c(t)) la utilidad que se deriva

del mismo, entonces
zm@n@yz/@@@»aﬁﬁ
0

es el valor presente de la utilidad acumulada en [0, c0), descontado a una tasa

S.

Sodhddd

La utilidad de la transformada de Laplace para la solucién de ecuaciones

diferenciales se deriva de la siguiente propiedad:

£ |5 )= se1r1e) - 10 0

en donde f es una funcién diferenciable en [0, c0). La demostracién es suma-
mente sencilla utilizando la definicién de la transformada e integracién por
partes. Adicionalmente, la transformada de Laplace es un operador lineal,

con lo cual se cumplen:

£jo] =0,
Llaf +bg] = aL[f] + bL[g] (2)



para cualesquiera f y g funciones y a,b € R. Finalmente, la asignaciéon f — F
es inyectiva, de manera que puede definirse la transformada de Laplace
inversa (de la funcién F') como L71[F](t) = f(t). Esta transformada inversa

posee también la propiedad de linealidad.

Ej 1.4 Sea k(t) una trayectoria para el capital. Si el capital se deprecia a

una tasa §, entonces la trayectoria de inversién bruta estd dada por

I(t) = %t) + 6k (t).

Supongamos que la tasa de descuento es igual a r, por lo tanto tomando la
trasformada de Laplace de la inversién y utilizando las propiedades (1) y (2)

tenemos

i) = £ [%} () + LK (1)

= rLIk](r) — k(0) + 6 L[E](r)
= (r +9)L[k](r) — k(0).

Esto nos da la relacién entre el valor presente de la inversién bruta (L[I](r))

y el del capital (L[k](r)), ambos descontados a la tasa 7.

Ej 1.5 Consideremos a la funcién
-
(s=1)(s—2)

;Cémo calculamos £~ 1[F]? Necesitamos una funcién f de tal forma que

F(s) = , §>0.

1
LIfl(s) = G612
Recordemos del ejemplo 1.2 que
L) = =y
£l = gy



de aqui que el problema puede resolverse notando que

1 1 1

(s—1)(s—2) 3(s—1) 3(s+2)

y, por lo tanto,

Sodhddd

82 Solucion de ecuaciones diferenciales

Nos concentraremos ahora en la solucién de ecuaciones diferenciales del tipo

dx(t)
dt

+ox(t) = H(t), (3)

en donde z es una funcién diferenciable y H(t) es cualquier funcién cuya
transformada de Laplace existe. Si pensamos en z(t) como el acervo de
capital al tiempo ¢, entonces la ecuacién (3) es simplemente la ecuacién de
inversién del ejemplo 1.4 con H(t) = I(t).

Tomemos la transformada de Laplace de (3) para obtener

dzx

£ 5] @+ scials = cim )

de aqui, utilizando (1), tenemos
sLz](s) — z(0) + 0L[z](s) = L[H] (s) (4)

y, despejando L[z](s) :

2(0) | LIH](5)

s+ s+ (5)

Llz](s) =

Observemos que la transformada de Laplace convierte a la ecuacién diferen-

cial de flujos dada por (3), en una ecuacion algebraica de acervos representada
por (4).



Tomemos ahora la transformada inversa £~! de la expresién (5) para

obtener

2(t) = 2(0) L [ L } (t) + £ [M} (1)

s+6 540 (6)
= 2(0)e % + £ [%%l] (t).

La ecuacién (6) nos proporciona el valor de z(t) en cada instante dado su
valor inicial z(0). La forma explicita de la solucién depende de la funcién
H(t), el caso mds simple es cuando H(t) = H, una constante, de manera que

la solucién dada por (6) queda como

x(t):x(0)6-5t+£-1[ il ](t)

s(s+9)
= 2(0)e %+ HL™! [_5(315) + é} (t)
it H [ H,. 1
e e [ e g
s H _, H
:x(O)e‘S—Fe‘S—FF

_ (3:(0) - %) e 4 %

La solucién general de (6) puede encontrarse de la siguiente manera. Note-

&

mos que si g(t) = e, entonces (ver ejemplo 1.2) se tiene que L[g](s) = S—_1H5

para todo s > —4, con lo cual
w(t) = 2(0)e™" + L7 [L]g]L [H]] (¢).

Existe una propiedad de la transformada inversa* que dice que

£ Llg)c [H]) (1) = /0 o(t — 7)H(r)dr, (7)

4A esta propiedad se la conoce como la propiedad de la convolucién. En general se

define la convolucién « * 3 de dos funciones a(t) y B(t) como

ok = /Ot alt — 7)B(r)dr.

La expresion (7) nos dice que la transformada inversa convierte a productos en convolu-

ciones.Véanse [Edwards y Penney 2001] y [Nagle, Saff y Snider 2001] para mayor detalle.



por lo tanto

z(t) = 2(0)e ™% + t e H(7)dr. (8)
‘W—’I 0

IT
La ecuacién (8) tiene una interpretaciéon econémica inmediata. Para ilus-
trar esto pensemos en xz(t) como el acervo de capital que se deprecia a una
tasa d y en H(t) como la inversién bruta. Entonces (8) dice que el acervo
de capital en el tiempo ¢ consiste de dos partes: la primera es lo que queda
del capital inicial tomando en cuenta la depreciaciéon (representada por el
término I ), y la segunda consiste en la inversién acumulada en el periodo

[0,¢] con su correspondiente depreciacién (representada por I7).

83 La funcién delta de Dirac

Es evidente que, hasta el momento, la transformada de Laplace no es més
que otra técnica para la resolucién de ecuaciones diferenciales. Sin embargo,
su popularidad (sobre todo en problemas de ingenieria) radica en que nos
permite resolver ecuaciones en las cuales el término independiente puede ser
sumamente “mal portado”. En el caso de la ecuacién (3), el término H(¢)
podria no ser una funcién continua (lo cual representa mejor a la realidad),
con lo cual la funcién z(t) seria diferenciable por pedazos. El tipo de funciones
H(t) que vamos a analizar son funciones que son nulas, excepto en algunos
intervalos o instantes de tiempo predeterminados.

La funcién mas simple de este tipo es la funcién escalén o funcién de

Heaviside. Esta se define para cualquier a > 0 como sigue:

1 sit>a,
Uua(t) = { B

0 sit<a

Es facil ver que su transformada de Laplace estd dada por

6—(18

Lluq](s) =

Una variante de esta funcién es la siguiente:

1
UAt,a(t) - { Q%t

S

sia— At <t <a+ At,

de otra manera.



Asimismo, tomando el limite cuando At — 0 se define

li a(t) sit=a,
dq(t) = A%Eoum’ () s “
0 sit # a.

A esta ultima funcién se la conoce como la funcién delta de Dirac. Lla-
mamos funcién de impulso a cualquier funcién que se obtenga como una
combinacién lineal de deltas de Dirac. Las funciones descritas arriba se ilus-

tran en la figura 1.

y=u Atg)
120t —

y=u{t)

\J

y

" h
a a-At a a+ At

y=258,(t)

\J

Figura 1: Aquf se ilustran las funciones y = u,(t),y = uata(t) y 04 (%).

Intuitivamente, d,4(t) es una funcién nula excepto en ¢t = a, punto para el
cual toma un valor “infinito”. Podemos imaginar que esta funcién representa
un shock o impulso en ¢t = a, algo asf como un martillazo, una descarga eléc-

trica o, porque no, una ganancia o pérdida inesperada de capital representada



por un instante de inversién “infinita”. A pesar de que parece absurdo, desde
el punto de vista matemaético, definir a la funcién de Dirac, la aplicacién de la
transformada de Laplace la convierte en una funcién manejable como vemos

a continuacion.

Proposicion 3.1 La transformada de Laplace de §,(t) estd dada por

L[04)(s) = e .

| Demostracién |

Dados a > 0 y At > 0, calculemos primero L{ua¢q(t)](s) como sigue:

Clunta(t)](s) = / wara(t)etdt
0
a+At 1
— - _—st
= / 2At6 dt
a—At

1 —e—s(atAt) _|_e—s(a—At)
- <2At> s
B e—as efsAt 625At -1
s 2At '
Asimismo, tenemos que L[, (¢)](s) = Alimoﬁ[um,a(t)] y, por lo tanto,
e—as efsAt 623At -1
s 2At
—as S2At
(e . _sAt [ € -1
- () dim [ ()]

con lo cual se concluye la demostracién. l

Observemos que tiene sentido poner

L[nd,(t)](s) = ne”**



ft) =LHE)() | F(s) = L(f)(s)

t" snLif’ s>0

et sia, s>a

Uq (1) €= 5>0

da(t) e~

sin bt ﬁ

cos bt ﬁ

Ua(t)g(t — a) e"*G(s), G(s) = L[g]
eg(t) G(s —a), G(s) = Lg]

Tabla 1: Transformadas de Laplace comunes

dada la linealidad de L, a pesar de que la interpretacion de nd,(t) es algo
turbia (;qué significa n—veces algo infinito?).

La tabla 1 muestra las transformadas de Laplace (y por lo tanto también
las trasformadas inversas) de algunas funciones comunes. Todas ellas pueden

demostrarse utilizando la definicién de la transformada.

84 “Impulsos” de inversién

La funcién delta de Dirac puede aplicarse a un sinnimero de problemas para
los cuales queremos modelar un impulso exégeno. Tomemos, por ejemplo, la
siguiente ecuacién de inversién:
dk 5
% = a(t)>
es decir, la inversién es nula excepto en el instante ¢ = a para el cual es
“infinitamente grande”, o bien hay un “impulso” de inversién en t = a. La

solucién a esta ecuacién estd dada por (6) con 6 =0 y por lo tanto,

—as

E(t) = k(0)L™! H )+ L7t [
E(t) = k(0) + uqa(t).

}(t):>

La figura 2 muestra el comportamiento de k(¢) : en el instante ¢t = a el capital

pasa discretamente a tomar el valor £(0) + 1.
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k(0) + 1

k(0)

.

Figura 2: El capital cambia discretamente en ¢t = a.

Fl ejemplo anterior puede generalizarse tomando la siguiente ecuacion:

T
dk
@~ 20
n=1

es decir, los impulsos de inversién se realizan en t = 1,2,...,T. La ecuacién

se resuelve igual que arriba obteniéndose

T
k(t) = k(0) + > un(t).
n=1

La figura 3 muestra el comportamiento de k(t) para este caso.
Podemos también tomar en cuenta la depreciacién del capital y considerar
la ecuacién
dk
— + 0k = d,4(2).
& (1)
Esta ecuacién es de la forma (3) y su solucién estd dada nuevamente por (6)

como sigue:

k() = k(0)L~! [ﬁ] (t)+ L1 [;5} )

= k(0)e ™0 + u, (t)e ),

El comportamiento de k(t) cuando k(0) = 1,d = 0.3 y a = 4 se muestra en

la figura 4.
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Figura 3: El capital cambia discretamente en t =1,2,...,T.
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Figura 4: Trayectoria de k(t) = %3t 4 uy(t)e 0304,

12



Los ejemplos anteriores podrian adaptarse facilmente al caso de la inver-
sién en un activo con un flujo de dividendos D(t) y una tasa libre de riesgo

r. La ecuacién para el valor z(t) del activo estd dada por

d
d—‘: + D(t) = ra(t),
que es una vez més la ecuacién (3) con § = —ry H(t) = —D(t). Esta ecuacién

puede interpretarse como una condicién de no arbitraje: en cada instante
es equivalente invertir la cantidad z(¢) a una tasa r, (digamos comprando
Cetes) obteniendo una cantidad rx(t), o bien realizar la inversién, obteniendo
los dividendos D(t) més el cambio en el valor del activo dfl—gt). Los dividendos
pueden modelarse como funciones de impulso. Esta es, claramente, una mejor

aproximacion de la realidad que el pensarlos como funciones continuas.

85 Conclusiones

En este articulo realizamos una breve exposicién de la transformada de Laplace
y su interpretacién econémica. En general, podemos decir que los economistas

ignoran la existencia de esta transformada y los usuarios principales de la mis-

ma desconocen los conceptos econémicos. Esta situaciéon ha mantenido a la

transformada alejada del economista profesional, siendo utilizada tinicamente

como una herramienta para la resolucién de algunas ecuaciones diferenciales

en finanzas.

La definicién misma de la transformada de Laplace, como el valor pre-
sente de un flujo, la convierte en un candidato natural para la interpretacion
y resolucién de algunos problemas en economia. El mundo econémico suele
no estar bien representado por funciones continuas, con lo cual las funciones
de impulso son de gran ayuda para la modelacién de ciertos fenémenos. La
transformada de Laplace nos permite manipular los flujos discontinuos, con-
virtiéndolos en acervos continuos.

Este trabajo es una muestra mdas de que la modelacién econémica da un
nuevo sentido a técnicas matemdticas ya conocidas. Podemos decir que la
economia no es una simple usuaria de las matemaéticas sino que las enriquece,
proporcionando interpretaciones dentro de un ambito distinto al de las cien-

cias bésicas.
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