10.

Calculo diferencial e integral III

Ejercicios del curso

. Una distancia en un conjunto Q) es una funciéon d : Q x Q — R*, donde R™ = [0, +00), tal que para

todo u, v, w € Q) satisface:
» Axioma de separacion: d(u,v) > 0.
» Identidad de indistinguibles: d(u,v) =0 < u = v.
» Simetria: d(u,v) = d(v, u).
» Desigualdad del tridngulo: d(u, w) < d(u,v) + d(v, w).
Considera el conjunto ) formado por las funciones continuas u : [—«, a] — R tales que

lull2i=/ [ FGx)2

—

estd definida, donde & > 0. Muestra que d(u,v) := ||u — v||;2 es una distancia.

Determina la representacion vectorial de la recta que pasa por el punto po = (—2,0,4) en la direccién
v=(213).

Se tienen n particulas en R" cuyas posiciones estan dadas por los vectores q; y masas por los
escalares mj, donde j = 1,...,n. Sea C,, un punto en el espacio que representa el centro de masa
(investigar) y es tal que los vectores q; tienen su punto inicial. Demostrar que m1q; + - - - + m,q, = 0.

. Sean p1 y p2 dos vectores no paralelos. Prueba que q, conocido como la componente de p1 perpendicular

a p1, estd dado por

P1-Pp2
|22

q=P1— P2,

donde || - || es la norma euclidiana.

Encuentra el dngulo entre el plano Ax 4+ By + Cz + D = 0y la recta dada paramétricamente por
x=xo+at,y=1yo+ ptyz=2z9+ 7t

Encuentra la distancia entre la recta del ejercicio 5 y el punto qo = (4, b, c).

Encuentra las curvas de nivel k = £+2, &1, 0 de las funciones:
foy)=x=y*, floy)=2%, flry) =x"+y"-3.

Sean a,b > 0 fijos. Encuentra las curvas de nivel para

1+ \/axZ + 2V ab xy + by?

1-— \/axz — 2V abxy + byZN

Haz un esquema de las superficies de las funciones:

f(x,y) = log (

floy)=x=3y, flxy)=x*, f(xy)=cos’(x~y).

Sea () el conjunto de puntos (x,y) € R? que satisfacen las condiciones abajo dadas. Haz un bosquejo
de () para cada caso y da una razén geométrica para indicar si son abiertos, cerrados, cerrados y
abiertos a la vez o ni abierto ni cerrado.



11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

(@) x> +y2 > 1.

(b) 2y = x°.

(© y>x*y|x| <2
d) 1<x*—y <

Prueba que los siguientes conjuntos son abiertos:
Q={(x,y) eR* |y>0}, U =R*\{(0,0)}, W={(x,y) eR*|y>x*}.

Prueba que la cerradura de un conjunto es cerrada.

Determina y haz un bosquejo del dominio de las siguientes funciones:

flay) =log(x* —y*), f(x,y) =log(x’ +5y), f(x,y) =1/ xsen(my),

1 x2_ 2
f(x,y):arcos(\/m) , f(x,y):xz_i_]]jz, (x,y,2) \/4—x2_y —22

Investiga la existencia de los siguientes limites:
xy —
lim ¢ lim 73( Y lim v , lim 7sen(2xy ) ,
x)—=00) 1+x" =00 X2 +y+2" (xy—=001+x24+y2"  (xy)—(00) XY
2
lim cos <7rx2+y2> , lim e'y, lim E arctan [ 5 1 5
(xy)—~(0,0) X2 —y (xy)—~(0,1) (xy)—(xo0) 7T (x —x0)>+ (v — yo)
Sea
x3y2
f(x,y) = donde x*® + (y—x)* #0.

2.3 27
Xy + (y —x)
Muestra que los limites iterados

lim lim f(x,y) = lim lim f(x,y) =0

x—0y—0 y—0x—0

pero que el limite de f(x,y) cuando (x,y) — (0,0) no existe.
Sea

Demuestra que

hm f(x y) =0,
(xy)—

pero que los limites iterados ,PL% };5% flx,y) # 51&% )1{11}1‘(1) flx,y).

Sea la funcion f tal que: f(x,y) =0,six <0ox >v%y f(x,y) = 1,510 < x < y%
(a) Prueba que f(x,y) — 0 cuando (x,y) — (0,0) a lo largo de cualquier recta que pasa por el
origen.
(b) Encontrar una una curva que pase por el origen a lo largo de la cual, salvo el origen, la funcién
tiene el valor constante 1.
(c) Determinasi f(x,y) es continua o no en todo su dominio.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.
28.

29.

Da un ejemplo de una funcién f = f(x,y) para la cual Zj; exista, pero gi no. Justifica detalladamente

tu respuesta.

Calcula las derivadas parciales de primer para las funciones:

floy) =ax"+py"; f(x,y) =tan(xy’+e*); flx,y) =y*;

f(x,y,z) =ysen(xz); f(x,y,z) =logy\/x>+y>—22.

Muestra que las funciones f(x,y) = e*cos(y) y g(x,y) = e*sen(y) satisfacen las ecuaciones de

o & _ 98 OF __0g
Cauchy—Riemann: ox oy Yoy ax

Sea ¢ : R — R una funcién conocida y f : R? — R dos funciones diferenciables. Considera la

composicion f(x,y) = xy¢ (Jw/) . Determina la funcién ¢(x, y) de tal manera que f satisfaga

xz% - yzg/; =p(x,y)f-

Sea f = f(t,x) una funcién que satisface la ecuacion de Burger para un fluido no viscoso:

of | of _
o tfa =0

Demuestra que si x = x(t), entonces la composicion f(t, x(t)) es constante si y s6lo si x(t) satisface

., dx
la ecuacion T f(t, x).

Encuentra el plano tangente a la superficie z — x" +y™ = 0en (3,1,3" — 1), con n,m > 2.

Sean f(x,v,2z) = (x —x0)* + (y — vo)* + (z — 20)* y g(x,v,2) = x2 4 y2 + z2. Encuentra todos los
puntos (xo, yo,z0) € R tales que las curvas de nivel uno de f(x,v,z) y ¢(x,v,z) se cortan ortogonal-
mente.

Muestra que el plano tangente a la superficie cuadrética ax? + By* + yz2 = 1 en (xo, ¥0,20) € R> es
axox + Byoy + vzoz = 1, donde a® + B2 + 42 > 0.

Calcula la matriz de Jacobi de las siguientes funciones:

xe¥ 4 arctan y
x+exp(z+y)

yx?

xexp (y) + cosy

, flx,y) = X
x+exp(y) (9)

f(x,y) = [
x+exp (y)

| s

Encuentra el plano tangente a la superficie definida por f(x,y) = [ ijyzz exp (—¢%)d¢en (1,1).

X
Calcula el gradiente de las siguientes funciones:
— *yz
2ty 422

2

f(xy,2) gy z) =z exp(x)cosy 'y h(x,y,z) = (gof)(xy2).

Sean a y b dos vectores constantes y r = (x,y, z). Prueba que:

. 1 a-r .. 1 3(a-r)(b-r) a-b
V(=) =-2 b-Vl]a-V(—]|= a4
) a (nrn) T [ (Hrll)] TE TE




30. Cada una de las siguientes funciones describe la trayectoria de un objeto conforme varia ¢ € R. Haz
un bosquejo de la trayectoria y encuentra la posicién del objeto en los tiempos dados.
(a) f(t) = [3cost,sent, t|T,t =0,7/3,37/4,37/2.
(b) f(t) = [sent, > —1]T,t = —71/2,0,71/2, .

(c) £(t) = [\/F, \/F/(t+1)]T,t: 1/4,1,2,4.

31. Sea £(x,,2) = [x,y,2" y f(x,9,2) = | £(x,v,2)|.
(a) Muestra que V f es un vector unitario en la direcciéon de f en todo su dominio.
(b) Muestra que V " = nf"~2f, donde n > 1.
(c) Encuentra la funcién escalar g(x,y, z) tal que Vg = f.
32. Sean x = x(t) y y = y(t) dos funciones de clase C! tales que satisfacen las ecuaciones x = rcosf y
y =rsenf paratodot € R.
(a) Encuentra las funciones r = r(t) y 6 = () en términos de x y y.
(b) Muestra que

de 1 dy dx

dt 24 y2 <xdt _ydt> '

33. La braquistécrona es una curva que, como su raiz etimolégica lo indica, describe la forma de la
trayectoria que un objeto sigue cuando viaja de un punto P; a un punto P en el plano de tal manera
que el tiempo de trayectoria es el minimo. Las consideraciones que se toman en cuenta son: (i) el
movimiento del objeto solamente se debe a la gravedad y (ii) no hay friccién. De este modo, la
braquistécrona esta intimamente relacionada con otra curva conocida como la cicloide, la cual es
descrita por £(t) = [x(t), y(1)], cuyas componentes son

2 2
(1) x(t):f;f;(t—sent), y(t):zf;(l—cost), 0<t<o2nm,
donde ¢ ~ 7m°m/seg? es la aceleracién de la gravedad en la Tierra y vy > 0 es un pardmetro
constante que representa la rapidez méxima que el objeto alcanza en el trayecto.
(a) Encuentra los tiempos y los puntos donde la cicloide alcanza los valores verticales y horizontales
méximos y minimos. Haz un bosquejo de la curva.
(b) Muestra que (1) satisface la siguiente ecuacién:

dy z_vfn
1+<dx> = ey para y > 0.

Ayuda. Utiliza el Teorema de la funcion inversa para funciones de una variable.

T
34. Sea f(t) = [tz NI tz} ,donde 0 < t < 2.

(a) Encuentra la norma f(t) = ||£(¢)]|.
(b) Encuentra los vectores unitarios u,(t) y ug(t), donde el primero tiene la misma direccién de £(t)

y el segundo es ortogonal a éste.
(c) Calcula d—: y %
(d) Escribe la velocidad v(t) y la aceleracién a(t) como en términos de u,(f) y ug(t).

35. Calcula la derivada direccional de f en p en la direccién indicada para cada inciso:

(i) f(x,y,z) = e cos (xy?) +2°,p = (2,2,1) en la direccién normal a la esfera x* + y* + 2% = 9;
(i) f(x,y,2z) = X¥* +y* — 2%, p = (3,4,5) alo largo de la curva de interseccion de las dos superficies:
2x* +3y* -2 =5 y P +yP =27,
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Sea n > 2 un natural. Muestra que la funciéon
1
f(X],...,xn): — 77
(24 4 a2) D2
02 02

satisface la ecuacién de Laplace: Af := axg +- 4 axg =0.
Muestra que cualquier funcién de la forma

u(t+r) o(t—r)

foyz) = —=——+———,
donde r = \/x2 +y? + 22"y u y v son funciones de una variable de clase C?, satisface la ecuacdn de
92

onda: atj; = Af, donde el operador de Laplace esta definido en el ejercicio 36.

Muestra que la funciéon

1 —(x —a)?
ftx) = e (ZU0 ),
of aif

donde « € R constante, satisface la ecuacion de difusion: 3 92

Calcula las derivadas parciales de segundo orden respecto a x y y de las siguientes funciones:
1
’ = 1 ’ d d ’ = 2/ T . ’
(@) (u,v) = ulogv, donde (u,v) (x 1+y>
(b) ¢(u,v) = exp(uv), donde (u,v) = (ax,cosy) ,
(©) ¢(u,0) = f (x> +y*, exp (x —y)) , donde f € C*enR.

Si f(x,y) satisface la ecuaciéon de Laplace y v1(x,y) y v2(x, y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann, muestra que ¢(x,y) = f(v1(x,y),v2(x,y)) es también solucién de la ecuaciéon de Laplace.

Sea f = f(x,y), donde x = rcosf y y = rsenf. Expresar |V f|| en términos de las derivadas
of
iales =~y —.
parciales =y =7
Por medio de la transformacion afin (investiga)

MM

donde a? + B2 = 1, la funcién f(x,y) se transforma en una funcién F(&, 7). Muestra que

BERE(0F\ 05 (FfY
a¢? on? 9%y ) 9x?oy? dxdy )

Encuentra los valores de &, B, v y § en términos de A, B y C tales que bajo la transformacién

JUREAl

donde ad — yB # 0, la ecuacion A@ + ZBW + Ca—y2 = (0 toma la forma

5



0’°F 9°F

(a) a%2+817220'
o0°F
®) 355, =0

Determina cuando estos dos casos son posibles.

44. La ecuacion del gas ideal establece que PV = nRT, donde P es la presion, T es la temperatura absoluta,
V es el volumen, n el namero de moles del gas y R es la constante universal de los gases.

(a) Determina las funciones % e definen a cada variable como funcién de las otras variables.

V oT oP
(b) Muestra que el producto — =5~ = —1 se satisface.

(c) Reproduce los resultados de f)os Incisos anteriores para la ecuacion de un gas de Van der Waals:

2

<P+ D;Z) (V —np) = nRT,

donde f es el volumen por mol ocupado por las moléculas del gas y « es una constante positiva
que caracteriza la atraccion entre las particulas del gas.

45. La temperatura potencial 8 se define en funcién de la temperatura absoluta T y la presién P por
medio de la ecuacién

— =P, donde T=T(txyz), P=P(txyz) y k=0286.

(a) Escribe a 6 como funcién de T y P y calcula las derivadas parciales de 6 respecto: (i) a las
variables espaciales, x, y y z, y (ii) al tiempo ¢.

(b) Al considerar que grandes desplazamientos verticales de paquetes de aire, se tiene la férmula

00 (T g\ 0 a0 B
az_<az+zx>T' donde $<O, x>0y g=2322,

la cual es utilizada por los meteorélogos. Encuentra una condicién que indique cémo varia
verticalmente la temperatura absoluta.

46. Se conoce que x es la base y y la altura de un tridngulo rectdngulo con errores de medicién /1 y k,
respectivamente. Determina el error posible en el 4rea.

47. Encuentra el valor aproximado de log [(1.003)1/ 54 (0.98)%/5 + 2] donde el error sea: (i) lineal y
(ii) cuadratico.

48. Sidf es el error de medicion en una cantidad f, el error relativo se define como df / f. Muestra que el
error relativo en un producto f(xy,...,x,) = x7 - - - X, corresponde a la suma de los errores relativos
de los factores.

1

8

error relativo y el error cuadratico, si 7t = 3.14 4 0.002, la longitud del cordel es | = 40 +0.1cm y la

aceleracion de la gravedad en la Tierra es g = 2 x 10cm/ segZ.

49. El periodo T > 0 de un péndulo simple esta dado por T = 27,/ & . Encuentra el valor de T, el

50. Sea A € M, «»(RR) no singular. Muestra que
(a) el término independiente del polinomio caracteristico es igual det (A) y que éste estd dado por
el producto de los valores prolplos de A;
(b) el coeficiente del término A"~ es —Tra (A).
51. Sean A,B € M,,.»(R), donde B es una matriz diagonal. Prueba que p(A) = det (AB — A) es un
polinomio de grado n y satisface que p(0) = (—1)"det (A) y que el coeficiente de A" es igual a
producto de los elementos diagonales de B.



52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

Las matrices de Pauli

, 01 , 0 —i , 1 0
"lro|” Pl oo |” TP o 41

se utilizan para determinar el espin de un electrén en la teoria de la mecénica cudntica.
(a) Comprueba que son indefinidas.
(b) Determina todas las matrices de 2 x 2 en los complejos cuyos valores propios sean 1y -1.

Encuentra los extremos y clasifica si son médximos, minimos o puntos silla de las siguientes funciones:

flo) =32 (sinr—3x) ) Floy) =+, Sy =y, fon) =Y.

X

Encuentra y clasifica los extremos de las siguiente funciones, cuando existan:

f(x,y) =senxcoshy, f(xy) = x2 —xy+y2 —2x+y, flx,y)y=1-(1 —x)2 —yz.

Determinar los méximos, minimos (absolutos y relativos) y puntos silla de la funciéon
flx,y) =xy (7’2 —x? _yz) , donde r>1,

enlaregionU = {(x,y) e R?|-1<x<1,x—1<y<x+1}.
Determina el conjunto de los maximos y los minimos de
2 2 2 2
_ (XY Y
flxy) = <0€2+ﬁ2> exp <—“2 - ,82) , donde 0<a<p.
Se tienen N datos tales que forman parejas ordenadas (, xj) € R? conj =1,..., N. Encuentra los
coeficientes wg, a1 y ap del polinomio p(f) = ast? + aqt + ag de tal modo que minimizan el error
cuadratico

N
2
E(oco,ocl, 062) = Z (Xj — p(tj)) .
j=1
Considera la colecciéon de n puntos distintos {oc]-};.l:l en un espacio vectorial m-dimensional. Sea

x € R™ yla funcién f(x) = iy [[x — a; |?. Demuestra que f tiene un minimo en un punto conocido

D 1
como centroide, i. €. Xprom. = — Z ;.
n=

Sea xp € R" un extremo de la funcién f : R” — R con derivadas parciales de segundo orden en una
n-bola de radio r > 0 centrada en xo, i. e. D;(xg). Prueba que xg es un punto silla de f si por lo menos
dos elementos de la diagonal de la matriz de Hess en x, es decir Hf (xp), tienen signos opuestos.
Comprueba que f(x,y,z) = x™ + y™ + z"™ — mxyz, donde m € N tiene un extremo en (1,1,1) y
determina si es mdximo, minimo o punto silla calculando los valores propios de la matriz de Hess.

Encuentra los mdximos y minimos absolutos de la funcién f(x,y) = x> + y* — x — y + 1 en el disco
cerrado de radio uno.

Sean «, 8,7, 4,b,c,k > 0. Considera las funciones f(x,y,z) = x*yPz7 y ¢(x,y,z) = x* + yF + zZF -1y
el octante no negativo, Q* = {(x,y,z) € R3|x,y,z >0 }.
(a) Resuelve el problema de optimizacién

mix{f(x,y,z)} sujetoa ¢(x,y,z) =0.
Q



(b) A partir del resultado en el inciso anterior, deduce la desigualdad

B GG = ()
o/ \B) \v) ~\atp+ty '
63. Seax € R"y A € M, (R) tal que AT = A. Considera la funcién f : R” — R* definida por

£ = " Ax.

(a) Calcula el gradiente V f.
(b) Tomando en cuenta que la funcion f estd restringida a la esfera unitaria S = {x € R" |||x||* =1},
prueba que existe un vector x, € Sy un nimero real A, # 0 tales que Ax, = A,X,.

64. Supongamos que se tiene un bloque rectangular tal que: (i) la suma de las doce aristas es igual a
a > 0y (ii) la suma de las dreas de las seis caras es a?/25. Considera que a partir del bloque se corta
un cubo de tal manera que sus aristas tienen longitud igual a la menor arista del bloque. Encuentra
las longitudes de las aristas cuando el volumen del bloque menos el volumen del cubo es maximo.

65. Supongamos que un pentdgono estd compuesto por un rectingulo [y un tridngulo iséceles A. Las
aristas del [] tienen longitudes x y y tales que x < y; la arista mayor del A tiene una longitud y
y el angulo duplicado es 0. Si la longitud del perimetro del pentdgono es p > 0, encuentra el area
maxima.

66. Se tienen n mercanfas distintas, cuya cantidad estda dada por x; con precio correspondiente p;, donde
j=1,...,n. El costo total estd dado por la constante ¢y > 0. Si cada mercancia tiene una preferencia
especifica, la funcién de utilidad como funcién de las cantidades x1, . . ., x,, estd dada por

flxg,. .. x Hx —xi‘“--xﬁ”, donde &; > O paratodoj=1,...,n

Muestra que, para obtener la maxima utilidad, el costo proporcional de la cantidad x; de la j-ésima
mercancia es determinado por una proporcién g; del costo total dada por

%
o+t
2

67. Encuentra una férmula de la derivada parcial vy, en términos de x, y y u, si (x — u)? + (y — u)? = 4.

q; = , paracadaj=1,...,n
68. Para la transformacion dada por x(r,0) = rcos@y y(r,0) = rsen6, donde (,0) € [0,) x [0,27),
utiliza el teorema de la funcién implicita para mostrar que ||Vr| =1y ||VO| = %

69. Sea T : [0,00) x [0,27) x [0, 1) — RR® la transformacién dada por

x(r,09) rcos 6 sen @
T(r,09) = | y(r,0¢) | = | rsenfsen¢
z(r,09) 1 Cos ¢

(a) Muestra que existe la transformacién inversa T~! : R® — [0,00) x [0,277) x [0, 77) y deduce sus
componentes ¥ = r(x,y,z),0 = 0(x,y,z) y ¢ = ¢(x,Y,z).

(b) Por medio del teorema de la funcién implicita, calcula los gradientes: Vr, VO 'y V.

(c) Muestra que si f(x,y,z) = g(r,0, ¢), donde g € C? (IR?), entonces

2f 9*f 9*f 9%¢ sec?hd’¢ 103%¢ 2 tan ¢ dg

ox2 o2 92 o2 r2 962 ' r29¢? P2 9’




70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

Sea ¢(x,y,u) = 0, donde ¢ € C? (R%) tal que — 75 0. Prueba que

P
ox2 <a§0

Po (99)* 09 P9 dp , (99" Fg
axZ |’

8u2 ox 0x 0xou ou ou

ou
Pu_ 1
ayz £

ou

| 0u? \ dy dy dyou Jdu ou) oy? |’

|2 (84)) 00 P 39 (fw)za%

Pu [goaq)acp Pg 0pdp % Wiy Pg (34))2]
5 .

0xdy 29x 9y Oyou dx du  0xou dy du = 0xdy \ du

Muestra que la transformacién

T(x,y) = \/15

rota al cuadrado unitario C = [0, 1] x [0, 1] e indica el &ngulo de rotacién.

xX—=Yy
x+y

Sea C* el paralelogramo delimitado por: (i) y = 3x 44, (ii) y = 3x, (iii) x = 3y y (iv) x = 2y — 4.
Encuentra la transformacion T tal que transforma C* en el cuadrado unitario C = [0,1] x [0, 1].

Prueba que T(x) = Ax, donde A € M,,,(R), transforma paralelepipedos en paralelepipedos si
det (A) # 0.

Encuentra la region Q C IR? donde la transformacién

f(x,y) ] | E Y
v(x,y) F

Sea f € C(R) tal que |f'(z)| < 1 para todo z € R. Prueba que la transformacién

X+f(y)]
y+f(x) |’

T(x,y) = [

es invertible.

T(x,y) =

es invertible en una vecindad de cada punto en R2.

Sea la transformacion T(x,y) = [f(x,y),g(x,y)]’, donde f y ¢ son dos funciones tales que satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
(a) Muestra que T tiene inversa si | Vf]|?> = ||Vg||> > 0.
(b) Sean las componentes de T dadas por f(x,y) = e*cosy y g(x,y) = e* seny. Prueba que fy g
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
(c) Muestra que la matriz de Jacobi de T nunca se anula y por tanto la transformacién es invertible
en una vecindad de cada punto.
(d) Prueba que la transformacién cuyas componentes son como en el inciso (b) no es inyectiva y
por lo tanto no invertible en todo R2.
(e) Discute si los resultados en (c) y (d) se contradicen.



77. Determina el dominio de integracién, cambia el orden de integracién y calcula la integral de los
siguientes incisos:

11 1 V9 1 /4
@)1= / / (x+y)2dxdy, (i) = / / xdudy, (i) I = / sec® xdxdy,
0

-1 ‘y| -3 /T—yz arctany
7T/2 cos x 1 1
(iv) I = / / cos xdydx, W) I= //xy"‘_ldxdy, cona >1,
0 0 0 x

4 (20—4x)/(8—x)

i)l = / / (y — 4)dydx.
2 4/x

78. Demuestra las siguientes desigualdades:
a) Q= [—mn, | x[—mmnr:

x| =

- %ffexp (sin(x +y))dQ <e.
Q

b) Q= [0,1] x [0,1]:

0 Q=[-11]x[-1,2]:

d) Q es el tridngulo con vértices (0,0), (1,1) y (1,0):

1 1
<jf —x—|—3 Zl

79. Calcular la integral [ (x 4+ y)d(), donde:

a) Q es el rectdangulo con vértices: (0,1), (1,0), (3,4) y (4,3).
b) Q es el cuadrado con vértices: (0,0), (1,2), (3,1) y (2, —1).

80. Calcula el area de la region que esta dentro de la curva dada por r(6) = 3sin 6 y fuera de la curva
determinada por r(6) = 1 + sin 6, ambas funciones estan en coordenadas polares.

81. Calcula el volumen de un elipsoide cuyos semiejes son tales que a > > 7.

82. Sea u = f(x) una funcién continua y B,(xo) la bola de radio r centrada en el punto xy € R3. Prueba
que

F(xo) lli%v Hf x)dridxv,dys, donde V(r)= [[] dwvidxdxs.

rXO

83. Encuentra el volumen entre el plano x, y y el paraboloide f(x,y) = r* — x> — y?, donde r # 0.
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84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

Calcula la integral

cuando:

(a) Qesunlazo delalemniscata dada por la curva de nivel cero de ¢(x,y) = (x> + yz)Z — (x® —y?).
(b) Q) es el triangulo rectdngulo con vértices (0,0), (1,1) y (1, —1).

Calcula la integral

1= JII |xyz|dxdydz, donde Q = {(x, y,z) € ]R3
Q

g

Sea M > 0,R = [—-M, M] x [-M, M] y f(x,y) = e~ ("),
(a) Muestra que

T (1 — e’M2> < jff(x,y)dR <7 (1 — e’ZMZ) )
R

(b) Prueba que

m(1-e) < (ﬁ(é\%) d§)2<7f<162M2) |

—M

(c) Calcula la siguiente integral

[.(% ¢ >
B TERAP
S\ )
Una placa que tiene la forma de la regién que estd dentro de la curva r = 3sin 0 y fuera de la curva
r = 14 sin 6. Esta placa tiene una funcién de densidad de masa en el punto P igual al cuadrado de la
distancia que hay de P al eje polar. Calcula:

(a) La masa total de la placa.
(b) El centro de masa de la placa.

Sea ) = {(x,y) € R?|x* +y* < 1}; calcula la integral
_ dxdy
1 —
ff (1+x2+y?)
Sea D = {(x,y) € R?| x*> +y* < 1}. Calcula el valor de

I-jflog( xz—i—y )dxdy.

22
Sea f(x,y) = wexp (—¥° —y ),dondeocEIR.
(2 +y2)"
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(a) Encuentra el valor de M > 0 tal que se satisface la desigualdad

|f(x,y)| < L, en todo R?.

(22 +y2)"

(b) Usa las coordenadas polares para mostrar que la integral

I= [ f(xy)dxdy
IRZ

existe, si ¢ < 2.
(c) Calcula el valor de la integral I del inciso anterior para a = 1.
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